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I. CONGRUENCIA.

Al observar figuras como las que a continuacidn se ilus-
tran decimos que algunas de ellas "tienen la misma forma®.
Por ejemplo, decimos que los trifngulos AABC, AA'B'C' vy

ADEF tienen la misma forma; que las figuras (1), (2) v (3

tienen la misma forma. TanbiZn ios cuadriliteros (4) v {5).

R

(4) P ® &)
C cof (6)

Por el contrario,decimos que los trifingulos A ABC y

A\ POR no tienen la misma forma. Tampoco las figuras (5) y (6)

tienen la misma forma.



En algunos casos decimos, ademgés, que algunas figuras
"ijenen la misma forma y el mismo tamafio® como, por ejemplo,
los trifngules A ABC y A A'B'C'. ‘También dirfamos que los
cuadriléteros (2) y (3) tienen la misma forma v el mismo tama-—
fio.

Ahora bien, expresiones como "tienen la misma forma" y
“tienen la misma forma y el mismo tamafio" no son del todo pre-
cisas y unas personas las pueden interpretar de una manera y
otras de otra. Por ello, en matemiticas usaremos otras frases
para expresar estas ideas y les daremos un sentido preciso.

En lugar de decir "tienen la misma forma", diremos "son seme-
jantes" y aclararemos perfectamente qué significa esto. An&-
logamente, en vez de decir "tienen la misma forma y el mismo

tamafic” diremos “son congruentes”.

Para segmentos de recta va hemos precisado el significado

de congruencia. Dijimos cue

Dos segnentos son congruentes si tienen la misma medida.
P st e T e ket I e ]




Podemos ver si dos segmentos son congruentes utilizando el

N
#
~ B

¢ bien una regla con escala

compés

o bien, calcande uno de ellos y superponidndolo al otro.

\__.—-—-7

Para indicar que dos segmentos iﬁ‘y cD son congruentes es-

cribiremos simplemente

gl
Iiz
8l

<



(léase AB es congruente con CD). Si los segmentos no son con-

gruentes, es decir, si no miden lo mismo, escribiremos

B

Ejercicio 1. UvUtilizando el compds diga si los segmentos
NCAI

indicados son o no congruentes y escriba el simbolo adecuado.
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Notacién. ELl segmento BE del dibujo anterior mide 40 mm.
ARSI

Para indicar esto, escribimos

BE = 40 mm

De aqui en adelante, para indicar la medida de un segmento AB
escribiremos AB (sin la rayita arrxiba). Por ejemplo, en el
tridngulo POR, PQ denota el segmento PQ; es decir, un lado,y en

canbic PQ Genota la medida de este lado. Es decir, 20 = 3. En



este mismo twiingulo, OR y RP
3
son lados (segmentos) vy QR = 5
| v RP = 4,
R H P

. . Sen

Puesto que es lo mismo decir ‘dos segmentos con-

” . A, L u . ] Q,Fl'fmﬂ 4
gruentes gque decir tienen la misma medida’ podemos

que

AB 2 0D equivale a AB = CD

l. Trifingulos congruentes.

e s nnren

D T e

Precisaremos zhora lo gue se entiende por trifngulos con-
gruentes,

{Es decix, lo que en el lenguaje usual corresponde

a trifngulos que “tienen la misma forma y el mismo tamafio”.}

Definicidn. Se dice gue dos trifngulos son congruentes

si los txes lados de uno de ellos son respectivamente con-

gruentes a los tres lados del otro.

Asi, por ejemplo, los siguientes trifingulos, 4\ POR v
[ P'Q'R' son congruentes porque

Q

2

PQ, aﬁ' g Q' TR



{(Esto puede comprcbarse, en el dibujo, con un compas ¢ tanbisn
calcando unc de ellos v superponiéndolo al otro.)

P o2
Rr' et -

R Q! ¢
picho en otra forma, los trifngules APORyYy A P'Q'R'
son congruentes porque las medidas de los tres lados del 4 POR

son iguales a las medidas de los tres lados del A P'Q'R'. Es

decix, porgue

PQ =P'Q', OR=Q'R' ¥ RP=R'P'.

Para indicar que dos trifngulos son congruentes usaremos
)
tanbign el simbolc = . Asi, en el dibujo anterior,
OPOR &= ApQ'R

En el caso de trifngulos no congruentes, como por ejemplo

APOR v A ABC, escribiremos A\ POQR £/ ABC.



Ejercicio a. Utilizando el comp&s, 0 un papel transparen-
A A A A
te, diga si los trié&ngulos que se indican son o no congruentes

y escriba el simbolo respectivo.

A B8 ¢
/A ADF =] A CEH A RDF | AAFG
No . A ADF 7] AKIF AFDG =] A FIK
- / AKDG FRA A cIc A KDG ) A CEH
\ 1 A MGH [F5] AAGI A JHM 5 A GHC
d : A IFK [=].A EHC A BFH 3 A LFH
K L ™

2. Trazado de poligonos congruentes
e s g

Ya sabemos cémo, utilizando la regla v el compas, podemos

trazar segmentos congruentes con uno dado.

Por ejemplo, dado un segmento AB lo medimos con el comp&s,
apoyamos una punta del comp&s en cualquier punto, digamos A' y

cualgquier punto que

10



estéd en la circunferencia determina un segmento congruente con

EB.

por ejemplo, AB =~ A'B', AB

=

A'ct,

etc.

Este procedimiento podemos ahora aplicarlo para construilr

triingulos congruentes.

Las siguientes ficguras indican cbmo

construir un trifingulo congruente a uno dado.

N

A B

Trifngulo dado.

®

Trazames una recta.

A\

Bl

Medimos un segmento
A'B' congruente con
BAB.

©)

Trazamos una circun-—
ferencia con centro
en A' y radio AC.

Trazamos otra circun
ferencia con centro
en B' y radio BC.
Nonbremos C' a uno 44
los puntos de inter-

Unimos C'

con A' ¥ B'
vy cbtenemos el AA'B'C’
congruente con el ARBC.

seccidén.

11




Ejercicio 3. Explique por qué el segmento A'C' es con-—
e e e A

gruente con el segmento AC y por gqué B'C*  BC.

Ejercicio 4, Siguiendo el procedimiento anterior dibuje
L

en su cuadernc trifngulos congruentes a los que se dan.
3 M
%) c b) c) t
L
’
% P a &
A
En geometria se estudian con bastante detalle los trian-—
gulos, porque éstos nos sirven para analizar otras figuras mas

complicadas. Por ejemplo, si queremos dibujar un cuadrilétero

que sea congruente con el que sigue,

12



podemos triangular el cuadvilétero en la siguiente forma:

v

&

vy, ahora, la construcceidn de un cuadrilitero congruente con el
dade se reduce a la construccién de dos triéngulos A A'B'C’
¥ A BA'C'D' congruentes con los trifngulos A ABC ¥y A\ ACD.

Cbserve ia siguiente serie de ilustraciones:

\ A ¢! Al o
®

Al

13




Ejemplo. Trazar una figura congruente con la siguiente.
Pt

Primero triangulames la figura, por ejemplo, asi:

>
®

Y despuds vames construyendo convenientemente triingulos
congruentes a los obfenidos. Podemos empezar de varias maneras.

Por ejemplo, con el lado 2B.




Ejercicio §, Triangulando convenientemente las figuras
T s ik il
dadas, construya en su cuaderno figuras congruentes con ellas.

(En algunos incisos se sugleren triangulaciones.)

%)

Una observacidn. En lo anterior hemos viste cbme dibujar

poligonos congruentes a un poligono dado, haciendo triangula-
cicnes apropiadas. Sin embargo, no hemos discutido bastante

el concepto de congruencia de poligonos.

Hagamos un experimento gque nos serf Util m&s adelante.

15



8i unimos tres tiras de madera, metal o cartén, como las
gue se ilustran a continuacifén, obtenemos una estructura rigi-

da.

Ne s¢ puede c\e{.o;-ma-r_
Es ?I’C‘iid"--

No ocurre lo mismo si unimos cuatro o mAs tiras como se

ilustra en las figuras siguilentes:

Se puede deformar. ¥No es rigida. Al deformar el aparato

construlido observames que se forman diversos poligonos. Estos
poligonos tienen lados respectivamente congruentes. Sin embar

go, no tienen la misma forma



Se puede deformar. No es rigida. Como ea el caso anterior,
obtenemos varios poligonos; todos ellos con lados respectivos

congruentes y gue, sin embargo, no tienen la misma forma.

Ejercicio &. Repita usted este experimento con tiras de
A A
cartdn o madera,con clavos en sus extremos,o con tiras met&li-

cas y tornillos (sin apretar).

Prequnta. Un carpintero quiso hacer rigido un cuadrilate
ro vy le agregd una tira diagonal. cResultd rigida la estructu

ra que obtuvo? JPor qué?

x

[ Ty il |

17



En los ejemplos anteriores vemos que dos poligonos pueden
tener sus lados respectivamente congruentes y, sin embargo, no
tener la misma forma. Asi pues, para poder decir que dos poli
gonos son congruentes se necesita conocer algo mas que la con-
gruencia de sus lados respectivos. A continuacién analizare-
mos el concepto de &ngulo, el cual nos servird para precisar
el significado de congruencia de poligonos y, mas adelante, de

semejanza.

3. Angules.
WA ANk

Todos tenemos un concepto bastante claro de lo que es un

angulo. La siguiente figura ilustra un angulo.

fade

rs - . , N
véctice (1«‘:” \n’ffﬂof)

~ it {_ . lﬂ-do
(Yegprom  excYeriey)
L

Definicién. Un &ngulo es la unidén de dos rayos que tienen
L et At

—— i e

el mismo vértice.
s s

18




Para referirnos a un &ngulo como el siguiente,

escribimos £ ARC (léase angulo ABC) teniendo cuidado en que

la letra de en medio sea la que indica el vértice,

Bjemplo.
L e bheane )
A,
- ‘/B/\ .
B .
- = ¢
¢ £ BAC
LABC £ ACRB
Ejercicio 3, Dbibuje los angulos indicados.
Y il
. 14 4 R
Q o P Q . P Q -p
£ aFR < PR@ L RQP

19



A veces nombraremos un angulo con una sola letra. Por
ejemplo, en un trifnqulo A ABC, cuando hablemos del angulo

< BAC, diremos simplemente el &nguleo A y escribiremos . A.

Asi, el angule B { 4 B) serf el angulo . ABC:

B

Fjercicio 8. En la siguiente figura marque el £ C = < ACB.
A A A

26



Para medir &ngulos se acostumbra usax el tramsportadorn.

Como unidad de medida se toma el grado.

A
-]
-
e >
g ¢ 4
60° 150°
,
o
s N
Co <& <
E =
1go®
{Angulo recto) {(Angulo llano)
ek s

Notacién. Si un fngulo £ ABC mide, por ejemplo, 60°,
escribiremos 4 ABC = 60°. Es decir, la notacién £ ABC se
refiere al &ngulo (unién de dos rayos) vy la notacién J ABC se

refiere a un nfimero, gue es la medida del &ngulo 2 ARC.

21



Asi en las cuatro Gltimas figuras, podemos escribir

X ABC = 60°, & POR = 150°, & DEF = 90°, . STU = 180°.

Usando la misma idea que para los segmentos, diremos que

Dos Angulos son congruentes si tienen la misma medida.
R T, L PR Ll A st ¢ ey, .

i e a o i

Por ejemplo, los &ngulos <« BABC vy £ KiM, que a continua-

cién se ilustraq’son congruentes pues tienen la misma medida:

4 ABC = 4 KIM = 115°

¥

Para indicar que dos &ngulos son congruentes usamos tam-—
~

bién el simbolo = . asfi pues, decir gue L ABC = £ PQR

equivale a decir que L ABC = & POR.

22



En la siguiente figura se ilustran dos &ngulos, £ (1) ¥y

‘f(zxjtales que la suma de sus medidas es 180°

(2) (1) + X (2) = 180°

(1)

e n e’

81 la suma de las medidas de dos angulos es 1l80°se acos-

tumbra decir que log &ngulos son suplementarios. BAsi, en el
R A Pt Y

dibujo anterior, podemos decir que £ (1} ¥ .~ (2) son suple
mentarios.
Dos angulos come los que se ilustran a continuacién se 1la

man opuestos por el vértice:

(1) Z(1)y v £(2) son opuestos

por el vértice.

£ {(3) v . {4} son opuestos

{3) por el vértice.

H)

23



En cada caso podemos ver (mididndolos} que dos &ngulos

opuestos por el vértice son congruentes. Poxr ejemplo,
Y]

Z(1) = «(2) porque (1) = X (2) = 50°

Ahora bien, sin necesidad de hacer ninguna medicidn po-

demos asegurar que

Dos &ngulos opuestos por %J:_ vértice son congruentes.

Esto lo podemos pensar asi: % (3)

Queremos ver que N (1) = A (2) () (1)

Para ello chservamos que

A (1) + 4 {3) = 180°
v que tanbién
A(2) + Z(3) = 180°

Por lo tanto, 4(1) + A (3) = A(2) + 4_(3), lo cual
nos asegura gue 2{ (1) = 2 {(2). Es decir, £(1} v £ (2)
son congruentes.

24



Ejercicic 9- s5i en la siguiente figura £ AOC = 90° y
L e e
Z BOC = 52°, diga cufntoc miden los &ngulos gue Se indican
{sin hacer ninguna medicidn}.

S

¢ B 4DOCmG BoF = [ |

o oBor = [ ] roa =4 [ ]

h ° A’ Ao =[__| goc = .4 [ |
‘ Fpor =[] Eos = [}

4. Poligonos congruentes.
AR e s A

consideremos dos trifngulos congruentes; es decir, dos
trifngulos cuyos lados respectivos son congruentes como, pox
ejemplo, los trifngulos J\ ABC y A A'B'c' gue a continua-

cibdn se ilustran.

Si medimos sus angulos nos encontramos con que

25



A= Z A
LB = 2B
Zdc=gc

Esto es cierto para cualquier pareja de tridngulos con-

gruentes. Es un hecho que aceptamos:

Si los tres lados de un tridngulo son respectivamente

congruentes a los tres lados de otro trifngulo, enton-—

L e T TR,

cas los angulos respectivos son congruentes,
L T T T e W DI

J0currird lo mismo para poligonos de mis de tres lados?
Es decir, si dos poligonogs de m8s de tres lades tienen sus la
dos respectivos congruentes, Jpodemos afirmar cque sus éngu-

los respectivos son congruentes?

En el experimento que hicimoz al final del parrafo 2 de

este capitulo {pags. 407 —4¢%) observamos los siguientes cua-~

dril&teros

26



gue tienen sus lados respectivos congruentes {(compruébelo) y

que, sin enbargo, sus angulos respectivos no lo son

Ahora bien, lo anterior nos indica que para que dos poli
gonos tengan "la misma forma y el mismo tamafio", es decir, pa
ra gue sean congruentes no basta con gue los lados respecti-
vos sean congruentes, Como se muestra en los siguientes cua-—
drilateros, diremos que dos poligonos son congruentes si ade-
m&s de tener sus lados respectivos congruentes, tienen sus &n

gulos respectivos congruentes.

i) I "
A ' L4 "
c
\)C. cn
A =4 B! Du

Trazade de &ngulos congruentes. La "rigidez" de los trifngulos,
W e e A A A A P tni

de la que antes hablébamos, permite trazar &ngulos congruentes

ytilizando la regla y el compas.

Sabemos va cOmo hacerlo con un transportador:

27



Podemos hacerlc tarbién calcando:

s

Sin embargo, la construccidn que a continuacidn mostra-

mos es preferible por ser mis precisa.

A\"\%\)Ib Cla-o‘ﬂ

Procedemos asi:

Trazade de etro a;\%ula com—-
gruente al ahguls dado

AN

Anguls dado

A‘

Trazawmes un tayo

A
B8
c

D'!Lufam:s uwn aréo en el &nqvfo dadd

A c!

i
Con la wiswma  abeduva diazemos odro arco

28




Bl
B
[ AF <!
Com <l cnmpa’ns med (wes é—é Trans pottawos lo medids Bz a B'C*

—
Trazamos el vayo A'C!

La construccidn es correcta por lo siguiente: Los trién-
qules /\ ABC cue hewos construide sobre el &ngulo dado y el
A A'B'C’ obtenido tienen los tres lados respectivos con-—

gruentes:
AC = A'C', AB == A'B', BC = B'C’

Por lo tanto, los Angulos respectivos son congruentes.

En particulax, . BaC == ZB*Aa‘c'.

Ejexcicio 40 Usando el procedimiente anterior trace, en
AR

su cuadernc, &ngulos congruentes con los siguientes.

(@) b)

(e) (d)

29



I1. SEMEJANZA

Las fotografias sigulentes nos muestran dos figuras gque
"tienen la misma forma ¥y el mismo tamafic”. Come vimos antes,

en este caso decimos que las figuras son congruentes.

Ahora bien, es claro gue cuando amplificamos una fotogra

fia, el tamafio de la figura canbia, perc no la forma:

Ya mencionamos antes que de dos figuras que tienen la mis
ma forma se dice que son semejantes. A continuacidn precisare
mos este concepto y puesto que los trifngulos sirven para estn

diar figuras mas complicadas, empezaremos con los tridngulos.

30



1. Tri&ngulos semejantes.
WA A et AL e

Diremos que

Dos trifngulos son semejantes si los tres angulos de uno
L LY L B e e R VL P Rt s

e~

i tes a los tres &ngulos
de ellos son respectivamente congruentes au

LA R

del otro.
B e e e P

Analicemos esto con mas detenimiento. Recordemos gue si
dos trifngulos tienen los lados respectivamente congruentes, en
tonces sus angulos respectivos son tawbién congruentes. Pero la
afirmacidn inversa no es cierta. Por ejemplo, si observamos las
dos filtimas fotografias,vemos que los trifngulos tienen &ngulos
congruentes y que, sin enbargo, sus lados respectivos no son con

gruentes.

Lo mismo observamos en los triangulos sigulentes:

£ A'
£ B'

« ct

i



{Habr& alquna yelacidn entre las medidas de los lados? Mida-

meslos en mm v hagamos una tabla:

AB =4 BC =, ca =3

Veamos ghora las razones de los lados respectivos:

AB_ _ L BC . 1 ca_ _ 1
A'B' 2 B'C' 2 C'A'’ 2

Por lo tanto, wvemos que

AB BC CA

A'B? - B¢’ = Cc'a’

es deciry, los lados respectivos son proporcionales.

Esto es cierto en general y lo aceptaremos:

Si dos trifngulos A ABC y /A A'B'C' son semejantes (£ A
— e e S — B e S .

= A',

4B 2 .B', £Z¢ &2 ~C'), entonces sus lados respectivos son pro-

porcicnales: -
PO At blonhatd

AB _ _BC _ _CA
A'B' B’ c'a’




Ejemplo. I0s siguientes trisngulos son semejantes. Mi-

diendo sus lados wvemos gue

a =4, b =3, c =6

a' = 4.8, b' = 3.6, ¢’ = 7.2

b
2%
Las razones de los lados respectivos son:
a_ 4. » -3, <& __8&
a' 4.8 bt 3.6 et 7.2
Y va que
4 _ .3 - 5
i85 3¢ 7.2 (compruébelo)
entonces,
a2 b .2
a' b' c'

Ejemplo. Los trifngulos siguientes son semejantes. &Cuén
AN

to miden a vy b' 2

23



Resolucidn.
P Y ]

a - 8 .
i0 i6
B8 - & .
i6 bt '

Ejercicio 1.

W A A

B x 10 =5

En cada unco de los incisos sigquientes se dan

triidngulos semejantes

las medidas de algqunos de sus lados.

Encuentre las medidas de los lados restantes.

a)

34



00

b)
a a4 *
2
is : bt =
b‘
20

) :
Y x = =[_]J
-37\“ y =[]
20 1o

Ejercicio 1.
AN AR

En cada inciso encuentre qué nfimeros represen
tan las letras, partiendo del hecho de que los trifngulos son se

mejantes y considerando los datos gue se proporcionan.

a)
/\ ‘d*‘: :H =[]
2 y={"]
12
b)

o

U+3

als

t-2

35



c)

Problemas.

1. Para encontrar la distancia entre dos puntos, uno de
los cuales es inaccesible, como en el caso de la barranca que

se ilustra, se plantaron unas estacas como se indica.

Se hizo de tal manera gue los ingulos marcados
fueran congruentes. Después se midieron los segmentos BD,
DE y EF. ¢Puede usted encontrar, con estos datos, la distan—

cia entre los puntos A ¥y B ?

36



2. En una mesa de billar, la bola blanca es impulsada co-

mo se muestra en el dibujo.

t Y —

(‘ i : S T N
T — 0
- ]
- L T
- ,\f’
-~
AT A
A “
"B’O hia’ . -~ - - : 160
- . . m
! . F 4 ’Af
- - :
s - :
T f‘) ,)-'/
: \;4\ -
IR
-~ "L(:’. %") T 3 Py T T -
[} 230m {
— 290w —r——————]

Suponemos gue los &ngulos marcados con el mismo color son con-

gruentes.

a) Calcule la distancia x cuando la bola golpea la banda

de la izgquierda.

b) Calcule la distancia y cuando la bola golpea la banda

de arriba.

3. Encuentre la distancia d a que estfd situado el objeto

del espejo esférico, con los datos gue se proporcionan.

I0uwm

Sugerencia. Calcule primero la longitud del segmento CcD.

37



v

Hasta aqui hemos visto gque si dos trifngulos son semejan-
tes, entonces sus lados respectivos son proporcionales. Bhora
bien, la afirmacidn inversa es también cierta. Veamos un ejem

plo.

Ejercicio 3, Construya en el espacio de la derecha un

trifngulo A\ A'B'C' cuyos lados midan el doble de los lados

del trifngulo gue se da a la izgquierda.

A
b
<
[ o
G
B L . i
B a’ = 24 C
@€ 3y Y
© 7 /
2a
b \ 5
X 4 !
P
< 3
C’ /
V__ﬁ -
ac

En el trifngulo gue usted construyb, vemos gque

a' bt !

a b o]
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Al medir ahora los &ngulos respectivos vemos que

<A 2 - A, B 2 2B, <«Co= _-cC',

es decir, los trifngulos son semejantes.

Aceptaremos esta propiedad:

8i los lados respectivos de dos triangulos son proporcig
Rt e W ok L W T W ] ARl e

e

nales, entonces los trisfngulos son semejantes.
e B T P ] O caashie s

Ejercicio 4, 5i suponemos que en los siguientes tri&ngu-
[P S P Ty
los

entonces 4R=D R ,._,XL.S=D
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2. poligonos semejantes.
[r i e T

Los poligonos siguientes "tienen la misma forma".

-\

5i los triangulamos convenientemente vemos que cobtenemos trian

gulos semejantes:

7L

Esto sugiere considerar que dos poligonos son semejantes

\Qf@umduié&i&iﬁﬂi?

cuando podemos hacer triangulaciones que todos los tridn

]

gulos respectivos sean semejantes.
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En tal caso, todos los éngulos respectivos serdn congruen

tes y los lados respectivog,proporcionales.

Dibujos a escala.

A A e e
En la prictica, en el dibujo indusitrial, en el dibujo ar-—
quitectdénico ¥y en el dibujo de mapas, se presenta con frecuen-
cia la necesidad de dar informacidn sobre fiquras gue son muy
grandes o0 muy peguefias, para ser dibujadas en su tamafio natuxral.
En tales casos, para poder daﬁ informacidén suficiente sobre al-

guna figura, se recurre a los dibujos a escala.
Por ejemplo, consideremos la siguiente situacidn:

Se guiere usar un dibujo para dar una idea clara acerca de
la forma y el tamafic de un rectfingulo que mide 60 metros de ba-

se poxr 40 metros de altura.

Aqui se puede recurrir al concepto de semejanza de figuras
geométricas para dar idea de la forma de ese recténgulo. Asfi
que dibujamos un recténgulo como el siguiente, que tiene los &n
gulos congruentes ¥ los lados proporcionales a la figura que de

seamps describir. (La razbdn de proporcionalidad de esta figura

1

con respecto a la "original" es de 1060 -}
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La figura, por lo tanto, es semejante a la original vy nos

proporciona una idea clara de la forma de &sta.
Sin embargo, la figura sola no nos da idea del tamafio de
F- figura gue describe,

Podriamos dar una idea del tamafic de la figura original

haciendo algunas anotaciones sobre esta gue hemos dibujado.

4o m

W——m GO 7 N
Peroc, en figuras mis complicadas, esto resulta impréctico

v en algunos casos hasta imposible.

En muchos dibujos, y sobre todo en los mapas geogrificos,
el problema se resuelve indicando cuil es la xazbén de propor-

cionalidad entre la figura dibujada y la figura original. Es
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costunbre designar esta razfn con la palabra "escala"

1

[éscdidi }352

Tawbién se acostunbra hacer esta anotacién en la siguien

te forma:

f ESCATA: 1 : lOOD! (léase: "“"escala: 1 a 1000")

Los dibujos gue, como el anterior, describen una figura
con otra figura semejante, y en los cuales se indica la razén

de proporcionalidad, reciben el nombre de dibujos a escala.
e i et

De esta manera, una perscna con conocimientos de semejanza
puede saber el"tamafio"de la figura original realizando un simple
cilculo. Por ejemplo, si cquisiera saber cuil es la longitud de
la base del rectlngulo gue se describe mediante el dibujo ante-—
rior, primero mediria la base de éste (la base mide 6 centime-
tros). Con este dato v sabiendo gque la razbtn de proporcionali-
dad {la escala) es de Ié%g ; es decir, sabiendo gue 1 centime-—

tro del dibujo a escala corresponde a 1000 centimetros de la £i
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gura original, puede calcular la base del rectféngulo original

asi:
6 x 1000 = 6000 (centimetros)

Esto es, la base del rectingulo que se describe con la fi

gura mide, en la realidad, 60 metros.

El siguiente es un dibujo a escala de la planta de un labo

ratorio en uns fabrica de aviones.

C

VISR L asd A e gt

PRI A

PENTAGMA [R5 B
} i
v L

A, 1 EscAaAt A 22500

Ejercicio 5, Mida el dibujo antericor vy luego complete las
B b S P P

siguientes oraciones.

a) La figura de la planta del laboratorio y la figura del

dibujo son ¥, por lo tanto, los &ngulos de

ellas son congruentes y los lados son proporcionales. En conse

cuencia, las dos figuras tienen la misma forma.
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b) ILa anotacién ESCAIA : 1 : 500 nos indica que la razén
de proporcionalidad de la figuxa a escala y la planta del labgo

ratorio es igual =z .

¢) Lo anterior segnifica gue 1 centimetro del dibujo a

escala corresponde a centimetros de la plan

ta del laboratorio.

d) La longitud de AR es aproximadamente igual a cm

e) Calculando con el dato anterior, sabemos que el large

de la planta del laboratorio mide aproximadamente metros.

f) El segmento SE.mide centimetros.

g} cCalculando con ese dato, sabemos que el ancho del labo

ratorio mide metros.

h) La puerta del laboratoric mide metros de an

che.

i) La ventana mayor tiene una base que mide

metros.
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El siguiente dibujo a escala corresponde a un tornillo de

un reloj para dama.

<TmIIII )
%

?-..]—

\f.scauméo :1.\

BEjercicio 6. Complete las siguientes oracicones.
e

a) I.a escala del dibujo nos indica que la razbn de propor

cionalidad entre la figura dibujada y el tornillo real es de ___

b) Esto significa que cada 60 unidades que se midan en la

figura corresponden a unidad medida en el tornillo.

¢) Tomando en cuenta lo anteriorx,.. podemes decixy gue a ca
da centimetro medido en el dibujo le corresponde

de centimetro en el tornille real,

d} E1l ternillo del dibujo mide centimetros de
largo. Por lo tanto, el largo del tornille real es de

de centimetro, o sea, un -
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El siguiente dibujo es un plano de la ciudad de Monterrey.

Prave BF L4 civbapl PE
MONTERREEY,

Ejercicio 7. En el plano anterior se han sefialado puntos
P e e it P Y
que corxesponden a lugares de interés de esa ciudad. A indica
el estadio del Tecnolbgico de Monterrey. B es el Zocalo. C es

el Obispado. D es el parque de beisbol de la ciudad.

Midiendo sobre el planc anterior, calcule las distancias

reales entre:
a} El estadic del Tecnoldgico y el Zbcalo.

b) EL pargue de beisbol y el Zbcalo.

a7



c) E1l Obispado y el Tecnolbgico.

d) E1l parque de beisbol y el Obispado.

Problema. Se pretende hacer un dibujo a escala de una

circunferencia que mide 70 centimetros de radio. Si el dibu-
jo se va a efectuar con la escala 1 : ZQ/ éﬁuéntos Centimev/)/%;

tros debe medir el radio de la circunferencia en el dibujo?
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3. Rectas paralelas.
AL A A ey

Ya sabemos cdmo utilizar una escuadra para trazar rectas

paralelas.

Dada una recta £ ¥ un punto P podemos trazar una recta pa

ralela a f y que pase por el punto P :

Consideremos ahora una situacidén como la siguiente, en la
que hay dos rectas paralelas éu v fa Yy una tercera recta m

que las interseca:
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/) 2.

é(z) 7,

/

Fijémonos en los &ngulos (1) y (2}, gque se 1llaman correspon-
dientes. Ya sea midiéndolos con un transportador o utilizan-
do un compls vemos que .~ {1} = ~(2). Esto no es casual y es
cierto para cualquier par de rectas pavalelas cortadas por otra.

Lo aceptamos y enunciamos como una propiedad bisica:

ios angulos correspondientes son congruentes.
e e L T Vet e e I S L R ine o g

En la siguiente figura observamos varias parejas de &ngu-

los correspondientes.

(1} /(2)
3) /S (#)
(5)/ &

( 7 ®

El £ (2) es correspondiente con el ./ {(6);
El _~ (4) es correspondiente con el _~ {(8):
El . (1} es correspondiente con el ‘:’ v

el i l es correspondiente con el l ] .
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Ahora bien, el 2 (2} 22 £ (3) porque son opuestos por
el vértice. Asimismo 2 (6)22 (7). Tenemos entonces que 1los
Angulos £ (2), Z£(3), L (8) v £ {7) son congruentes entre

si.

Con un razonamiento anflogo al anterior concluimos que los
fngulos L {1}, _~ (5), L (4) v o (8) también son congruen

tes entre si.

£n la siguiente ilustracién se sefialan

los &ngulos congruentes entre si.

L

—,
7

v

A &ngulos como el £ (3} y el £ (6), de la figura ante
rior, se les suele llamar fngulos alternos internos y, segln
A A A e A e e

hemos visto, esos &ngulos son congruentes. Esto ocurre em cual

quier par de rectas paralelas cortadas por otrasrétlo.
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Los angulos alternos internos son congruentes
AN, p At et Al e SR e

Por ejemplo, en la siguiente figura los &ngulos (1) vy (3)

son alternos internos y su medida es la misma. Es decir, son

congruentes. También son

/’//’///”’ alternos internos los &n-
- gulos (2) y (4). Y tam-

in{fl)
(L) bién son congruentes.

e
e

Paralelogramos. Convendremos en decir que dos segmentos son

L T

paralelos si estén contenidos en rectas paralelas.

segmentos paralelos segmentos no paralelos
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Recordemos ahora gue

Un paralelogramo es un cuadrilfterc cuyos lados opuestos
e S T W e RO U RS e T I

son paralelos.
et ey e et

Las figuras siguientes ilustran paralelogramos

/7 WO

N AN

{(Algunos paralelogramos reciben nombres especiales:

Rectingulos, los gue tienen sus cuatro &ngulos rectos:;
[ e e et o

ronbos, los que tienen sus cuatro lados congruentes entre si;
R T T

cuadrados, los que son recténgulos y rombos, o sea los que tie-
Y g T P e
nen sus cuatro &ngulos rectos y sus cuatro lades congruentes en

tre si.}

Demostraremos ahora que:

Los &ngulos opuestos de un paralelogramo son congruentes.
P Syt . A et A
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Por ejemplo, en el siguiente paralelogramo, los &ngulos

Z{1) v ~Z(2) son congruentes.

{1
)

Para ver por qué es asi, consideremos las siguientes figu

rags auxiliares:

e e e e ek mmaman \

)

N
£ = 2 (3 Z£(3) = £ (4)

{son correspondientes) {son correspondientes)

. Z4) = ~£(2)

. 2) {son opuestos por el vértice)

Por lo tanto, todos esos dngulos son congruentes entre si, En

particular, «£ {1) ¥ £ (2) son congruentes.
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Ejercicio ?.  Bncuentre los datos que se piden de cada
W e ten

uno de los siguientes paralelogramos.

a)

1) (3

23 =17 @ =[]

(2 =
o® () |

b)

Fw =[] g =
4@ =3 g@ -]
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Ejercicio q- En el Gltimo inciso del ejercicio anterior
LA A

: 4 s
deduzca que los tri&ngulos BABC y CDA son semejantes.

Problema 1. Uno de los angulos de un paralelogramo mide
Pl :

el doble de otro. JCulnto mide cada uno de los &ngulos de ese

paralelogramo?
o Sugerencia: Llame x a la
(4
medida de uno de los angu-
los, digamos el £ A. Asi
tendremos que la medida de
x
Z B serd 2x. Y como esos
A B

dos angulos son suplementarios tenemos que

X + 2x = 180°

En esta ecuacidén es muy f&cil hallar el valor de x y asi
encontraremos las medidas de todos los &ngulos del paralelogra -

mo ABCD.

Problema 2. En un paralelogramo ABCD, unc de los &ngulos
B A A
mide el triple de otro. ¢Cuénto mide cada uno de los &ngulos

de ese paralelogramo?
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Problema 3. Uno de los &ngulos de un paralelogramo ABCD

. 2
mide S de otro, &Cull es la medida de cada uno de los &ngu

los de ese paralelogramo?

Al observaxr cuidadosamente un paralelograme, podemos dar-
nos cuenta gue sus lados opuestos miden lo mismo: es decir, gque
son congruentes. Esta es una propiedad de todos los paralelo-

gramos, y podemos demostrarlas

En un paralelogramo, los lados opuestos son congruentes.
e e e st wr—————— e e i s R

Demostracidn.,
e et

Consideremos un paralelogramo cualguiera y tracémosle una

diagonal, como se muestra en la figura.

Asi tenemos que,

o ~
< Z (L) =/(1') (son angulos opuestos
N {2y )] en un paralelogramo)
) N
\\ Z{2)E £(2') (son alternos internos)
b
N (39 Z(3)2 ~(3'} (son alternos internos)
hY
() ICIAN
A B

& &
De aqui concluimos que los tri&ngulos ABD y ’Eé:b son seme-
jantes y, por consiguiente, tienen sus lados proporcionales.

Esto significa que:
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BD AR BC
Como —= = 1, tenemos e ——— = ] e
BD ' e "Zp Y “ap

En consecuencia,

que es lo que gueriamos demostrar.

4. E1l teorema de Tales.
L T o n e i

Cuando en un trifingulo trazamos una paralela a uno de
[T T W L T T DR N RIS —— ~r S P

los lados, el trifngulo gue se forma es semejante al oxi
T B ek ot st e P s T W

ginal,
P il
Ejemplo.
L <
(")
Al '
a) b)
..rl
sl\ \
A
E =4 ™
El ABRBC es semejante El A STU es semejante al
al AA'B'C . AS'T'U .
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) & a)
P
&' &
F
F : H
/* @
Los txi&ngulos A FGH El tridngulo A PQR es
v A F'G'H son seme- semejante al A P*Q'R.
jantes.

Es muy sencille darxnos cuenta del por c¢ué de la afirmacidn

anterior. En efecto, en una situacidn como #sta, los a&ngulos

marcados son congruentes, por ser correspondientes.
Por la misma razdn, los marcados también son congruen
tes, pdemds, el angulo marcado es comln a los dos

trifngulos. Por lo tanto, los dos triéngulos son semejantes.

Tuego, los lados respectivos son proporcionales. Esto es,

AB AC  _ BC

&'B' Aa'c'  B'C'
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Este teorema de Tales se llama asi , en honor de Tales de
Mileto, uno de los grandes gefmetras de la antiguedad que vi-
vid en la primera mitad del siglo sexto antes de nuestra era.
Este matemitico se hizo famoso, no tanto por sus descubrimien-
tos de tipo experimental o intuitivo, sino por haber sido uno
de los primeros en utilizar métodos deductivos en geometria.
Dos construcciones geométricas.

J e ot ot s S

I. Veremos ahora que el método de subdividir un segmento

en varias partes congruentes, que ya hemos utilizado varias ve

ces, se basa en el teorema de Tales.

Las siguientes ilustraciones nos recuerdan el procedimien

to de dividir un segmento AB en dos partes congruentes:

A

c E.
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Por ser AN vy WC congruentes, tenemos gue

ahora bien, por ser My y BC paralelas, podemos aplicar el

teorema de Tales ¥y escribir

AC _ BB
AN AN
Por lo tanto,
BB _ 2
AN 1

le cuoal implica gque FXTIRA

Ilustremos ahora el procedimiente para dividir un segmento

en tres partes congruentes:

/ |
/ \




Por ser AQ = ON 22 NC, tenemos que

AC _

AQ

AN _ 2
! AQ o

3
1

Ahora bien, por ser paralelas las tres rectas trazadas, podemos

aplicar el teorema de Tales y escribir

AC _ BB AN _ BM

AQ AP AQ AP
Por lo tanto,

ABB _ 3 M _ 2

AP e AP I

lo cual implica que AM es 2 veces AP y AB es 3 veces AP. De

aqui deducimos que

Bl
112
g|
2
]

Ejerciciol®@. Haga un razonamiento anflogo para justificar
e b
la subdivisidén de un segmento en cuatro partes congruentes. Ob

serve la figura.

24

Q

Datos: AS = SQ

fl2

NC

It

RS, PQ, MN y BC paralelos.
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1I. Si nos dan dos segmentos, uno de longitud a y otro
de longitud b, es muy fécil constyuir un segmento de longitud

a+b.

d+ b

Es algo més dificil dibujar un segmento que mida ab, es
decix, el producto de las medidas &e los segmentos dados. Ve-
remos ahora cémo, utilizando el teorema de Tales, es posible

esta construccidn:

Segmentos dados de
longitudes a y D

1
(79
[YULE AR
Trazamos un angulo. Con el comp&s medimos segmen-
Marcamos un segmento "Eos EokrE rdesy congruen
de medida 1 sobre une tes con los segmentos dados y
de los lados. con un extremo en el vértice.
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Trazamos una recta Trazamos una paralela a
como se indica. esta recta por el extre
mo del otro segmento.

En efecto, por el teorema de Tales,

b
1

Por lo tanto x = ab

Ejercicio M.
A

El segmento cobtenido marca
do con verde es de longitud

x = abe.

tenems que

a) Termine la construccibén para cbtener un segmento de

longitud 6. Midiendo, compruebe el resultado.
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3
b) Construya un segmento cuya longitud sea rs.
Ty
1 -S )
—_—
¢} cConstruya un segmentc de longitud r2.
¥ ;
bt
i
Ejercicio{{. =En la siguiente secuencia de dibujos, a par
LA R
se construye un segmen

tir de dos segmentos de longitud my n

¢Puede usted decir qué re-

to de longitud x,
lacién tiene la medida de este segmento con las medidas m y n?

Utilice el teorema de Tales.

Sugerencia:

' 1) i
PR « M |
L i 1
P -
t n ]
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Ejercicio 48.
PR APPANS PP

a) Construya un segmento cuya longitud sea el cociente —-‘;L

T S

b) Construya un segmento cuya longitud sea %

c) Usando los datos y el resultado del inciso b) constru

1
ya un segmento cuya longitud sea «r ° —;‘“'
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Una ilustracién de la multiplicacidén de nGmeros pesitives y
e e e i W P S S S

negativos.,.
TRt gt

Acabamos de ver, en el pérrafo anterxior, como se constru-~

ve un segmento de longitud ab, a partir de un segmento de lon

gitud a y otro de longitud b.

.
ab
Veremos ahora cémo, interpret{ndola convenientemente, es~
ta construccifn puede ilustrar la multiplicacién de ntmercs pg
sitivos y negativos. MAs precisamente, con esta construccidn

puede ilustrarse que:

El producto de dos nfimercs positivos es positivo;
el producte de un nfimere positivo por uno negative es negativo y

el producto de dos nfimeros negativos es positivo.

En efecto, podemos considerar que las rectas que tragamos
son ejes de coordenadas y que tomamos los factores a y E.

uno en cada eje,
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1, 5i a y b son positivos, obtenemos la siguiente figura:

(Unimos 1l con a y desde b traza-

mos una paralela a este segmen-—
b to. Su interseccidén con el eje
de las abscisas nos da el punto
cuya coordenada es é)

< 1 L ab

en la gue observamos que ab resulta positivo.

2, Si a es positivo y b es negativo, la construccién

—

gqueda asi:
(Unimos 1 con a y desde b traza-
A mos una paralela a este segmen-—
to. Su interseccién con el eje
o ,

o 1 a de las abscisas nos da el punto

cuya coordenada es ab)

b

Aqui observamos que ab es negativo.

3. si a es negativo y b es positivo, obtenemos la fi-

gura siguiente:

68



(Unimos 1 con a y desde b traza-
mos una paralela a este segmen-
to. Su interseccifn con el eje

de las zbscisas nos da el punto

cuya coordenada es ab)

ab . 1

Acui observamos gue ab es negativo.

4., 5i ay?D son anbos negatives, la construceibén resulta
asi:
(Uni_lms 1 con a y desde b traza-
Ly mos una paralela a este segmen-

to. Su interseccién con el eje

o & 1 “b de las abscisas nos da el punto

cuya coordenada es @)

v cbservamos que el productc ab es positivo.
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III. POLIGONOS
A

1. Suma de las medidas de los fngulos de un tri&ngulo.
LA AR s A | s e\ s

Ejercicio 1,
WA

del triédngulo y encuentre su suma.

~
a)

~
~!B

En cada uno de los incisos mida los &ngulos

XA = 30°
48=[]
Zec=[T

A+ xBr+yc=["]

=[]
&8=[]
X c=[]

Xa+XLB+X c= [::]

22=0
Z8=]
A e= ]

4A+45+4_c=|:{



En este ejercicio observamos que la suma de las medidas
de los &ngulos de un trifngulo es 180°., (Posiblemente usted nc
haya obtenido, en alglin caso, exactamente 180"} pero esto se debe

a errores de medicién.)

Este es un hecho que vale en todos los trifngulos. Es de

cir, la suma de las medidas de los &ngulos de un trifSngulo es 180°

Podriamos simplemente aceptar este resultado como hemos
hecho algunas veces con otros. Sin embargo, veremos ashora gque
este resultado lo podemos deducir de otros ya aceptados. En otras

palabras, podemos demostrar esta prop:fedad.

Enunciémosla nuevamente:

3

En cualguier tr:.éng&lo, A RBC, la suma Eg }_a-s medidas de

e

sus tres &ngulos es 180°. 0 sea,
REE RAES R =R -~

AR+ X B+4 C=1807

Demostracifn. Consideremos una recta ‘f que pase por el
TN, A e e,

punto C y que sea paralela a AR como se muestra en la sigquiente

figura:

£

71



Tenemos que

(1) + 2 (2) + X (3') = 180°,

En esta expresién sustituimos = (1') por 2L (1) vy X (3')

por < {3) lo cual se puede hacer porque A (1) = & (L°)
y Z(3) = & (3')} p“’ sen alternos internos. Obtenemos enton
ces

Z{1) + £ (2) + £ (3) = 180°

que es 1o gue se gueria demostrar.

De este resultado podemos deducir otros. Pox ejemplo el

siguiente:

Si en dos trifngqulos A ABC v /N A’B'C’ sabemos que

LA TLA ¥y L B=_, B', entonces los trifingulos son se-

mptn.

mejantes.,

Demostracidn. En efecto, sabemos que

A+ XB+ X ¢ = 180°
XA+ 4 B + .4 ¢ = 180°

y adems X A =X A' y XB= X% B'. Por lo tanto, forzosa-

mente 40 = 4 C', lo cual quiere decir que £ ¢ = Z¢'.

72



Asi pues, para ver que dos trifngulos son semejantes, bag
ta ver que dos dngulos de uno de ellos son respectivamente con-

gruentes a dos de los &ngulos del segqunds.

Eijercicio En 1 Lol i = ° =
i 2. n la siguiente figura X (1) = 30°, X (2)= 40°

{Culnto mide el 7 (3}7?

Sugerencia. Use los siguien
tes hechos:

(3
() F{3) + X (4) = 180°

) [€3) LY + & (2) + X (4)= 180°

o
Ejercicio 3, Utilizando la idea del ejercicio anterior, de
A

muestre que en un triidngule cualquiera (1) + £ (2} = £ (3).

(Vea la siguiente Ffigura).

(3)

Recordemos gue un triidngulo recténgulo es un trifingulo que
tiene un &ngulo de 90°,

Ejercicio 4.
A e
a) Un trifngulo no puede tener dos Angulos rectos. iPor gué?

b) En un tridngulo recténgulo, la suma de las medidas de los
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dos &ngulos no rectos es 90°

(Decimos que un &ngulo es agudo si mide menos de 90°)

¢) Los &ngulos no rectos de un triéngulo recténgulo son

agudos. ¢Por qué?

Se dice gue un &ngulo es obtuso si mide mas de 90° y que

que un tridngulo es obtuséngulo si tiene un &ngulo obtuso.

Ejercicic 5. ¢Por qué en un triéngulo obtuséngule hay so
[ e T

lamente un &Angulo obtuso y los otros dos son agudos?

2. Suma de las medidas de los &ngulos de un poligono.
PAAAA, e e Pt T e I g g e M

Ejercicio §. Mida los &ngulos de los siguientes cuadrild
Lt e d

teros y encuentre su suma.

i 1D
s

s A
A B
A c
Z»-
4A+43+4C+4D=E

000

|
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sa=0[T]
P ana!
Fe=["]

! e s0=]

. Fa+xBryer xo={_]

Salvo errores de medicién usted habri obtenido, en amhos

casos, gue la suma es 360°,

¢Podriamos demostrar gque no solamente en los dos cuadri-
lateros del ejercicio anterior, sino que en cualquier cuadrilf

tero la suma de las medidas de sus a&ngulos es 360° ?

Es muy fécil, Consideremos un cuadrilitero cualquiera.

Al unir dos vértices opuestos
queda triangulado.

Observemos gue la suma de
las medidas de los cuatro Angu

los del cuadrilétero es igual a

la suma de los seis angulos obtenidos, tres de cada tri&ngulo.

Rhora bien, como la suma de las medidas de los &ngulos de un
vesulta

trifngulo es 180°, ghismemon que en total se obtiene 180° + 180°=

= 2 x 180° = 360°.
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Es decir, hemos demostrado que

La suma de las medidas de los 4 &ngulos de un cuadrili-
it e e el e i e ]

P, P ——

tero es 2 x 180* = 360°,
e et

El razonamiento gue hemos hecho para cuadriliteros lo po-
demos hacer para poligonos convexos de cualguier nlimero de la-

dos. Por ejemplo, consideremos un pentigono. Lo trifngulamos:

La suma de las medidas de los &ngulos del pentagono es
igual a la suma de las medidas de todos los angulos que apare-
cen en la triangulacidén. Como hay 3 trifingulos, dicha suma es

3 = 180°

Para el caso general, cbservemos que:

En un poligono de lados se En un poligono de lados
forman triadngules. La suma se forman tri&nqulos.
de las medidas de sug angulos La suma de las medidas de
es sus angulos es

2 x 180°

3 x 180°
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©

En un poligono de E] lados se En un poligono de lados
forman @ trianqulos. se forman tridnqulos.
La suma de las medidas de sus La suma de las medidas de
dngulos es sus angulos es

4 x 186° 5 x 180°l

En general,

En un poligono de n lados, la suma de las medidas de
LA A B Al e A e L B
sus anguwlos es
L s e v e T
(n -~ 2}180°,
Ejercicio 3 SCubnto suman las medidas de los angulos de
N e

un poligono que tiene 12 lades? <Y de un poligono que tiene 17

lados?

3, Poligonos regulares. Medida de sus Angulos.
. T P O st

e N A et A e

Un poligono se dice due es regular si todos sus lados son
congruentes entre si y también todos sus angulos son congruen-

tes entre si.
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Los siquientes dibujos ilustran poligonos regulares de 3,

QO.

4, 5, 6, 7y 8 lados.

Poligohos regulares

Un trifngulo regqular se llama equilétero. Un cuadrilitero

regular se llama cuadrado.

Lo que vimos en el parrafo anterior nos permite calcular

las medidas de los &ngulos de los poligonos regulares.

Empecemos con el tridngulc equildteroc. Sabemos que la su-
ma de las medidas de sus 3 angulos

’ﬂ\ es 180°, Como todos ellos miden lo
mismo (porgue son congruentes), ca-

da uno de ellos medira

L A\ _180°

/80 P 3
3 (=}

= 60°,

Los &ngulos de un tridngulo equilétero miden 60°,
B O, I Y T T e i U I ——r
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En un cuadrado, sabemos que la suma de las medidas de sus
4 &angulos es 2 x 180° = 360°. Como todos miden lo mismo, ca-

da uno de ellos mediri

r T

360° _ gno
y 90

Lo

2 x 180° _[o00

es decir, sus cuatro ingulos son rectos.

Los angulos de un cuadrado son rectos.
Eanas o B e ST O RN U e

Analicemos ahora el pentégono regular. Sabemos que la su
ma de las medidas de sus 5 an-
gulos es 3 ® 180°, Como todos
miden lo mismo, cada unc de ellos
mide

3 x 180°

5 = 3 x 36° = 1log°,

3 x 180° _ [1oa
20 i
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Los &ngulos de los exigonos regulares medirén

180°

4 x

= 4 x 30° = 120°

6

Ejercicio §.
LY

&ngulos de

a} un eptigono
b) un 6ctégono

¢) un poligono

Ejercicio 9.
W s

dida de los &ngulos

4. Una aplicacién.

4 x 180° _{qp0e

En forma anfiloga, calcule la medida de los

regular ;
regulaxr)

regqular de 12 lados.

Encuentre una £ormula para calcular la me-

de un poligono regular de n lados.

" e T e o ek anateath gl

¢Ba observado usted alguna vez un panal de abejas? Esta

hermosa obra de la

naturaleza nos muestra cbmo, con exfgonos

regulares, podemos tapizar el plano.

80



éPodriamos hacer lo mismo con otros poligonos regulares?

Desde luego que si con tridngulos equilfteros y con cuadrados:

JAVAVAVAVAVAVAV R wu un = = .

¢Y cen otros poligonos regulares? Antes de contestar esta

pregunta hagamos un ejercicio.
Ejercicio 40.

T s e i
a) Recorte de una hoja de papel gruesoc o cartdén unos 10

& 12 tridngulos eguiliteros, como el de la derecha, j

v vea cbmo puede ir tapizando el planc con ellos {sin

dejar "huecos" y sin encimar los triangulos).
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b) Haga lo mismo con cuadrados.

¢) Lo mismo con exagonos regulares como

el que se muestra.

d) Trate ahora de hacer lo mismo con pen
t&gonos regqulares como el de la derecha. ¢Qué

ocurre?

e) Intente hacer lo mismo con eptigonos re-

gulares.

f) Y con octagonos regulares.

Al resolver este ejercicioc habr& usted observado que sola
mente se puede hacer con poligonos regulares de 3, 4 y 6 lados
(tridngulos equiliteros, cuadrados y exagonos regulares). Con

los deméds poligonos regulares no podemos tapizar el plano.

¢Por qué ocurre esto? Para contestar esta pregunta con-

viene primero demostrar otro resultado.

Ejercicio‘ﬂo, En cada inciso mida con un transportador
AAAAALS
los angulos que se indican y encuentre la suma de dichas medi-

das.
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swm=["3
y@ =[]
0 =]
x@ =[]
AN

(1) +.2(2) + X(3) + &8 s x50 _]

b)

(2 (/ (=[]
x(2) =1
| A.(3) =___}
2 ¢4) = 1
A+ K () A G+ F Y]

En azbos casos, salvo errores de medicidn, la suma es 360°.

Este resultado podemos demostrarlo ficilmente. En efecto,
supongamos gque nos dan varios fngulos con el vértice comiin y

queremos enceontrar la suma de sus medidas.

Podemos nosotros trazar un rayoe
adicional como se muestra en la
sigquiente figura ¥y encontramos una

situacidn asfi:
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El &ngulo . (3) ha quedado subdivi -
dido en ~(3'}) v 2 (3"). Tenemos

que 0(3) =4(3") + 4 (3").

Por lo tanto,

X+ F+X(N+X(+F(5)= F(L)+ XD+ 5(3") + X (3)+ L(4)+L(5)
€ J 1, -

~ ~

180*® + 180°

(pues la medida de un Anculo llano es 180°). Por lo tanto la

suma mencionada es 180° + 180° = 360°.

Ahora bien, al tapizar con poligonos el plano, en cada vér
tice aparecen varios &ngulos como en el ejercicio anterior,

veamos esto en los trxes cagos:

\ \/ \VARAV; /

Pav:VavAY o
AWAVA

6 » 60° = 360° 4 % 90* « 360°

3 x 120* = 360




Segn lo anterior, la suma de las medidas de estos &ngulos
debe ser, en cada caso, 360°. Comprobemos esto en los tres ca-

sos gue tenemos.

i. Trifngulos equilfteros. Sabemos que cada Angulo de un

tridngulo equildtero mide 60°. 8i juntamos 6 trifngulos equi-

lateros, la suma de los a&ngulos serd 6 x 60° = 360°.

2. Cuadrados. Cada &ngulo de un cuadrado mide 90°. Al

juntar 4 cuadrados, la suma de los &ngulos serd 4 x 90° = 360°,

3. Ex&gonos regulares. Los dngulos de un exigono regu-

lar miden 120°. Luego, podemos juntar en un vértice 3 exfgonos

regqulares porque 3 x 120 = 360°,

iQué ocurre con los demfs peoligonas regulares?

Examinemos el caso de pentfgonos regulares. Sabemos cue

cada &ngulo de un pentigono regular mide 108°.

Ahora bien, si juntamos 3 pentéigonos regulares, la suma de

los &ngulos en el vértice serd 3 x 108° = 324° < 360°

360° -~ 324° = 36° (sobra)
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Por otro lado, si juntamos 4 pentagonos regulares en un

vértice, éstos se traslaparin pues 4 x 108° = 432° > 360°

432° - 360°

[

72° (se traslapan)

Esto prueba que con pentigonos regulares no podemos tapi-

zar el plano.

Ejercicio L Haga un andlisis como el anterior para:
LA A

a) eptdgonos regulares.

b) octadgonos regulares.
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5. Perimetros de poligongs semejantes.
~— s T T

En este parrafo estudiaremos la relacifn gue hay entre los
perimetros de dos poligonos semejantes. Usted ya tiene alguna
idea intuitiva sobre esto. Por ejemplo, si le dicen que las dos
figuras ilustradas abajo representan poligonos semejantes cuya
razbtn de semejanza es %, y sabe gque el perimetro de la primera
figura es 12 cm., ¢podria decir cufl es el perimetro de la segun

da figura sin efectuar ninguna medicién directa?

P=a+b+c+d+e P'=a* +b'+c'+ad + ef

P =12 cm. P' = [::]

Seguramente su respuesta ha sido correcta: P*' =
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Analicemos con detalle las dos figuras del ejemplo y observe

mos la relacifn que hay entre sus perimetros.

En virtud de gue las dos figuras son semejantes, sus lados
respectivos son proporcionales. Por eso, considerando la razén

de semejanza, tenemos que,

2 = 1 ¥, por lo tanto, a'' = 3a,
a' 3
L . 1 ¥, por lo tanto, b' = 3D,
b' 3
£ = L1 vy, por lo tanto, et =3¢,
c! 3
g - 1 Y. por lo tanto, d' = 34,
da’ 3
e _ 1 ¥, por lo tanto, e' = 3e,
e' " 3

Como el perimetro de la segunda figura es

P'=a' 4+ b' 4+ c* + 3 + e,

podemos esceribir

P'=3a +3b + 3¢ +34 + 3e,
P'=3{(a+b+c+d+ e},
BP' = 3P.
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De esta filtima expresifn obtenemos la siguiente:

Esta expresifin nos indica que la razén de los perimetros de
los poligonos dados es igual a la razén de semejanza de esos po-

ligonos.

Ejemplo. Sabemos que la razfn de semejanza entre los poli-
gonos que se ilustran a continuacibn es 5 (esto es, 5 : 1) y el
perimetro del primerc es 30 cm. Con esos datos, y sin medir, va

mos a calcular el perimetro del segundo poligono.

Supongamos gque las medidas de los lados del primer poligono

son a, b, c, d, e y £ y las medidas de los lados respec-



tivos en el otro poligono son a', b', ', a', e* y f'.

b
bl
a' X
3
e
P=a+b+tec+d+es+ £ P*! = a® + b' + ' + 4! + &' + £?

Como los poligonos son semejantes podemos afirmar que

"3, = 5 v, por lo tanto, a =5a',
b = ¢ _ .
B ¥, por lo tanto, b =5b',
c

o = 5 Y. por lo tanto, c=5¢',
Q=5 or lo tant d = 54"
q Y. P anto, = ’
%. =5 ¥, por lo tanto, e = 5e',
£ _

1 5 ¥, por lo tanto, £=5¢f",

Yague P=a+b+c+d+ e+ £, podemos escribir

P=5a'+ 5b'"+ 5¢"'+ 5d'+ 5e' + 5 f*
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P=5((a'+b'+c'+ 4" +e + £

De esta Qltima expresisn cobtenemos la siguiente:

Esto significa que la razdén de los perimetros de los poli-

gonos dados es igual a su razbfn de semejanza.

Por lo tanto, comc P es igual a 30 cm., tenemos gue

30

=5
30 = 5p*
30 _
5 = P
6 = p'

Esto es, el perimetro del segundo poligono es 6 centimetros.

En general, con un procedimiento semejante al gue hemos sg

guido en los ejemplos anteriores, se puede demostrar que

En dos poligonos semejantes cualesquiera, la xazén de sus

erimetros es igual a su razdn de semejanza.
~— _J P —— -

3 |



Ejercigio 5. Considerando los datos que se dan, ¥ sin efec
tuar ninguna medicibn, complete usted las expresiones en cada ip

ciso.

a) ILas dos figuras ilustradas son semejantes. Su razbébn de

semejanza es 5 : 1.

| 5

b} Las dos figuras son semejantes.

S e

P = 36 p._,,D

c} Las dos figuras son semejantes.
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Z

G L]

t.5

J

’ ]
P = [:::::::] P* = 17 cm.

La razdn de semejanza de la primera figura a la segunda es

L.a razbn de semejanza de la segunda figura a la primera es

-

Problemas, En los siguientes problemas se utilizan figuras
i
a escala, Para resolverlos es necesario aplicar lo que sabemos

acerca de figuras semeijantes.

a) El siguiente es un dibujo a escala de una cancha de vo-

leibol.

Escala 1 : 200
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El perimetro del dibuljo a escala es [:::::] -

El perimetro de la cancha de voleibol es {::::::] -

b} A continuacién tepnemos un mapa a escala de una ciudad en
el gue se ha marcadc una parte de la red de drenaje. Si el tram
gsefialado con 4 centimetros mide en la realidad 400 metros y el pe
rimetre de la digura dibujada es 35 centimetros, zcuéntos kiléme

tros de tuberia se ocupan en esa parte del drenaje?

P

4



6. Areas de poligonos semejantes
T e e e A At P e

Cuando se comparan las dreas de dos poligonos es ficil come-

ter errores como 2] gue cometid Daniel, el mosaiguero.

Daniel era un habil mosaiquero que un dia fue contratado pa-—
ra cubrir con azulejos una pared de 4 x 3 metros. Daniel vid

unos bonitos azulejos de 10 x L0 cm y razond asi:

"Como la pared mide 4 metros (400 cm) de largo por 3 metros

{300 cﬁ) de alte, su &rea serd

400 x 300 = 120 000 cm2

Cada azulejo mide

2
10 x 10 = 100 cm

Entonces necesitoe

120000 = 7 200 azulejos",
100

"rodo esto estd muy bien-siguid pensando Daniel- pero colo--

car 1200 azulejos me llevaré mucho tiempo. £Qué tal si los compro
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més grandes? jEso es! Usaré azulejos de tamafic doble, o sea, de
20 x 20 centimetros. Asi tendré gque colocar solamente 600 azule-

jos y acabaré pronto".

Con esta idea, Daniel encargé 600 azulejos y empezd a traba-

jar tempranc al dia siguiente.

Cuando terminé su trabajo vié con horror que le habia sobra-
do un eporme montén de azulejos. ¢En dfnde estuvo el error de Da

niel?

Indudablemente, Daniel hizo mal sus cilculos. ¢Puede usted

decir cudl fue su equivocacidn?




El error del mosaiguero consistid en que comparé dos figuras
semejantes, los dos azulejos, pensando que la razén de las &reas

era igual a la razdén de semejanza entre ellos.

El creyd gue, como el lado de un azulejo es el doble del la-

do del otro, (razdm 2 : 1} también el drea era el doble.

Veamos cdmo estén relacionadas esas Areas:

20 am

1o £m

20 <m 10 cm

A:zoxao:iwo amzl /4=/0X/D:f/00 amzz
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Como vemos, el Area del azulejo més grande es el cuddruple
del Area del otro azulejo. %%% = 4) Es decir, la razbn de estas

&reas es 4.

Por eso es dque para cubrir la pared sélo ocupd 300 azulejos,

pues,

120000 _ 3g¢0
400

L0 que observamos aguf nos hace sospechar que, en general,
la razén de las &reas de dos poligonos semejantes no es igual a
su razdn de semejanza. En lo que sigue veremos cdmo se relacionan

las Areas de dos poligonos semejantes.

Empecemos con los siguientes cuadrados, cuya razdn de semejan

za es 5. Es decir, 5 : l.

2 A’ = af)z

ps
iy
8
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Puesto gue la razdn de semejanza es 5, podemos escribir

o bien,
a=>5a’

2
Como A = a , y segin acabamos de ver, a = 5a', podemos

escribir

A= (5an2 =152 (a')zl

Como (a')2 es A', tenemos gue

A= 52A'

Y, por consiguiente,

Esto es, la razén de las dreas de esos dos poligonos semejan

tes es igual al cuadrado de su razbdn de semejanza.

Lo que occurre en este ejemplo ocurre en general con cualquier
par de cuadrados, y se puede demostrar siguiende un procedimiento

andlogo al que acabamos de emplear.

consideremos dos cuadrados cualesquiera cuyos lados midan ,f
y,ﬂ', respectivamente, y cuya razbén de semejanza seaiﬁ;- = k.
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Las &reas de estos cuadrados serén:

A =/ﬂ2 Yy A' = gﬁ'iz

Como ﬁ' = k, tenemos gue

£t

Ya que A =,£2. yﬁ = ki' , podemos escribir
A= (kil }2 =k2 (EI)Z

En vista de que (/ﬂ'}z es igual a A', tenemos que

¥, por lo tanto,

Esto es,

La razbn de las 4reas de dos cuadrados cualesquiera es:igqual
—— P — o P — —

al cuadrado de su razfn de semejanza.
O et s e e

Ahora podemos ver, sin necesidad de calcular las &reas, lo

que ocurrif en el problema del mosaiquero:
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Un azulejo mide 20 om por lado y el otro mide 10 cm  por

lado. La razén de semejanza de esas figuras es 20 = 2, Ppor con
16

siguiente, la razdn de sus Areas es

Eso significa que el Area del azulejo mayor es 4 veces el

&rea del menor, y no el doble como pensé Paniel

Ejercicio 6. Considere los datos que se dan en cada inciso
L e L R S

¥ complete las expresiones.

a) La razbén del 4rea del cuadrado ABCD al 4rea del cuadrado

A'BIC'D? es I l.

4
D C . .D'r <

A 2m B
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b} La razén de semejanza del primer cuadrado al segundo es

¢#®. 5i el &rea del primer cuadrado es .64 em®, el 4&rea del segun

-

e
A e ———

u&"@"

I

Razén de semg

N[
A janza: 1.2 / A
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d)

Razén de semg

janza: i |

Al dividir A entre A' se cobtiene .49 como cociente. La razén

de semejanza del primer cuadrado al segundo es 1 | .

De igual manera que hemos analizado la relacién gue hay entre
las areas de cuadrados, podemos comparar las freas de triéngules

y poligonos semejantes en general.

Consideremos que los tridngulos ilustrados a continuacién son

semejantes y su razén de semejanza es -B- = A =k,
b' a'
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b=kb' y a=ka'
Asi, puesto que A =%b - a, tenemos que
l 1
A=5kb" - ka'
PRI e
2
2

a=x’- ($ba)

0O sea,

Y, por consiguiente,

Con este resultado podemos encontrar facilmente la relacién
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que hay entre las dreas de dos poligonos semejantes cualesguiera.

Recuerde usted que si dos poligonos son semejantes y su ra-—
z6n de semejanza es k, dichos poligonos se pueden triangular de
tal modo que los tridngulos respectivos sean semejantes y con ra-

zbn de semejanza igual a k.

Consideremos, por ejemplo, los poligonos semejantes ilustrados

a continuacidén. Digamos que su razén de semejanza es k.

A' = B' 4+ C' + D'

8i comparamos las Areas de los tridngulos correspondientes,

hallamos que

B 2 2
P k ¥, por lo tanto, B =I k B'(
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ECT = k2 v. por lo tanto, o] =
J%.= %2 ¥, por lo tanto, p =k* D*
ja) ]

Con esto, podemos escribir

A=B+C+D

A=k2B' +k’c' + k2D

A =%2(8" +C" + D)
2

A =%k a'

¥, por consiguiente,

El mismo resultado se obtiene al comparar las &reas de dos

poligonos semejantes cualesquiera. EBEsto es,

La razfn de las ireas de dos poligonos semejantes, cualesgquie
e n e et et e e e —————

ra, e€s igual al cuadrado de sy razén de semajanza.

Ejercicio ¥. En cada inciso 1las figuras que se mencionan son
gt e,
semejantes, considere los datos y complete las expresiones, escri

biendo en cada cuadrito lo que falta.
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a) Razén de semg
janza: 3
2
A=18m
b)
Razén de semg
Janza: 5
a=l ]
c)
Razdn de seme
, l janza:
3
A =1
At 9
d)
Raz6n de seme
janza: ~]2*

AN

La razbtn de las 4reas es 1‘3“ = I |.
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e)

Razb6n de seme

janza: D

La razédn % es igual a

f)

Razén de seme

janza:

nj=

g) En el plano que se ilustra abajoﬁ,el jardin ocupa una su

Escala:

1000




El 4rea gue ocupa realmente ese jardin es de I::::::] metros

cuadrados.

h) El mapa dibujado a continuacién corresponde a un terreno.

Escala:- 1

q
El segmento marcado en rojo, representa 00 metros.

5i el drea de la figura dibujada es 40 cmz. entonces el &area

del terreno en la realidad es [:::] metros cuadrados.

Problema. Construya usted un poligono semejante al gue se
B

da, de tal modo gue la razén de las &reas sea & = .1

A' 4
U T



IV, EL TEOREMA DE PITAGORAS

1. El teorema de Pitdgoras
L T e I R N i

En el estudio de semejanza y congruencia que estamos reali——
zando en este capitulo utilizaremos con mucha frecuencia el teore
ma de Pitagoras. Este teorema fue visto ya en el curso anterior.

Lo enunciamos de la siguiente manera:

En todo trisngule rectingulo, el cuadrade construido sobre
i, e A, T e, AT

la hipotenusa tiene un frea gue &g igual a la suma de las 4reas
————r—t R e ar aemem el T e _—— e P

de los cuadrados construidos scbre los catetos.
1€ 108 cuadracos NELLULCOS SPte ¥ e - .

Seguramente usted recuerda que en aguella ocasion, para con—
vencernos de la validez de dicho teorema, realizamos algunas acti

vidades de recorte y pegado.

E;L

i o
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Sin embargo,hasta ahora no hemos hecho ninguna demostracitn
al respecto. Podriamos ahora hacer tal demostracién utilizando

nuestros conocimientos sobre semejanza,

Empezaremos primerc por demostrar lo siguiente:

“En todo trxéngulo recténgulo, la altura gue va de la hipote

~ a— g ——— G —— p— e b e ein
nusa al vértice del &ngulo recto determina dos trifngulos gue son

semejantes al trifingulo dado y sBemejantes entre sgi®,
B et R T e e aminn

bemostracibn,
LI

Consideremos el trifngulc rectingulo ilustradeo a continuacifn.

Tracemos la altura que parte del vértice del &ngulo recto y
sefialemos con rojo y azul, respectivamente, los dos tridngulos

que ge forman.

il




El tﬁ ADC (rojo) vy el [3 ABC (inicial) son semejantes, pues

los dos son tridngulos recténgulos y tienen en com@in el &ngulo A.

El & bpEc (azul) y el A asc (inicial) son semejantes, pues

los dos son tri&ngulos recténgulos y tienen en com@in el &ngulo B,
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Como el /\ ADC es semejante al /A aBc, vy el /\ DBC es seme-
jante al A ABC, entonces concluimos gue el [S ADC es semejante

al A DBC.
Con esto queda demostrada nuestra afirmacibn.

Ahora demostraremos el teorems de Pitdgoras, usando nuestros
conocimientos sobre semejanza y la afirmacién que acabamos de de

mostrar.

Demostracibn.
L ]

consideremos un trifngulo recténgulo cualquiera ABC y trace

mos la altura desde el th_-r."l::i.ce"‘&J &ngulo recto.

va sabemos gue los triingulos gue se forman stn semejantes
entre si. Para mayor claridad, dibujamos estos triéngulos por sg

parade e indicamos con un mismo color ios lados correspondientes.
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Como los trié&ngulos son semejantes, sus lados respectivos

son proporcionales. Por lo tanto, tenemos que

e - a Yy e b
a ct b c"

De estas dos expresiones podemos obtener las siguientes:
a = cagf
b = cc

8i ahora sumamos a2 mas b2, tendremos gque
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a“ + b2 =cec +cc"
a? + b% = ¢ {ct + ")

Como ¢' + c¢" = ¢ (ver la figura)., entonces,

O sea,

Ejercicio £ . Analice cada problema y resudlvalo aplicando
| DR )
el teorema que acabamos de demostrar. (La ilustracidén no da las

medidas reales.)

a) ¢Culdnto mide la hipotenusa en el siguiente tridngulo?

T2
b = lé"‘

b) iCudinto mide el cateto b en el siguiente trifngulo?

c = 5_7 [
a = 15 o
RNENS -]
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¢} éCuédnto mide el cateto a en el siguiente tridngulo?

c = Zo-!'l
By | g 1

d) cecuidl es la medida c en el siguiente tridngule rectén-

gulo?

e) ¢éCudl es el valor de y en el siguiente tridngulo rec--

tangulo?
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Una aplicacién del teorema de Pitdgoras
— g W Sl e e e P

Con el teorema de Pitdgoras se pueden atacar y resolver una
gran diversidad de problemas que surgen a medida que se avanza en

el estudio de la Geometria.

A continuacién vamos a utilizar dicho teorema, (adem&is de otros
conocimientos que hemos adquirids con anterioridad) para resolvex

el siguiente problema:

Problema. En un planc cartesiano se tienen dos puntos A v B
et
tales que A = (3, 1} y B = (7, 4): Utilizando sus coordenadas

calefilese la distancia entre esos dos puntos.

Resolucién.
[ —

Para ayudarnos a resolver el problema vamos a usaxr la siguien

te ilustracidn.




Como se observa en esta ilustracibn, los puntos A, B y C de-
terminan un tri&ngule rectidnguleo del cual nos interesa conocer la
medida del segmento A B. (Recuerde usted que la distancia entre

dos puntos es la medida del segmento gue los une.)

Ccome A B es la hipotenusa del trifingulo, podemos encontrar

su medida conociendo las medidas de los catetos.

El cateto AC mide E]

{Obsérvese que la medida A C puede calcularse restanto D

- D, que son las abscisas de A y B.)

El cateto BC mide C]
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(Obsérvese gue esta medida puede calcularse restando D

-1:1. gue son las ordenadas de A y B.)

Aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos cue

AB=\](ac)2+(Bc)2 = 424 32

Yie+s = {25 = [5]

Respuesta. La distancia entre A y B es de 5 unidades.
L i e ]

]

Problema. Calcfilese la distancia entre los puntos G y H,
ey

ilustrados abajo.

G = (-9, ~2)

m
il

{~3, -10}

Resolucibn.
PPttt

Conociendo las medidas de GF y HF, podemos usar el teorema

de Pitdgoras para hallar la distancia G.H.
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El cateto G F El cateto HF

o, s 13
obtiene res

Esta medida se obtie Esta medida se

ne restando las abscisas tando las ordenadas de H y F:
de G y F:

O 0- 0 Ehug

(Como la medida de un segmento es siempre un nfimero positivo,
en caso de obtener alglin ntmero negativo en las restas anteriores,

tomaremos su inverso aditivo como medida del segmento.)

Ahora calculamos la distancia GH y encontramos que

Q [:]2 5 []2
i

GH = ‘._T(HF)2 + (GF)2

S S e P

Respuesta. La distancia entre G v H es l ] unidades.

SegGn puede observarse en la resolucién de los problemas an-

120



teriores, cuando se conocen las coordenadas de dos puntos P y Q.

se puede calcular la distancia PQ en la siguiente forma:

1. &e restan las abscisas de P y Q. (Esto permite hallar
la medida de un cateto del tridngulo recténgulo cuya hipotenusa

es ﬁ.) ¥

2. 8e restan las ordenadas de P y Q. (Esto .permite hallar

la medida del otro cateto.)

3. 8Se aplica el teorema de Pitdgoras para hallar la distan-

cia P Q.

PO = a‘ + b2
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Ejercicio ¢ . FEncuentre la distancia entre cada par de pun

A ot e e e ]

=2, 7} b) A = (~2, 5)
= {8, 2} B = (=6, 1)
c) A= (-8, ~4) & ) 7 a = (3, -1)
~1) B = (4, -5)
b=1___ |
AB = l 5
(~2,3) £ . A=5,3)
{5, 1) B = ("";-2)
a =\ i
p=[_]
= re = ]



Bjercicic /0.

e M ™ e e

gue se mencionan en cada inciso.

a)

c)

e)

g}

i)

TO

(7. 12)

{2z, 3

L

{3. =7

{1, -8)

1

(-5, 3}

(4, 7

]

(-3, 5)

(6, 5)

i

(5. 7

(o0 0

1

123

b)

d)

f)

h)

3

Encuentre la distancia

1l

entre los dos puntos

(_41 5)

(-2, 2)

(=10, -4)

(-2, -15)

D

{14, 1}

{9, ~2)

|

(=4, 7}

T
kN

. =9

|

(-8, 3}

r

—
UO
=l

-



2. Tridngulos isbsceles

Como ya hemos dicho, el teorema de Pitdgoras tiene muchas

aplicaciones. En este padrrafo y en el siguiente utilizaremos ese

teorema para demostrar algunas propiedades de los tridngulos isés

celes y de los rombos.

Empezaremos por definir algunos segmentos que se consideran

en el estudio de los triingulos.

Consideremos un tridngulo ABC y fijémonos en unc de sus vVér

tices; por ejemplo, el vértice C.

C

Entre los segmentos que tienen un extremo en C y el otro ex-
tremo en la recta A B mencionaremos AVYeapediiAd los siguientes tres:

1. La altura.

; Es el segmento CD tal que CD es perpendicu

lar a A B.
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A o B

2. La mediané; Es el segmento CM tal gue M es el punto me

[

dio de A B. c

AM = MB

A M B

3. La bisectriz. Es el segmento CE tal que los dngulos {1)

e, St e e

¥y (2) que determina son congruentes.

(1) =4.(2)

A E | 5

Estos segmentos son, en general, distintos entre si.
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A E M e

-
m
D

Ejercicio // . Trace las tres alturas del siguiente tridngn

e e
lo. /C
A B

Ejercicio /2. Trace las tres medianas del siguiente trifn-
e ]

gulo. / C
B

A

Ejercicio /3. Trace las tres bisectrices del siguiente tridn

qulo. /C\
A B
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Ejercicio /4. En el siguiente trifngulo trace la altura.
it

la mediana y la bisectriz gue parten del punto R.

4

P o
Ejercicio /4. En el siguiente triingulo isbsceles trace us

ted la altura, la mediana y la bisectriz que parten del vértice R-

A% R
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Habrd usted observado que en el tridngulo RS T de este Glti-
mo ejercicio la altura, la mediana y la bisectriz, trazadas desde
el vértice R, coinciden. Es decir, un mismo segmento es, a la vez,

altura, mediana y bisectriz.

Esto que observamos en el tri&ngulo RS T ocurre en todos los

tridngulos isésceles. Es decir,

Si ABC es un trifngulo isbésceles cualquiera en el que los
S

A e — S —————

lados congruentes son A C v BC, entonces en ese tridngulo la al-
TR ————te —_—— e T e e ——

tura que parte de C es también mediana y bisectriz.

C

Demostracién.
g e

Como CD es la altura, EB es perpendicular a .A B y, por con

siguiente, los tri&ngulos ADC y BDC son tridngulos recténgulos.

Las hipotenusas de esos dos tri&ngulos miden lo mismo. Lla-

memos ¢ a esa medida y llamemos b a la medida de la altura CD,

—_
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que es cateto de los dos triéngulos.

C

i

A D b

Ahora podemos calcular la medida de los catetos AD ¥y D B:

AD = \ cZ ~ b2

BD =\c2—-b2

Como se ve, AD y DB miden Lo mismo., Es decir, D es el punto
medio del lado A B. Por consiguiente, la altura €D es también

mediana.

Por otra parte, los dos tridngulos ADC y BDC son congruen-
tes. (Pues, por lo que acabamos de ver, los tres lados del trian
gulo ADC son respectivamente congruentes a los tres lados del

tridngulo BDC.)

Por lo tanteo, sus dngulos respectivos son congruentes. En parti-

cular, el &ngulo (1) es congruente con el &ngulo (2).
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Esto significa que

Ejercicio /6 .
N s

Calcule usted la medida

(1)

ull

D B

la altura CD es también bisectriz.

(PR -~ e

e

siguiente tri&ngulo A BC es isbsceles.

de los lados AC ¥ BC.

&

]

A

Ejercicio /7.
W

lados congruentes son PO y R Q.

de sus angulos.

B

130

4 POR

Ac ¥ BC
Altura: 35 mm
Base: 50 mm

AC =

z;_PRQ

il

= S
El siguiente es un tridngulo isésceles cuyos

Calcule la medida de cada uno

I
[



Ejercicio /£. Usando solamente una regla graduada, tréicese

[N

la altura gue parte de C en el siguiente tridngulo isbsceles.

c

A ()

Ejercicio /9 . Trace usted la altura que parte de R en el

PR

siguiente tri&ngulc isbsceles. (Emplee solamente regla graduada.)

N

@

Ejercicio Z¢. Con los datos que se dan, calcule usted el

M S e e e S e

perimetro del siguiente tridngulo istsceles.

131



»
[
t
[
H
g
00
g

2]
D

B BC =
Perimetro = E

Ejercicio Z/. Con los datos gue se dan, calcule el &rea del
RS g s ks

siguiente triingulo isbésceles.

AC=— BC
xe = Viem
AB = /€M

Altura CD = E

Ejercicio 22. calcule el valor de x en el siguiente trian

gulo isbsceles.

T 4

S5 u
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3. Rombos
. ———

En este parrafo estudiaremos algunas propiedades de las dia-
gonales de los paralelogramos y, en particular, de los rombos.
Empezaremos hablando de las diagonales de un cuadrildtero en gene

ral.

En un cuadrildtero ABCD los segmentos ,ﬁ, BC. D y DA
se llaman los ladeos vy los segmentos AC v BD, marcados en color,

se llaman las diagonales del cuadrilétero.

Bjercicio 23.
e s o

a) Trace las diagonales de los siguientes cuadrilétercs y

némbrelas.
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e M N

Diagonales [:l
M Cl

by AcCc v ED son las dizgonales de un cuadrilétero. Trace

OO

sus lados y ndémbrelos.

Lados:

g OO0

©} Los segmentos ﬁ ¥ 'Q—'S son las diagonales de un cuadri-
litero y se cortan en su punto medio. Es decir, PM =MR Yy QM = MS,
Trace los lados de ese cuadrilédtero y, usando escuadras compruebe
que es un paralelegramo. (Recuerde que un paralelogramo es un

cuadrildtero cuyes lados opuestos son paralelos.)
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Lo que acabamos de observar en el inciso ¢) del ejercicio an
teriocr, no es un hecho fortuito gue solamente valga para este ca-

so. Ese resultado es general y podemos enunciarle en la siguiente

forma:

5i las diagonales de un cuadrilitere se cortan en su punto

medio entonces el cuadriliterc es un paralelogramo.

Ejercicio 2<¢. Compruebe la validez de la afirmacidn anteriox
AT e
para los siguientes pares de diagonales. (Todas ellas se cortan

en sus puntos medios.)
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La propiedad inversa de la que acabamos de mencionar es cier

ta también.

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto me-

dio.

Tampoco demostraremos esta propiedad pero podemos ver algunos

ejemplos de ella.

Ejercicio 25. Los siguientes cuadrilédteros son paralelogra

mos. Trace las diagonales y compruebe gue se cortan en su punto

medio.

[/
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Acabamos de mencionar dos propiedades sin demostrarlas. Aho
ra enunciaremos una propiedad gue si vamos a demostrar. Tal pro-

piedad es la siguiente:

§i las diagopales de un cuadrilétero se cortan en su punto
28 cladonales de un cuadrilatero se cortan en su punto
medio ¥ ademés, son perpendiculares entre sf, entonces el cuadri

litero es un rombo.
== W Lombo

(Recordemos gue se llama rombo a un cuadrilétero que tiene

sus cuatro lados congruentes entre si.}

Antes de demostrar esta propiedad efectuemos los siguientes

ejercicios.

Ejercicic 24.

a) Las longitudes de dos segmentos perpendiculares entre si
FR y—é son, respectivamente, 16 y 12 cm. Sabemos ademds que se
cortan en su punto medio f(haga un dibujo). aCuénto mide cada uno

de los lados del cuadrildteroc POQRS? ¢Es un rombo?

b} Los segmentos G ¥ FH son perpendiculares entre si vy
se cortan en su punto medio (haga una figura). 8i EG = 10 mm ¥
FH = 26 mm, ¢{cudnto miden los lados del cuadrilé&terc EFGH?.
¢Puede encontrar EF utilizando el teorema de Pitdgoras? (Y los

demds lados?
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Ejercicio £7. Los segmentos AC Yy B D siguientes son per=-
pendiculares entre sf y se cortan en su punto medio (es decir,

AM = MC y BM = MD). Trace el cuadrildtero ABCD Y. usando

un comp&s compruebe gue es un rombo.
C

Hagamos ahora la demostracién de la propiedad enunciada.

Demostracién.

Puesto que las diagonales ac yi-a—;a ‘son perpendiculares entre

si, ellas determinan cuatro triangulos rectédngulos.
[

VAN
\
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Ademds sabemos que esas diagonales se cortan en su punto me-

dio. Esto es, BM

it

MD (Llamemos & a esta medida) y AM = MC

(Llamemos b a esta medida).

VAN
N\

A

Usando el teorema de Pitdgoras podemos ahora calcular la me-

dida de las hipotenusas.

AB = a2 + p?
BC = Ja2+b2

"
W
|8
e
o
[N}

cD

Como vemos, los cuatro lados del cuadriliterc ABCD miden

lo mismo. Por lo tanto, ese cuadrilftero es un rombo.

_— eS3
Ejercicio 28. En la siguiente figura, AC ferpendicular a
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BD, AM es igual a MC y BM es igual a MD. Si el perimetro

del rombo ABCD es 100 mm y la diagonal A C mide 30 mm, ccuénto

mide la diagonal BD? (Utilice el teorema de Pitédgoras.)
>
A M ©
n

¢Serd también cierta la proposicién inversa de la que acaba-
mos de demostrar? Veamos qué dice la propiedad demostrada: "Si
las diagonales son perpendiculares entre si y se cortan en su pun

to medio, entonces el cuadrildtero es un rombo". La proposicidn

inversa seri:

§i un ¢ ilitero es rombo, entonces sus diagonales son per
—— A p— eyt — i, ™

pendiculares entre _s_i Y se cortan en su punto medio.

Demostracién.
LT A

>
|
i

Consideremos un rombo

IR

ol
t
w
=]

cualguiera ABCD vy su dia-

I
I

a
[v:]
e
fo!
o

gonal BD., Esta diagonal n 2
determina dos tridngulos

isésceles: el AABD y el <

A pep. 140




Si en el tri&ngulo A BD
trazamos la mediana AM, en-
contramos gque AM es perpen—
dicular a BD (Porque esa

mediana es también altura.).

Si en el tridngulo BCD A
trazamos la mediana MC, é&s-
ta resulta perpendicular a & ) a
BD (Porque esa mediana es

también altura.).

La unién del segmento
AM v el segmento MC es un
segmento y éste es la diago
nal AC. {Porgue la suma de

4. BMA mas L BMC es

90° + 90° = 180°,) <

En lo anterior hemos demostrado que las diagonales AC y BD
son perpendiculares entre si y que la diagonal AC corta a BP en
st punto medico M. En forma andleoga se puede demostrar que M es el
punto medio de AC y., por consiguiente, las dos diagonales se cor
tan en su punto medio. {Que es /o gue se gueria c/ema:"/rar.)
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Ejercicio 2%. Los lados de un rombo miden 50 mm y una de
- P

las diagonales mide 40 mm. Cudnto mide la otra diagonal?

Ejercieio 3¢. EL perimetro de un rombo mide: 180 mm y una
N

de las diagonales mide 70 mm. ZCudnto mide la otra diagonal?

Ejercicic 3/. En el vombo ABCD, &4 A = 70°. iCuénto mi--
o S g

den los demds &ngulos?
A 70‘

[}
Ejercicio 2. Si la diagonal de un rombo mide lo mismo que
A i T

cada uno de los lados ccuainte mide la otra diagonal?

Bijercicio 3. En un rombo come el anterior ¢cudnto miden
W
los dngulos del rombo? (Recuerde gue en un trifngulo equildtero,

los tres #dngulos son congruentes entre si.)
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4. Construcciones geométricas
eisginaluis

ML et e gt o e s

Las propiedades que acabamos de demostrar acerca de los tridn
gulos isfsceles y de las diagonales de un rombo nos servirdn para
justificar las siguientes construcciones geométricas en las que

se utiliza solamente una regla no graduada y un compés.

1. Encontrar el punto medio de un segmento.

Consideremos el segmen

to A B.

/E»

Con una abertura convenien
te del compds, y apoyandelo en

A, trazamos dos arcos.

Con la misma abertura
del compés, y apovandoleo en
B, trazamos otros dos arcos
que interseguen a los ante~

rioxes.

Unimos los puntos C y D cb
tenidos. La interseccién de A B

v €D nos da el punto M.
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Afirmamos que

El punto M, obtenido con ese procedimiento, es el punto medio

del segmento ﬁ_ﬁ.

Demostracién. Puesto que los cuatro arcos los hemos marcado

P,

con una misma abertura del compds, resulta gque

Por lo tanto, al unir los puntos A, B, C y D, se forma un rom

>

"C

Puesto que las diagonales de un rombo se cortan en su punto

medio M es el punto medio de AB. (Que es lo gque gueriamos de--

mostrar.)

2. Trazar una perpendicular que pase por el punto medio de

un segmento.
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Repetimos exactamente la construccién anterior y la recta

TD resulta perpendicular al segmento A B.

(Esto es asi porgue

las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.)

3. Trazar una perpendicular gque pase por un punto dado de

una recta.

Consideremos la recta

X v el punto P, siguientes.

—F

Apoyando el compés en P
trazamos un arco gue corte a f.

Obtenemos un punto A.

Apoyando nuevamente al
compés en P, ¥ con la misma
abertura de antes, trazamos

otro arce que corte a_f.

Obtenemos el punto B.

Apoyamos ahora el compids en
A y, con una abertura convenien

te, trazamos un arco.

L




Ahora apoyamos el com- Trazamos la recta ira.
péds en B y, con la misma aber
tura del paso anterior, mar
camos un arco gue interseque

al ya trazado. Obtenemos el

punto Q.
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Afirmamos gue

La recta ’9_'6 es perpendicular a f en P.

Demostracidén. La distancia AQ es igual a la distancia B Q.
]
(Pues en los pasos 4 y 5 hemos usado la misma abertura del compés.)

Por consiguiente, el triingulo ABQ es isbsceles.

El puntc P es el punto medioc del lado A B. (Porque en los

pasos 2 ¥y 3 hemos usado una misma abertura del compéds.)

Por lo tanto, QP es la mediana. Y como en un trifngulo
isésceles la mediana y la altura son iguales, resulta que 0P es

también la altura. Es decir, la recta P es perpendicular a f.

(Que es lo que se queria demostrar.)

4, Por un punto P, que no esté en una recta f, trazar uvna

perpendicular a £.
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¢onsideremeos el punto

P v la recta f.

-

Apoyando el compids en P,
y con una misma abertura, trazz
mos dos arcos gque interseguen a

_¥. oObtenemos dos puntos A y B.

Apoyandc el compéds pri
merc en A y después en B, y
con la misma abertura gue antes,
trazamos dos arcos que se ip
terseguen.

QObtenemos el pun

to Q.

i

ot
Trazamcs la recta P Q.
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Afirmamos que

P
La recta PQ .trazada es perpendicular a 1.

Demostracién. El cuadrildtero AQBP obtenido al trazar los

segmentos AQ, OB, B? y PA es un rombo. (Pues en los pasos 2

v 3 hemos usado la misma abertura del compés.)

P

&

Puesto que las diagonales de un rombo son perpendiculares
entre si, 'P_é es perpendicular a.ji. (Que es lo gue queriamos de-

mostrar.)
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5. Distancia de un punto a una recta
et

RSN I

Se guiere trazar un camino recto que conecte una casa con la
carretera. que pasa cerca de ella. Si la carretera es recta en es
te tramo, icOHmo trazaria usted dicho camino de mode gue fuera lo
mds corto posible? (Suponemos gue el terreno en esta regidn es

plano.)

o
o A o
o

- e R 4

/C’Aﬂ'zg

Desde luego, hay muchas posibilidades de comunicar la casa

con la carretera mediante un camino recto:
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Observe que hay unos mids cortos que otros. ¢Cudl serd el més

corto?

Para resolver este problema podemos plantearlo en la siguien

te forma:

Consideremos un punte P y una recta ¥ gue no contenga al pun
to. De todos Jlos segmentos que tienen un extremo en P y el otro
enlﬁ, zhabré alguno gue mida menos gue todos los demds? :iCudl se

rd este segmento?
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De todos los segmentos que se puedan trazar, tomemos el seg-
mento P Q, perpendicular a,f y otro segmento cualquiera, por ejem
plo, P R. De esta manera, los puntos P, Q, R determinarén un

tridngulo rectingulo cuya hipotenusa seri el segmento P R.

P

Y.

a R

Ahora bien, como en todo tridngulo recténgulo la longitud de

cud[quperd Je
la hipotenusa es mayor gue la longitud de/I0E catetos, tenemos

que
PR > PQ

Por lo tanto, podemos afirmar que

El segmento mds corto que va de P a la rectali es el segmento

perpendicular a g.

Asi entonces, el camino mds corto gue comunicard la casa con
la carretera serd el camino que es perpendicular a dicha carrete-

ra.
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En general.

El segmento mis corto gue va de un punto a una recta es el

segmento perpendicular a ella.

se Je Hama
A La longitud de este segmento (fa_—dithancia del punto a la
Siruabas el e

recta.
A

Ejemplo. Tomemos el punto P ¥y la recta m, siguientes:

La distancia de P a m se encuentra de la siguiente manera:

l. Trazamos un segmento
P

) Ygue sea perpendiculaxr a m.
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2. Medimos el segmento
PQ. Su medida es la distan- A

cia del punto P a la recta m.

(La distancia de P a m es 4 cen

timetros.)

Ejercicio 3¢. BEn cada inciso, encuentre la distancia del
B e P

punto a la recta.

a) b) -
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c)
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6. Bisectrices
A A N

¥a en pArrafos anteriores hemos habladc de las bisectrices
de un triangulo. Ademas usted ya esta familiarizado con el con—-

cepto de bisectriz de un &ngulo. Observe la siguiente figura:

. . == - .

La bisectriz BD del dngulo <. ABC es la semirrecta que de-
termina dos adngulos congruentes: el &ngulo (1) y el dngulo (2).
La medida de cada uno de estos ingulos es la mitad de la medida

del a&ngulo ABC dado. Esto es,
4 (1) = 4 (2) =% faBc

A continuacién veremos algunos procedimientos para trazar la

bisectriz de un angulo,
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Procedimiento 1. Podemos trazar la bisectriz de un ingulo

[ DR

A B C usando el transportador de la siguiente manera:

Medimos el dngule dado y después trazamos un dngulo gue mida

la mitad.

Ejercicic 34", Utilizande el transportador, trace las bisec
e

trices de los siguientes angulos.

a) b}
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) a)

N

Procedimiento 2. Otyxo métode consiste en doblar el papel de
e A

tal modo que el doblez pase por el vértice del &ngulo y que, una
yez dobladc el papel, los dos rayos que forman el dngulo se enci-

men. El doblez determina la semirrecta bisectriz.

L
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Ejercicio I&. Copie los angulos del ejercicio anterior en
A —

un papel transparente y doblandolo encuentre las bisectrices. Com

pare los resultados obtenidos aqui y en el ejercicio anterior.

Procedimiente 3. ‘ambién se puede trazar la bisectriz de un
L e

dngulo usando compds y regla no graduada. Este procedimiento es~

ta basado en las propiedades del rombo, que ya estudiamos antes.

¢onsideremos el siguien Apoyando el compds en el
te #Sngulo O. vértice Q, trazamos dos arcos con
una misma abertura. Obtenemos

los puntos A y B.
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Con la misma abertura Trazamos la semizrrecta O P.
usada en el paso antericr,
y apoyandc el compés primero
en A y después en B, trazamos
dos arcos gue se interseguen.

Obtenemos un punto P.

Afirmamos que:

La semirrecta 0O P asi obtenida, es la bisectriz del angulo

B el P NN QRN - T — T " — e e

< BnOB.

o

Demostracidn.

e S

5i trazamecs los segmentos AP v B_P, obtenemos un rombo AORP,
(Porgue los cuatro lados se han marcado con una misma abertura del

compis. )

Si trazamos la diagonal A B, tenemos entonces que 0P es per

A SR
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pendicular a AB. {Pues las diagonales de un rombo son perpendicu

e e e e

lares entre si.)

O A

$i observamcs ahora el triénguloﬁ A OB, notamos gue es isds

celes. (¢Por qué?)

En ese tridngulo, el segmento OM es altura. (Porque OM es

perpendicular a AB.)

Esa altura OM también es bisectriz del tridnguloLAOB.

(¢ Por qué?)

Por todo lo anterior, concluimos que 0P es bisectriz del &n

gulod;Ao B. (Que es lo que se querfa demostxyar.)}

Ejercicio 37. Utilizando compads y regla, trace la bisectriz
M——'

de cada angulo.
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Veremos ahora cémo caracterizar la bisectriz de un &ngulo

utilizando el concepto de distancia de un punto a una recta.

Observemos la siguiente figura: La
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En esta figura se tiene gque ia distancia de P a,fl es igual

gue la &istancia d&e P a-iz‘ Es decir,

PA es perpendicular a,fl

!

es perpendicular a,fz
v AP =BP

Esto se acostumbra mencionar diciendo que P equidista de los

dos lados del &ngulo<. AOB ("equidista" significa "estd a la mis

ma distancia®.)

Tracemos la bisectriz del dngulo

Observamos gue, en este caso, P estd en la bisectrxiz.

Ejercicio 3§ . En los tres incisos siguientes, el punto P
o NESE R N
equidista de los lados del &ngulo respectivo.

Trace la bisectriz

de cada angulo y vea si ésta pasa por P.
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En todos los ejemplos anteriores hemos observado que P esté
en la bisectriz. Esta propiedad es cierta en general y lo demos-

traremos usando el teorema de Pitdgoras.

5i un punto P equidista de los lados de un"éngulo,entonces P
ety B e St E———

=

estd en la bisectriz de dicho &ngulo.

e,

e T T

Demostracidén. Consideremos un &ngulo cualguiera vy un punto

s p———

P que equidiste de sus lados. Tracemos el segmento O P,




Con esto determinamos dos tridngulos Laop yA BOP gue son
tridngulos rectdngulos, porgue A es perpendicular a 0Aa y PEB

es perpendicular a OB,

En esos dos tridngulos llamemos ¢ & la medida de 0P y 1la

mamos a a la medida Ge AP y la medida de BB.

Si caleulamos la medida de los catetos A O ¥ B0, encontramos

que:

AD = c2 - a2

PR L

Bo=\]c3—a2

Por lo tanto, los dos tridngulos tienen sus tres lados respeg
tivamente congruentes. Luego sus dngulos respectivos son también

congruentes. En particular, 4_ (1) = 2;. (2).

En consecuencia, OB es la bisectriz del dngulc y P estd en

esa bisectriz. (Que es lo ¢que querfamos demostrar.)

También es cierto que:

Cualquier punto de la bisectriz de un éngulo eguidista de
e e e T o e e+ e o P i | t

los dos lados del dngulo.

F e T et

Omitiremos la demostracidén de esto. Simplemente lo ilustare

nmos en el ejemplo y en el ejercicio siguientes.
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Ejemplo. Consideremos un dngulo, su bisectriz y un punto

//M

—

cualqguiera en ella, digamos P.

/IIAL/
™

£

Para medir la distancia de P a_fl trazamos desde P una perpen

dicular a_ﬂl. Lo mismo hacemos para encontrar la distancia de P

ad,-

Medimos A P con el compis y comprobamos que BP mide lo mismo.

Es decir, ?EEESE}QI punto P de la bisectriz equidista de los dos

lados del angulo.
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Ejercicio 39. En cada inciso trace primero la bisectriz del
N o o —
dngulo. Tome un punto cualquiera en la bisectriz. Después encuen
tre la distancia de dicho punto a cada uno de los lados Yy comprue

be que es la misma. Es decir, cualquier punto de la bisectriz equi

dista de los dos lados del &ngulo.

a) b)

Podemos enunciar las dos proposiciones anteriores diciendo:

La bisectriz de un 4ngulo es el conjunto de todos los puntos

que equidistan de los dos lados del &ngulo.

Veremos ahora una propiedad de las bisectrices de un tri&ngu

lo.

Ejercicio 40. Trace las tres bisectrices del siguiente tridn
e

gulo.
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En este ejercicio habréd usted observado que las tres bisec--

trices se cortan en un mismo punto. Observe la misma propiedad en

otro tridngulo:

Las bisectrices se
cortan en un punto.

iSerd cierta esta propiedad para cualquier triéngulo? Pode-

mos hacer més experimentos.

Ejercicio 4/ . Recorte un tridngulo de papel y. dobléndolo
S M T

convenientemente, encuentre las tres bisectrices.
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Chserve gue se cortan en un punto.

Este resultado es cierto para cualquier tridngulc y podemos

demostrarlo:

Lag tres bisectrices de un tri&ngulo se interse
Flachisksfitebabguiut gt —_

can en un punto.

pum———

Demostracién.

Consideremos el siguiente trifSngulo ABC vy sus bisectrices AD

¥ 50, que se cortan en un punto 0.
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Tenemos entonces gue el punto O equidista del lado AC y del

lado A B.
- . -
(Pues estd en la bisectriz A P)

El punto O también equidista del lado BC y del lado BA.

—»
(Porque est& en la bisectriz BQ).

Si O equidista del lado AC y del lado BC, entonces ese pun

to estd en la bisectriz del &ngulo C.

Por lo tanto, las tres bisectrices del tridngulo se cortan en

un punto D. (Que es lo que se gueria demostrar.)
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