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infroduccién

“El deseo de saber y de superacion
es innato en el corazén del hombre”.

BENITO JUAREZ
Estimado lector;

Al terminar los estudios del tercer grado de ensenanza secundaria,
usted habré culminado una etapa importante en su educacién.

Por lo que respecta a las matematicas, en este tercer libro' adquirird
usted conocimientos que habrin de capacitarlo para proseguir sus estu-
dios en otra etapa superior a la escuela secundaria, o bien, para inte-
grarse provechosamente a la poblacién trabajadora del paifs.

Por supuesto, los conocimientos y habilidades que usted lograra con
el estudio de este tercer curso de matematicas, son superiores a los del
curso anterior. Entre ellos sefialaremos los més importantes.

a) Conocerd usted lo que es un sistema de ecuaciones y resolverd
problemas utilizando este conocimiento.

b) Aprendera usted nuevas formas de expresar nimeros y aumen-
tard su habilidad para manejar esos simbolismos.

¢) Conocerd usted las ecuaciones de segundo grado y desarrollard
su habilidad para resolver problemas utilizando tales ecuaciones,

d) Se iniciard usted en el estudio de la probabilidad y la estadistica.

e) Profundizari aun més su conocimiento de las ideas geométricas
y adquirird una mayor habilidad para aplicar su razonamiento deductivo.

Desde luego, el estudio de las ideas matemditicas contenidas en cada
capitulo, no s6lo proporciona conocimientos mas amplios que los: libros
anteriores, sino que coadyuva en la formacién y desarrollo de ese espi-
ritu de critica y esa capacidad de anilisis que todos debemos poseer.
(Quiza esto sea lo mas importante del estudio de las matematicas.)

Una vez que usted, amigo lector, haya dominado el contenido de este
libro podra presentar el examen correspondiente y estard en posibilidad
de acreditar su tercer curso de matematicas,







Algunas orientaciones generales
para el estudio de este libro

A fin de lograr una mayor eficacia con un menor esfuerzo en el estu-
dio de este libro, nos permitimos sugerirle a usted lo siguiente;

1. Prepare un sitio adecuado para sus estudms Un 1ugar en el que
se sienta comodo y tranquilo para trabajar a gusto.

2. Elabore su propio horario de estudios de acuerdo con sus ofras
ocupaciones. Es conveniente estudiar entre 50 y 60 minutos diarios, por
lo menos 5 dias a la semana.

3. Empiece cada sesion de estudio teniendo a la mano los Gtiles que
va a necesitar: cuaderno, lapiz, papel, goma, pinturas, etc. '

4, Procure ustzd cumplir con el horario que se haya fijado para estu-
diar, Bl contenido de este libro podra cubrirse aproximadamente en 150
horas de trabajo; pero esto es muy relativo, pues todo depende de ]as
condiciones y necesidades de cada persona.

A continuacién le explicamos como esta hecho el libro y le indicamos’
como estudiar en él para obtener €l maximo provecho.

Cada leccién en el libro consta de una breve explicacion, algunos
ejemplos y varios ejercicios y problemas.

Lea cuidadosamente la explicacion hasta que capte Ia idea que se
expone. Los ejemplos ayudan a aclarar la misma idea; por eso, léalos
también con mucho cuidado, Finalmente, resuelva los ejercicios.

Para una mayor comodidad en su manejo, el libro esta dividido en dos
tomos relativamente delgados.

Al final de cada tomo se encuentra la solucion de los ejercicios co-
rrespondientes; Compare sus respuestas con las que ahi se dan. Si tuvo
errores, analice por qué, repase las explicaciones y ejemplos y, por altimo,
corrija las fallas que haya tenido en su resolucién. No pase usted a la
leccién siguiente sin haber hecho este trabajo por completo. Esto es de
vital importancia para lograr un aprendizaje firme.

En la resolucién de algunos ejercicios necesitara usted obtener raices
cuadradas ‘de nimeros racionales. A fin de facilitarle el trabajo inclui-
mos, al final del primer tomo. una tabla de raices cuadradas con su
correspondiente instructivo de manejo. Consiltela cada vez que lo con-
sidere necesario,

También hay que hacer notar que los capitulos de esta obra guardan
cierta independencia entre si. De manera que, si usted guiere programar
su estudio siguiendo un orden distinto al que se da en el indice, puede
hacerlo v eso no afectard su aprendizaje final.

El presente libro, al igual que los anteriores, es un texte y cuaderno
de trabajo a la vez. Esperamos que su estudio le ayude a lograr los obje-
tivos que usted se ha fijado.

Los autores







Capitulo primero

Sistemas de ecuaciones lineales




1. Ecuaciones lineales

Existe una gran diversidad de problemas cuyo planteamiento da ori-
gen a expresiones con mas de una incégnita. Por ejermplo, veamos el
siguiente: :

Un taxista llené el tanque de la gasolina con una mezcla de “nova”
y “extra”, las dos gasolinas disponibles en el expendio. Si el tanque se
llené con 9 litres, jcudntos litros puso de cada tipo de gasolina?

Obviamente, planteado asi, este problema tiene muchas Tespuestas
correctas. Si consideramos tnicamente litros entercs ‘podriamos dar,
por ejemplo, las siguientes soluciones:

1 litro de “nova” y 8 litros de “extra” (son 9 litros).
2 litros de “nova” y 7 litros de “exwa” (son 9 litros).
3 litres de “neva” y '6 litros de “extra” (son 9 litros).
4 litros de “nova” y 5 litros de “extra” (son 9 litros).
5 litros de “nova” y 4 litros de “extra” (son 9 litros).
6 litros de “noya” y 3 litros de “extra” (son 9 litros).
7 litros de “nova” y' 2 littos de “extra” (son 9 litros).
8 litros de “nova” y 1 litro de “exira” (son 9 litros).

En general, podemos indicar para este problema que

% litros de “nova” mds y litros de “extra” igual a 9 litros.

Esto es, en simbolos,

Tty =9

Veamos ahora el siguiente problema, que es anilogo al anterior.
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Problema. Un quimico tiene un recipiente con capacidad para 9
litros y desea llenarlo con una mezcla de 4cido clorhidrico y dcido nitrico,
(Cuéntos litros de cada uno de esos dcidos puede poner en el recipiente
citado?

Para plantear esa situacién, el quimico denominé con x el numero
de litros de édcido clorhidrico y con y €l niimero de litros de Fcido nitrico
y describid el problema con la expresién

xX+y=9

Podemos observar, una vez descrito asi, que el problema tiene mu-
chisimas soluciones. Algunas de ellas estin dadas por las siguientes
parejas de mimeros.

x =6,y =3 (porque 6 + 3 = 9):

¥'=8,y=1(porque 8 + 1 = 9):

x =4,y = 5 (porqued + 5 = 9):

x =25, y=6.5 (porque 2.5 + 6,5 = 9);
9

1 9 1 T
x__E,y—Bﬁ(porqueE+8m—9)

Sin embargo, no cualquier par de ntimeros es solucion del problema.
Por ejemplo, la pareja (5, 12) no puede ser solucién porque al sustituir
lIa x por el 5y la y por el 12, encontramos que 5 +12 noes igual a 9.

Tampoco puede ser, por ejemplo que'x = 2 y 3 = 4 pues 2 + 4 no
es igual a 9.

Ejercicio 1. Indique si la pareja dada en cada inciso €s o no solucion
del problema anterior.

a2y 7 | si [ es solucién porque _
b) 3y 8 es solucion porque |3 ik el =i ‘3]

c) 10yl es solucion perque
d) .6y 8.4 es. solucion: porque
e) 4y9 es soluciéon porque
£) 1y 8 - €s solucion porque
3 1
g) 7l f 4 es solucion porque
1 1
16 3¥23 es solucién porque




i) 1.45y 7.55 es solucion porque

j) 5.68y 4.32 es solucién porque

En los dos problemas anteriores hemos manejado la expresion
A expresiones como esa se les da el nombre de ecuaciones
de primer grado con dos incognitas. O bien, ecuaciones lineales.

Una ecuacién de este tipo tiene muchas soluciones. Y, segin obser-
vamos en los problemas anteriores, cada una de esas soluciones es una
pareja ordenada de nimeros.




2. Grafica de una ecuacion lineal

Nosotros ya sabemos representar graficamente cualquier pareja orde-
nada de numeros. Por consiguiente, podemos mostrar grdficamente las
soluciones de una ecuacion de primer grado con dos incognitas.

Ejemplo. Algunas soluciones en el 'problemﬁ del raxista fueron: las
parejas

EEWE ST TEE J EETEY:

k=4y=8; k=59y-4 [k=6y=3

}x=7,y-=2 y [_x='f_8:,y=1.|

Si consideramos como abscisas los valores de x y como ordenadas los
valores de y, podemos trazar la siguiente grifica:

4A
B T

0

Ejercicio 2. Con una regla trace una recta que pase por dos puntos
cualesquiera de la grafica anterior. ;Los demds puntos de la grafica
quedan en la recta o quedan fuera de ella?
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Ejemplo. En el problema del quimico, si tomamos como abscisas
log valores de x y como ordenadas los valores de y, podemos trazar la
_grafica de algunas de las soluciones. Por ejemiplo, las siguientes:

@ (1.5, 1.5)

64 8 (3, 6)

o
-
A
w
[
b
&
=
e}
o

Como puede verse, la ecuacién x + y = 9 tiene una infinidad de
soluciones. Ademas, se puede demostrar que los puntos que representan
a todas estas soluciones forman una linea recta, la que ilustramos a
‘continuacion ;

Observe usted que la gréfica de las soluciones en el problema del
quimico no es toda la recta, sino solo la parte que mostramas en color
verde.
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|
(2]
|
et
Fil=)
=Y

Esto significa que no todas las soluciones de Ia ecuacién son solu-
ciones del problema. Por ejemplo, consideremos el punto rojo, cuyas
coordenadas son (—2, 11).

Obviamente, la pareja (-2, 11) es solucién de la ecuacién (porque
—2 + 11 es igual a 9). Pero no es solucién del problema porque no
tiene sentido hablar de una mezcla con —2 litros de dcido clerhidrico.

Ejercicio 3.

a) Haciendo las sustituciones adecuadas, compruebe si las parejas
dadas a continuacion son soluciones de la ecuacién @ + b = 5.

le=1,b=-4| |[e—25b-25] [a-42b=-28

3

la=8b=2]; |a=160b=234]

b) Tome como abscisas los valores de a y como ordenadas los va-
lores de b y trace la grifica de las anteriores soluciones de la ecua-
cion a + b = 5,

Observe que todos estos puntos (que representan praficamente las
soluciones dadas de la ecuacion ¢ + b = 5) estdn en una linea recta.
Cualquier otro punto que represente una solucién de la ecuacién a-+
b = 5 estard en esa misma recta. En otras palabras, todos los puntos
que forman esa recta representan soluciones de esa ecuacion.

Lo que hemos observado en los ejemplos y ejercicios anteriores ocurre
en general:

Toda ecuacion de primer grado, con dos incognitas; tieme una
infinidad de soluciones. '

Todos los puntos que representan soluciones de una ecuacion de
primer grado, con dos incégnitas, forman una linea recta, (Por eso
es que a este tipo de ecuaciones también se les lama ecuaciones
lineales,)
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Antes hemos visto que para deterr-nina_r_un_a recta son suficientes dos
puntos. Ahora aplicaremos ese conocimiento para ftrazar la recta que
representa todas las soluciones de una ecuacion lineal dada.

Ejemplo. Las parejas (2, 2) y (4, 0) son solucicnes de la ecua-
cién x + y = 4.

La grdfica de estas dos soluciones es la siguiente:

oA
_4.-_
3..-
e (2, 2)
1=
(4, 0)
L 1 1 o .
b i L] ¥ Sy
0 1 2 3 4 %

La grafica de todas las soluciones de esa ecuacién, x + y =4, esla
recta que pasa por esos dos puntos..

YA
X

As{, cualquier punto de esta recta representa una solucién de la ecua-
cién ¥ + y = 4. Por ejemplo, las coordenadas del punto rojo, marcado
en la grafica, son x = 3,y = 1 y ésta es una solucién de la ecuacién
porque 3 -+ 1 = 4. -

A
i

o"l

bz N\
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Ejercicio 4. Determine las coordenadas del punto azul y del punto
verde, marcados en la gréfica, y compruebe que son soluciones de la
ecuacion x + y = 4.

Ejercicio 5. Observe la siguiente grafica de solucmnes de la ecua-
cibn x + y =

i 1 1 1 | 1 4 | I i

=g e L8l 2 N
_2__ h "
—3+ N
_4__
—-5—»—
— G4

Considerando que las siguientes parejas son soluciones de la ecua-
ciones x + y = 6, utilice la grafica anterior para encontrar el nimero
que falta en cada pareja.

a) x =0,y = b) x =45, y =
¢) x= =3, y= d) x =195y =
€)x= ,y=10 ) =007 =2
g) x= ,y=-25 h) x=  ,y=-—2

En el ejercicio anterior habri usted notado yue, teniendo la grafica
de 1as soluciones de una ecuacién, es ficil completar cualquier pareja de
numeros de modo que ésta sea una de las soluciones:. Todo se reduce
a localizar la ordenada de un punto cuando conocemos su abscisa; o
bien, localizar la abscisa del punto cuando conocemos su ordenada.

El irabajo que bemos realizado en ese ejercicio también puede efec-
tuarse sin tener la grafica de las soluciones. Por ejemplo, si nos piden
completar la pareja

x =4,y =
de manera que vesulte una solucién de la ecuacion x + y = 7, podemos

sustituir la x por el valor que nos han dado y asi obtenemos una ecua-
cién con una sola incognita
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X+ y=17
4 +y =17
Al resolver esta ecuacién hallanios que

4 4y —4 =7T7—4

y =3

El valor de y es 3 cuando el valor de x es 4. Esto es, la pareja (4, 3)
es solucion de la ecuacion x + y = 7.

Asi como hallamos el valor de y correspondiente a un valor dado
de x, también podemos hallar el valor de x correspondiente a un' valor
dado de y. Por ejemplo, completemos la pareja.

X = 5 Y = 5
de modo que sea solucion de la ecuacion x + y = 7.
Sustituimos la- y por su valor 5.
x4y =7
oS =

Resolvemos esta tltima ecuacién y hallamos que x = 2. Esto es, el
valor de x es 2 cuandoy = 5.

Ejercicio 6. Complete las siguientes parejas de manera que cada
una de ellas sea solucion de la ecuacion x + y — 7.

a)x=1,y = b) x =5,y =
3
C)x=._5,y~'= )x 4?y
1
) x=— 19y =
&) x=—3 y= ) g Y
g) al= 0 =4 h) x= ,y=17
D = 2
i3 o = -9=_2' 1) 2 y_"*g

Ejercicio 7. Las parejas anotadas en la siguiente tabla son solucio-
nes;de la ecuacion ¥ + y = 5. Complete la tabla.

el

22



Ejercicio 8. Anote usted en la ultima columna de la tabla anterior
cualquier pareja de nameros que sea solucién de la misma ecuacién
x+ y = 5. Fije primero un valor para x y encuentre después el corres-
pondiente valor de . '

Ejercicio 9. In cada inciso complete la tabla y trace la grafica de
soluciones de la ecuacién dada.

a) &+ Yy =3
¥4
|
x [y
0
7 o3 >
3
b) &+ y =2
yA
x
—=1 9 i j:
2
e x -y = —3
uA
e
0
'_2 | C
o 1 8
O !,
2
up
d) & + y = —1
X Y
=1 L il :c
2
1




Analicemos ahora oiros problemas que conducen a ecuaciones de
‘primer grado con dos incognitas.

En una reunion de amigos una persona planteé el siguiente problema:

“Si sumamos el triple de la edad de Maria con el doble de la edad
de Pedro; obtenemos 60 anos. ;Qué edad tiene:Maria y cual es la edad de
Pedro?” |

Para resolver el problema algunos razonaron asi: “Si llamamos m a
la edad de Maria vy p a la edad de Pedro, podemos: describir la situacién
por medio de la siguiente ecuacion. que es de primer grado con dos
incognitas.”

3m + 2p = 60

Una vez gue plantearon el problema en esta forma, observaron que
no tenia una respuesta unica. Algunas posibles soluciones son, por
‘ejemplo, las siguientes:

T

15, p = 7.5 [porque 3 (15) % 2 (7.5) = 45 + 15 = 60]

3
I

9, p =27 [porque 3 (2) +2 (27) =6 + 54 = 60]
m=12, p=12 [porque 3 (12) + 2 (12) =36 + 24 = 60]
m=14, p=9 [porque 3 (14) + 2 (9) =42 + 18 = 60]

Etcétera.

Segiin observamos, el problema admite muchas respuestas correctas.
Para hallarlas se puede seguir un procedimiento como el que hemos estu-
diado en los problemas y ejercicios anteriores, Por ejemplo, si suponemos
una edad de 10 anos para Maria, hacemos la sustitucion respectiva en
la ecuacion 3m + 2p = 60.

3m + 2p = 60
3 (10) + 2p = 60
Asi obtenemos una ecuacién que ya sabemos resolyer.

3 (10) + 2p — 60

30 + 2p = 60
2p =380
=15

Y hallamos que p = 15. Es decir, Pedro tiene una edad de 15 anos
(en el caso de que Maria tenga 10 afios).

Comprobacion

3m + 2p =3 (10) + 2(15) = 30 + 30 :
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Aqui también conviene destacar que hay soluciones de la ecuacién
que no son Tespuestas al problema. Por ejemplo, la pareja m = —6,
= 39 es solucién de la ecuacion [porque 3 (—6) + 2 (39) = —18 +
78 = 60]; pero no puede ser una respuesta al problema porque no tiene
sentido decir'que la edad de Maria es —6 anos.

En virtud de que la ecuacién 3m + 2p = 60 es de primer grado con
dos incognitas, al representar graticamente todas sus soluciones, toman-
do como abseisas los valores: de m y como ordenadas los valores de p,
encontramos: que tal gratica es una linea recta, la que ilustramos a
continuacion :

3¢

101

=

10 204 20 it

El conjunto de puntos marcados en rojo representa las soluciones al
problema. (Observe usted que éstas forman un subconjunto de todas
las solucienes de la ecuacion.)

Otras ecuaciones de primer grado con dos incognitas son, por ejem-
plo, las siguientes:

By y = 21 2n + Tp = 4

34 + Bb = 67 X By =

—9% -+ Tx = =3 3x+1 = —6f
z" 54

Todas estas ecuaciones, y las que son como ellas, Hienen una infinidad
de soluciones cuya grafica es siempre una linea recta. Por lo tanto, si
deseamos determinar grificamente todas las soluciones de alguna ecua-
cion de estas, bastard con encontrar dos soluciones.

Ejemplo. Tracemos la grifica de soluciones de la ecuacion —2n —

Sa = 14. [Esta ecuacién también puede escribirse como —2n + (—5a)
= 14].
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Primero escogemos dos valores cualesquiera para n, a fin de hallar
dos: parejas que sean soluciones de la ecuacién, Por ejemplo, n = —2
yn=—12

Si-_,- tenemos que —2n + (—%a) = 14

—92 (—2) + (—5a) = 14
4+ (—5a) = 14

—5a. = 10
10

Q= ——

—'5

la= —9

De manera que una soluciéon es la pareja (—2, —2).

Al tomar n = —12 encontramos que a = 2. Es decir, otra solucién
es la pareja (—12, 2).

Por consiguiente, si tomamos como’ abscisas: los valores de n ¥y €omo
ordenadas los valores de «, la grafica de soluciones de la ecuacifn
—2n — 5a = 14 ¢s la recta que pasa por los puntos (—2, —=2) y (—12, 2).

A

€

Ejercicio 10. Trace la grafica de soluciones de cada una de las si-
guientes eccuaciones lineales.

a) 2x+y =5

b) 3x + 2y = 10

c)x—y=20

d) x + 2y = 4

Ejercicio Il. En un mismo sistema de coordenadas trace las gra-
ficas de soluciones de las ecuaciones.

X+ Yy=8 ¥ 3x +
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¢Tienen algim punto de interseccion las dos rectas trazadas? ¢Hay
alguna 'solucion de la. primerd ecuacién que sea también solucion de la
segunda? En caso de ser asi, jcu4l es esa solucién comin?

Ejercicio 12. Trace en un mismo sistema de coordenadas las grafi-
cas de las soluciones de
Xy = 3 yox+y= —o

Las dos rectas que usted trazé no tienen ningin punto de interseccion.
¢Habré alguna solucién de la primera ecuacién que sea también solucion
de la segunda?

Ejercicio 13. Encueéntre una ecuacién que describa cada uno de los
siguientes problemas; _

a) La suma de dos nimeros es 13. ;Cudles son esos numeros?

b) Al sumar la edad de Pepe méas el doble de la edad de Luis se
obtienen 30 anos. ;Qué edad tiene cada quién?

¢) El triple de un niimero menos el doble de otro nos da 26. ;Qué
numeres son €sos?

d) La diferencia de dos numeros a ¥ b es 5. ;Qué nimero es a y qué
numero es b?

e) El'5% de un niimero més el 12% de otro es igual a 12.5. ;Cudles
§on €s0s NUMmeros?

£) Las 3 centésimas partes de ¢ menos las 12 milésimas partes de b,
dan por resultado 6.24. ;Qué nimeros son a y b?

g) Una persona cambia 2000 pesos en billetes de 10 pesos y de
20 prsos. ;Cuantos billetes de a 10y cuantos de a 20 le dieron?

h) El doble de' la edad de Luis y el triple de 1a edad de Antonio
suman 84 anos. jCual es la edad de cada uno?




3. Sistemas de ecuaciones lineales

En la seccion anterior hemos analizado algunos problemas cuyo
planteamiento da origen a ecuaciones lineales, Veamos ahora el siguiente
problema: '

Problema. La suma de dos numeros es 8, y Ia diferencia de esos
mismos numeros es 2. jQué nimeros son esos?

Resolucicén. Este problema se refiere a dos miimeros que deben sa-
tistacer dos condiciones: La primera de ellas es que su suma sea 8., Esto
se puede expresar con la ecuacién

x+y=28

cuyas soluciones se pueden mostrar graficamente por medio de la si-
guiente recta:

| N
&4 .
\
et -
4= ™~ '
N x + ¥ = 8
4+ NS
N
4 N
I S | ik P (e ! I Loy L y 3
T T T T T T L L T T 1% L v | 1 ¥ T T
x

La segunda condicion es que al restar los dos niimeros su diferencia
sea 2, Esto se puede indicar con la ecuacién

x—y = 2|

La grafica de soluciones de esta ecuacion es la recta siguiente:

"y




Como log nimeros que buscamos deben satisfacer las dos condiciones

al mismo tiempo, la pareja formada ¢

on esos numeros debe ser solucmn.

tanto de und ecuacién como de la otra, Esa solucién comun de las dos
ecuaciones es el punto de interseccion de las dos graficas.

X

En consecuencia, los nimmeros que

Comprobacion:
x +y =18
5+ 3 =38

El problema
dos condiciones simultdneamente) se
X+ oy

x—y

buscamos son el 5 y'el 3.

xo= 1y =

5—18 =

2

anterior (en el cual se pidié que los miimeros cumplieran

puede indicar simboélicamente asf:
2

A ‘cualquier expresién como la anterior le daremos el nombre de
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

IIIIII
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4. Resolucion grafica de sistemas de ecuaciones

A continuacion estudiaremos algunos problemas que se pueden des-
cribir y resolver por medio de algin sistema de ecuaciones lineales.

Problema. Con 25 pesos se van a comprar timbres del impuesto
sobre la renta cuyos precios son de $2.00 y 5.00, respectivamente. Si
han de comprarse 8 estampillas en total, jecudntas de cada precio deben
pedirse?

Resolucion .
.Nflmero de estampillas de $2,00 Y
Numero de estampillas de $5.00 X
Total de estampillas : x+y =8
Costo de las estampillas de $2.00 2x
Costo de las estampillas de $5.00 5y
Gasto total 2% +5y = 25

Los niimeros x y y deben cumplir simultaneamente dos condiciones.
Por tanto, esos mameros seran la solucion del sistema

x +y =28
1590 £ By — 25

Las graficas correspondientes a las ecuaciones gue forman el sistema
son las siguierntes:
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El punto de interseccién de las dos graficas representa la tinica solu-
‘cion comun a las dos ecudciones. Por consiguiente; la solucién al sistema
es la pareja x = 5, y = 3.

Respuesta. Deben pedirse: 5 estampillas de $2.00 y 3 estampillas
de $5.00.

Problema. = En una papeleria se compran 2 plumas y 3 lapices con
$4.50. Si después se compraron 4 plumas y 2 lapices en $7.00 Jeual es
el precio de cada articulo?

Resolucion.
Precio de una pluma 7
Precio de un Ié_ﬁiz Y
Importe de dos plumas: 2x
Importe de tres lapices 3-5_:
Importe de la primera compra 2% + 8y = 4.50
Importe de 4 plumas L Aoy,
Importe de 2 lapices 2y
in_pt}rte- de la segunda compra dy + 2y = 7T

La solucion al problema serd la solucién del siguiente sistema.,

(20 S 3 = 450

dx + 2y = 7

A 2% L3y =450

u




En la grafica vemos que la solucion del sistema es la pareja.
=15,y=.5

Respuesta. El precio de una pluma es $1.50 y el precio de un lapiz
es $0.50.

Ejercicio 14, Tomando como ejemplo la resolucion de los problemas
anteriores, complete los cuadros siguientes y dé la respuesta a cada
problema.

Preblema 1. Un ama de casa pagé en una fruteria $12.00 por 3
pinas y 2 melones, Si su vecina pidié 2 pinas y 4 melones v también le
cobraren $12.00. ;Cudl era el precio de cada una de esas frutas?

Resolucion.

Precio de una pina 238

Precio de un melén m

Importe de 3 pinas y 2 melones +9m = 12
Importe de 2 pinas'y 4 melones | 2p. + =

El problema se describe con el siguiente sisiema de ecuaciones:

=t

Tomando como abscisas los valores de p y como ordenadas los va-
lores de m, la grafica correspondiente a este sistema de ecuaciones re-
sulta asi:

A

La solucion al sistema es la pareja p = o=
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Respuesta. Una pifia cuesta _ y un meldn cuesta

Problema 2. El largo de un rectingulo es el doble de su ancho. Si
el perimetro de ese rectangulo es 12 metros ;cudles son sus dimensiones?
Resolucitn.

Representemos €l largo del rectangulo con la letra x y el ancho con
la letra y.

El largo es igual al doble del ancho x =
Asi que podemos escribir =2y =
El perimetro es 12 metros %x + 2y =

Para saber cudnto es x y y debemos resolver el sistema
= = 5]
+ = 12

La grafica correspondiente a este sistema es la siguiente:

YA
— — >
En la grafica vemos que 1a solucién del sistema es x = Y =
Respuesta. El largo del rectingulo es metros y €l ancho es

metros,
Problema 3. Un distribuidor de maquinaria tiene 8 unidades entre
tractores y camiones. Si vendiera 2 tractores le quedaria igual numero
de tractores que de camiones. ¢Cudntas unidades tiene de cada clase?
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Resolucion.

Sea x el nimero de tractores que tiene y y el numero de ecamiones.

‘Tiene 8 unidades en total x -+ =
Si vendiera dos tractores =
Tendria igual mimero de tractores T
que de camiones

Esto podria indicarse también como s =

Para resolver el problema debemos resolver el siguiente sistema de
ecuaciones lineales.

La grafica correspondiente al sistema es la siguiente:

uA

En la grafica vemos que la solucién del sistema es la pareja
e . y —

Respuesta. El distribuidor tiene tractores y camiones,

Ejercicio 15. Tal como hicimos anteriormente, resuelva usted los
siguientes problemas por medio de sistemas de ecuaclones.

1. Con $13.00 se compran 3 cuadernos y 2 plumas en una papeleria.
Con $14.00 se compran 2 cuadernos y 4 plumas. ;Cual es el precio de un
cuaderno y cudl el de una pluma en esa papeleria?
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2. En una tienda Juan compra 6 kilograros de maiz y 1 kilogramo de
frijol ‘'en $14.00. Pedro pide 4 kg de maiz y 2 kg de frijol y le cobran
$16.00. jA qué precio les estan yendiendo el maiz y el frijol en esa tienda?

3. El doble de un ntimero n sumado con el triple de otro/ntmero 7
da 6. Si la diferencian — 7 es igual a' —7, gcudles son esos nimeros i y r?

Ejercicio, 16. Resuelva graficamente cada uno de los siguientes sis-
temas de ecuaciones lineales.

x+y=2 =
1.
x—y=.0 -’y=‘
=it Xi=
2,
Xty =9 Y=
2x +y = 10 X =
3. '
4 —y =8 y =
Bx — 2y =4 X =
4,
2x + 2y = 10 Y=
x—y=—2 x =
5.
2x + y = 11 Y =
x4y =3 X =
6,
X +y =5 Y=
X+ y=4 X =
T
2x + 2y = 8 Y=

En este ejercicio podemos observar algunas cosas interesantes.

En primer lugar vemos que el sistema de ecuaciones dado en el inciso
numero 6, no tiene solucién, pues la grafica de las soluciones de esas
dos ecuaciones’ resultan dos rectas paralelas.

A los sistemas’ que no tienen ‘solucién se les acostumbra llamar sis-
temas inconsistentes.

Como ejemplos de sistemas inconsistentes podemos indicar los si-
guientes;

— o i i =g

) x+y b) .y
xty =4 s %=
Qv+ y=25 ¥ — Jy'=

R .
Qi+ y=1T7 x — 3y =
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En segundo lugar, observamos que el sistema de ecuaciones del inciso
nimero 7, tiene una infinidad de soluciones, pues la grafica de solucio-
nes de cada una de las ecuaciones del sistema resulta ser la misma recta.
Obsexrvamos, adem4s, que la segunda ecuacion del sistema (2x + 2y = 8)
se obtiene multiplicando por 2 los dos miembros de la primera ecuacion
(x +y =4).

Otros sistemas: que estdn en el mismo caso son, por ejemplo; los
siguientes:

x+ y=>5 10x — 5y = 10
2)Y 3x + 8y = 15 DY 2 — y=2
ol 3= ay4 180 + 12y = 24
8x — 12y = 16 3x + 2y =4

y y

(Note usted que en cada uno de estos sistemas las ecuaciones se ob-
tienen multiplicando, o dividiendo, por un mismo nimero distinto de
cero los dos miembios de la otra.)
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5. Resolucion algebraica de sistemas de ecuaciones

Existen varios procedimientos algebraicos para resolver sistemas de
gcuaciones lineales sin necesidad de trazar graficas. A continuacién es-
tudiaremos uno de estos procedimientos al gue suele llamarsele “reduc-
cion por suma y resta”, y en el cual se aplican las propiedades de las
ecuaciones, que ya hemos estudiado antes,

Analicemos este procedimiento en los siguientes ejemplos y ejercicios.

Ejemple 1. Consideremos el siguiente sistema y resolvamoslo.

X +y =8
lx —y =2

- Ya sabemos que se puede sumar o restar un mismo namero a los dos
miembros de una ecuacién dada y la ecuacién que asi se obtiene tiene
las mismas soluciones: que la ecuacién original. En este caso suma-
remos el nimero x — y o sea el 2, a ambos miembros de la primera ecua-
cién del sistema.

a+y=8

Xty + (o —y)i= 8+ (2)

Asi obtememos una nueva ecuacion que sélo tiene una incognita y
cuya solucion es la misma que la de la ecuacion original,

2x =10

X =95

Por lo tanto, en el sistema el valor de x es 5.
Ahora, para hallar el valor de y, solo tenemos que sustituir 1a x por el 5:

xt+ty==8
5+y=8

Y encontramos que'la pareja|x

Bles la solucion del sistema.

Comprobacion.
x +y =28 x—y=2
5+ 3=28 5—3=29

Algunas personas dicen que en este procedimiento lo que se hace
es “sumar o restar miembro a miembro” las dos ecuaciones del sistema,
a fin de eliminar una de las incégnitas.
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Ejemplo 2. Resolvamos el sistema.

{Bx +y = 17
x+y=9
Aqui conviene restar a los dos miembros de la. primera ecuacién el

nimero x + y, que es el numero 9. Y si aplicamos lo de “restar miembro
a miembro”, podemos hacerlo asi:

3x +y =17
T X +y= 9

La ecuaciéon que obtenemos en esa forma tiene una sola incégnita
y su solucion x = 4 es la misma que en las otras ecuaciones del sistema.

Por consiguiente, sustituimos: la x en cualquiera de las ecuaciones,
digamos la segunda:

x +y=19
4 +y=9

Y de esa manera encontramos el valor de y. En este caso, la solucién

del sistema es la pareja [ax = 4, § = 5.

Comprobacion.
3+ yo= 17 x+y=29
3(4) +5=17 4+5=9

Ejercicio 17. Tal como hicimos en los ejemplos anteriores, resuelva
los siguientes sistemas de ecuaciones y compruebe sus soluciones.

Solucion:

a) 4x + y = 11 X = s Y =
4x + 2y = 2

b) 3x — 5y = 2 x = <=
x — 5y = 14

¢) Sx+ 4y = 38 X = S
5x + y = 27

d) 3a + 5b = 21 a = ;b =
8a — 5b =1
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Ejemplo 3. Resolvamos ¢l sistema,
{2x + 5y = 25
x+ y =28
En este caso, si'tomamos las ecuaciones tal como estdn y las sumamos
0 restamos “miembro a miembro”, no eliminamos ninguna incégnita. Asi
que primero vamos a multiplicay por un mismo numero los dos miem-

bros de una de ellas. Por ejemplo, podemos multiplicar por 2 los dos
miembros de la ecuacién x + y = 8:

(2)(x + 7)) =(2)(8)

2;& = Zy =16

Ahora eseribimos esta nueva ecuacién, en lugar de x + Y = 8, en el
sistema que queremos resolver.

{E‘Jx + By = 25
2x +2y = 16

Y asi ya podemos proceder a “restar miembro a miembro”.
_ 2x +5y =25
2x + 2y = 16

0+3y= 9

Resolvemos esta dltima ecuacién que obtuvimos:

3y =9
y =3

Después sustituimos este valor de y en cualquiera de las ecuaciones
del sistema, para hallar el valor.de x.

2% + by =25
9%+ 5 (3) =295
2% + 15 =25
2x = 10

x = 5

Ast encontramos que la solucion del sistema presentado original-

mente es'la parejalx = 5,y = 3.

Comnprobacion.
2x + 5y =25 x+y=28
9.(5) + 5 (3) = 25 543=8
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Ejercicio 18. Tal como se hizo en el ejemplo, resuelva los siguientes
sistemas de ecuaciones y compruebe sus soluciones.

a) {Bx + 2y = 23

= S Y=
%+ =1 '
b) (2u+ y=10
: X = c Y=
x+ 3y =15
c) [w+3y=38
=T, 75 =
3k + 2y = 16
d) [ 6n+ 2t =28
. G — L =
2n — t=1
Ejemplo 3. Resolvamos el sistema.
{%+@=m
3x'— 4y =4

En este caso tenemos que sustituir las dos ecuaciones del sistema
antes de proceder a sumar o restar. Para ello podriamos, por ejem-
plo, hacer lo siguiente:

Multiplicar por 3 los dos miembros de la primera ecuacion:

(3) (2x +3y) = (3) (14)

Después multiplicar por —2 los dos miembros de la segunda ecuacion
del sistema.

(=2) 3x — 4y) = (—2) (4)

Sustituir cada ecuacién del sistema.
2x + 3y = 14 — 6x + 9y = 42
.{3::*4;; =4 — | —6x+ 8 = —8
Y luego 'sumar miembro a miembro:
6x + 9y = 42
—6x +8y = —8




Resolvemos la ecuacion obtenida
17y = 34

Sustituimos este valor de y en cualquiera de las ecuaciones del sistema.

Ox+ 3y = 14
2y + 8(2) = 14
2y + 6 = 14
2x= 8

v =4

Asi encontramos que la solucion del sistema es: [x = 4, y = 2.
Lo podemos comprobar:

2x + 3yl =14 3x — 4y =4
2 (4) +3(2)=14 3(4)—4(2) =4
8 + ©B8 =14 125 == 8 =4

Ejercicio 19. Tal como se hizo en el ejemplo, resuelva usted los
siguientes sistemas de ecuaciones y compruebe sus soluciones,

a) Bx+ 2y =12
xXo= X y =
5x — 3y =1

(Sugerencia: Multipliique la primera ecuacién por 3 y la segunda
por 2).
b) 4x — 3y =235

5x + 5y = 42.5
Sugerencia: Multiplique una ecuacion por 5 y la otra por 3).

c) 2x— 4y =10
i : Yy =
3x — 3y = 22:5

(Sugerencia: Multiplique una ecuacién por 3 v la otra por 2).
d) 7a—5b=—T

9 + 3b = 13.5
(Sugerencia; Multiplique una ecuacién por 3 y la otra por 5).
e) 10p—3¢g=9
5p+2g=8
(Sugerencia: Multiplique una ecuaciéon por 2 y la otra por 3).
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Ejercicio 20. Describa cada uno de los siguientes problemas por
medio de un sistema de ecuaciones lineales; resuelva el sistema y luego
dé la respuesta correspondiente.

1. Lasuma de dos ntimeros es —30 y su diferencia es 4. jCudles son
dichos numeros?

2. Dos hombres construyeron una barda con 500 ladrillos. Si el pri-
mero colocod 50 ladrillos menos que el segundo, jcuantos ladrillos colocéd
cada uno?

3. Dos angulos:de un triangulo suman 112° y su diferencia es de 15°.
(Cudnto mide cada uno de los 3 angulos de ese triangulo?

4. Si sumamos el nimero de litros que tiene el tinaco A con el nud-
mero de liwos de B, el resultado que se obtiene es 430. Si el tinaco A
contiene 120 litros. Taas gue el B, jcuantos litros contiene A y cuéntos
¢contiene B?

x litros y, litros

5. Se compran timbres postales aéreos de ' $ .80 y ordinarios de $ ,40.
En total son 40 timbres y por ellos se pagan $22.80. ;Cudntos timbres
de cada clase se compraron?

6. Una persona cambia 1 000 pesos en billetes de 50 y 20 pesos. Si
le dan 29 billetes en total, jcuantos billetes de cada denominacién le
dieron?

7. En una dieta normal la diferencia que hay entre las proteinas y
las grasas es de 20 gramos. Si se duplicaran las proteinas, entonces se
ingeririan 220 gramos de proteinas y grasas. jCuintos gramos de pro-
teina y cuédntos de grasa hay en una dieta niormal?

8. Se tienen $380 en billetes de $5 y $20. Si en total son 25 billetes,
Jeuantos hay de 5 pesos y cuantos de 20 pesgs?

9. En una peluqueria e} corte de pelo cuesta 6 pesos para los nifios y
8 pesos para los adultos. Si se hacen el corte 28 personas en un dia y se
recaudan 200 pesos en total, jcuantos ninos y cuantos adultos se cor-
taron el pelo ese dia?

10. Para un baile escolar se vendieron 150 boletos. Los boletos para
damas costaron $3.50 y para varones costaron $5.00. Si la suma recau-
dada por la venta de los holetos fue de $630.00, ¢(cuéntos boletos para
damas y cudntos para varones se vendieron?

11. En los rectangulos que siguen el perimetro de la figura ABCD es
de 100 metros y el de la figura EFGH es de 190 metros. Si el lado
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EF es 4 veces mayor que el lado AC y el lado FH es de la mitad del lado
CD, /cuanto miden los lados de esos dos cuadrildteros?

4 B E G

=

12. Los dos triangulos rectangulos ilustrados son semejantes y su razén
de semejanza es 3.

&
c
ol

4 E B Al B

La diferencia entre el lado CB y el lado AB es de 5 metros. Si la suma
de las medidas: de Tos catetos del otro triangulo es de 75 metros. (Cuinto
miden los: 3 lados de cada tridngulo?

13. Un hombre es maestro de secundaria y maestro de primaria. En el
primer empleo le descontaban el 8% de su sueldo y en el segundo el 6% ,
y el total de descuentos era de $250, Al aumentar los impuestos, en su
sueldo de secundaria le descontaban el 17% y en el de primaria el 9% . Si
el total de descuentos es actualmente de $475. ;Cual es su sueldo sin
descuentos en cada empleo? ' _

14. Un comerciante compra alcohol de dos clases: Con dos litros del
primero y 3 del segundo obtiene una mezcla que cuesta $9.50 el litro.

43



Si con 3 litros del primero y 2 del segundo obliene una mezela que cuesta
$10.50 €l litro, geudnto cuesta €l litto de cada una de las dos clases de
alcohol?

15. Argquimedes de Siracusa, notable matematico griego de la antigtie-
dad, descubrié que al sumergir en agua cuerpos de ignal peso v diferentes
sustancias. esps cuerpos perdian una parte de su peso

A

Y el peso que pexdian era diferente para las distintas sustancias.

En cierta ocasion Herén de Siracusa mand6 hacer una corona de oro
y.plata que pesaba 7 465 gramos, una vez hecha, le encargé a Arquimedes
que determinara la cantidad de oro que habia en ella, Arquimedes la
sumergi6 en agua y encontrd que perdié 467 gramos de su peso. Si se sabe.
que el oro pierde en ‘el agua 52 milésimos de su peso y la plata pierde
95 milésimos del suyo, jcudntos gramos de oro y plata contenia esa
corona? '

16. La distancia recorrida por un mévil se calcula multiplicando la
velocidad por el tiempo que tarda en hacer el recorrido, (e = wt):

A una velocidad constante, un automoévil A recorre cierta distancia en

-4'% de hora y otro automoévil B recorre otra distancia 'en% hora; Si se suman

las distancias recorridas por los dos automoviles se obtienen 65 km.
Conservando las velocidades anteriores, ahora A recorre cierta dis-

tancia en 5— hora y B recorre otra distancia en ; de hora. La diferencia

-entre estas distancias es cero.

Con esos datos ya se pueden contestar las siguientes preguntas:

a) ¢A qué velocidad hizo sus recorridos A?
b) ¢A qué velocidad hizo sus recorridos B?
¢) ¢Qué distancia recorrié A en'el primer caso? ;Y en el segundo?
d) ¢Qué distancia recorrié B en el primer caso? ;Y en el segundo?

- 17. Un numero 7 esta formado por dos digitos v la suma de esos _d_o_s-
digitos es 11. Si se invierten los digitos el numerc n se incrementa en 45.
4Qué nimero es n?
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Capitulo segundo

La notacion exponencial y

sus aplicaciones ;-




1. Exponentes naturales

En cursos anteriores, al estudiar los numeros naturales y los
nimeres racionales, aprendimos a usar la notacion exponencial para in-
dicar productos de factores iguales. Por ejemplo, al producto 7 X 7 lo
hemos expresado también 7¢ (“7 al cuadrado”):; al producto 3 X 3:X
3 » 3 lo hemos indicado también comog 3* (“3 a la cuarta potencia”);
etcetera.

La notacién exponencial también se utiliza para indicar productos
de niimeros cualesquiera. Por ejemplo, -

a) (—6)* =(—6)(—6)
b 122 = CEI)(1:25),

¢) (V5)* = (\/5)(V/B)(V/5)

d) b' = bbbb

e) (3a)" = (3a)(3a)(3a)

£) (24 %)= (2 +x)(2 +x)

g) (ab)* = (ab)(ab)(ab)(ab)(ab)

En general,

Si @ es un niimero cualquiera, y 7 es un niimero natural mayor
gue 1, entonces

ﬂ'" :-a.a'.'a_.._..a
\'—_ﬁf-____..!

7 factores

Ademas, se conviene en que

De acuerdo con lo que se ha dicho sobre notacién exponencial, la ex-
presion. 7¢, por ejemplo, representa al numero 49 porgue

7t =7 7= [45]

La expresion (—2)° representa al niimero —8 porque

Ejercicio 1. Complete las siguientes igualdades tal como se hace en
los primeros incisos.

2y 862 = (85085, =fl
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h) (—4) = -
i) (=5) = -
i) (34) = =
k) (—2.5)2

|

1) (—12)F= =
m) (VA)? = =
n) (V= =
o) (4a)* = =
p) (Ta)* = =
q) (2r)* = =
r) (—3a)*= =
) (x'+ 3)2 =

t) (6 + a)? =

u) (y—1)"=

Conviene ahora recordar que en la notacién exponencial un numero

se llama base y el otro se llama exponente. Por ejemplo, en la expresion
3* la base es 3 y el exponente es 4:
exponente
2
base””
Recordemos ademas que, cuando se tiene una expresion como

3* = 81,

se acostumbra decir que “3* es la euarta potencia de 3”; o bien, que
“81 es la cuarta potencia de 3.
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2. Polinomios

En el estudio de las matematicas y sus aplicaciones se utilizan con
mucha frecuencia expresiones algebraicas que reciben el nombre de
polinomios. A continuacion anotamos algunos ejemplos de polinomios:

2

% 3 ;o;\x-r 8: a2 =—Ox==7
n; on; n — 4; nd - 2nt —n -6
2t 422, —22° + 42¢ + 5

De los polinomios que aparecen en el primer renglén se acostumbra
decir gue son “polinomios en x”, Los del segundo rengién son “polino-
mios en n” y los dltimos son “polinomios en 2"

A veces se les dan nombres especiales a los polinomios. Por ejemplo,
los que anotamos a continuacion se llaman monomies (por gue constan
de un solo término):

1

Do; « Bx% —3ax; — =y°

WX X ax 29

Los polinomios que constan de’ dos términos, como los que anotamos
abajo, se llaman binomies.

¥+ y; Qri— b —8x + 3; 7x — 4x®

Si constan de tres términos, se llaman trinomies. Por ejemplo,

9xr — 2= 5 m? -+ m — 3.4 Ty '+ 3y? +y

En un polinomio en x, por ejemplo, al término én el que no figure
la x se le llama término independiente. Asi, en los siguientes polinomios
los términos independientes son el —6, el .9 y — /3.

3x* — 6 — Bt D ¥ — 51— 3
t&rmino térming __término
independiente independiente independiente

En cada uno de los otros términos, al nuriero que aparece como
factor se le da el nombre de coeficiente.

3x% — 6 —.Bi 1.9 Ot — Sx—/3

.coeficiente ceeficiente coeficiente coeficiente
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3. Multiplicacion de polinomios

Ya antes hemos hecho algunas operaciones con polinomios. Recorda-
rd usted, por ejemplo, que en el curso anterior hicimos algunas adicio-
nes y sustracciones. Incluso hasta efectuamos multiplicaciones como

(a -+ 7)(a-+3)=a*+ 10a + 21

Ahora estudiaremos la multiplicacion y divisién de polinomios un poco
mas complicados. Para ello conviene que primero veamos la multiplica-
cién de nimeros expresados como potencias de una misma base. Observe
usted los siguientes ejemplos.

a) 3°:3°=(3-3)(3-3-3)=3-8-3:3-3=23

2 factores 3 factores 5 factores
b) 24+ 22=1(2+22-2)(2:2) =2:2:2:2-2:9 = 28
— it v —
4 factores 2 factores 6 Ffactores

c) 2t = (it x) e v )= &8
R
3 factores 4 factores
d) - at=(a-a-a-a-a) (a-a-a-a) =at=a®
5 factores 4 factores
e) B m=(n-n-n)(n-n-n)=n*=n

\._.__Y.__J\__._j,._._.)

3 factores 3 factores

Ejercicio 2. Como se hizo en las anteriores multiplicaciones, exprese
cada uno de los siguientes productos en notacién exponencial.

a) 4447 = b) 6062 =

3 - 3 3-— 7 2 5 ¢ e
¢) (5) (3) - d) (2.9)(2.9°) =
&) (=28 (—2)¢= £) 5o 52 =
g) a®-at = h) x3-x% =

Al observar las multiplicaciones realizadas vemos facilmente que:

Si a es un nimero cualquiera y m y n son mimercs naturales,
entonees;

- gr = g
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Nota. Si definimos que a! = 1 (para cualquier ¢ diferente de cero),
podemos aplicar la regla anterior tambieén a los casos en que ™ o 7 sean
cero. Por ejemplo,

a) @ -a® =@ =g

Ejercicio 3. Indique cada producto en notacién exponencial.

a) 7 o= b) 6% 6 =

el (=4 —4) = d) (=208 (=2)2 =
e) (.3)(.3%) = £) (1:34)(1.3%) =

g) 365367 = h) 45¢-45¢ =

i) reocti= i) 82:8%.8+=

k) (—6:2)%(—=6.2)%(—62)r = 1) @ at-a=

m) (3x)(3x)* = n) (@+b)(a+b)=
o) (5)2~(5)° = p) (2x)%- (2x)2=

q) m'-m = 1) At =

La regla que acabamos de estudiar nos permite efectuar ficilmente
algunas multiplicaciones de polinomios como las siguientes:

a) 32~ 5
b) (—8xy*)(—2.5x17)
¢) (4a*b)( —2a* + Tab* — 3b%)

En los incisos a y b, por ejemplo. podemos aplicar las propiedades
conmutativa y asociativa de la multiplicaciéon para multiplicar esos mo-
nomios:

a_} st ¥ 5x3 o= 3 5 5 O A ya

= (18 5] (% - 2*)

b) (—8xy)(—25mp) = (—8)(—25) 2% 1yt 1P
= (—8)(—25) - (- x) (¥ 9)
- ooy
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En la expresién ¢ necesitamos aplicar, adem4s, la propiedad distribu-
tiva.

c) 4¢°b(—20> + Tab® — 3b*) = (4a*h)(—2a%) + (4a*b)(7ab®)
_ + (4a*b)(—3b*)

Ejercicio 4. Tal como hicimos en los ejemplos, efectiie usted las si-
guientes multiplicaciones. '

a) 3a*(2a) = b) —2m(—Tm) =

c) —1.8r2(2.31%) = d) 202(3a®)(2a%) =

e) —xt-(—3x%) x= £) 20°b%(3a%h?) =

g) —2mn*(— lm*n) = h) —3axy(—2a%xf) =

1) 222 (—3x%yz) = 1) —Bxtyz(8ay’z) =

k) m*(3m® + 2m2) = 1)) o (202 -+ Bt 2:) =

m) 7(2xr + 2% + .5) = n) a*b(2ab? + 3a2) =

0) —2b(—5b° + 2b + 3h) = P) —3mn(—2m? + 3nz —1) =

Més adelante, en este curso, manejaremos expresiones de multiplica-
cién como (x + 5)(x —3) o como (a -+ 7)% Recuerde usted que para
efectuar esas multiplicaciones de polinomios podemos aplicar la propie-
dad ‘distributiva:

= a%+ 5x 4+ (—3x) +(—=15) =
= x*+ 2x — 15
(a+ 7)2=(a+ 7)(2 + 7) = (a4 7)(a) + (a + 7)H(T)

H,__) .
= q*+ Ta -+ Ta + 49

= a* + 14a + 49

Ejercicio 5. Efectte usted en su cuaderno las siguientes multiplica-
ciones de polinomios.

a) (y+3)(y+2) b) (x + 6)(x—2)
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¢) (n'+ .4)(n— 1.3) d) (x_g)(x+%_)
B_) (ﬂ- = 5)2 f) (x _ 5)2

g) (x—15) h) (y +4.9)°

1) (x -+ d)t ]) (x - d)]
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4. Division de polinomios
A continuacién estudiaremos algunas divisiones de polinomios como
las siguientes:

5 i 4x2 1247 15x% — 12x® + 18x
%2 x 3a? 3x

(Observe usted que en estas divisiones el divisor es un monomio.)
Empecemos por analizar las divisiones del ejemplo y ejercicio si.
guientes:

Ejemplo.
(& — 723 = 75
2) mr— |l (porque =)

*' divisox 1'
cociente  dividendo

= [porque (—6)°- (—6) = (—=6)"]
C) o = [porque (2.5%)(2.5%) = 2.5%]
d) z—: = (porque a®-a* = a')

Ejercicio 6. Tal como se hizo en el ejemplo, efectie usted las si-
guientes divisiones. (Las letras representan numeros diferentes de cero.)

64 .

a) o= porque X = RSO ’
6 b) 12y porque X
(134)" by (—14.5)* X

) (134)5 pOr_que X = d) m = porqlle_ woo=

e) Ll orque X = P =
== porque = ) o porque X = =

g = poque X =

Si analiza usted con cuidado los resultados de las divisiones anterio-
res se dara cuenta que en todas ellas el cociente se puede obtener apli-
cando la siguierte regla:

Si @ es un nimero distinto de cero, entonces,
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Ejercicio 7, Ap]ique la regla anterior y exprese cada cociente en no-
tacion exponencial. (Las letras representan numeros distintos de cero.)

# 18
VF b) Tgr T
(—10) (—2:5) _
=T Y 25y
n LG
n Dy
6 1
g) o= By & =
o nt8ye i
(n +8)° L=

Con lo que llevamos visto hasta aqui ya podemos efectuar divisiones
como las siguientes:

15 24ah*
% 3 £) —6a’b
< Bx* 4 1532 — 10%
c) —— _
5x

En la divisién del inciso a) procedemos asi:

‘Para comprobar que el resultado de la divisién es correcto, multipli-
camos el cociente por el divisor y encontramos que €l producto de ellos
es el dividendo:

5x 3x2 = 1‘}5908

cociente divisor = dividendo
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Con la division b, procedemos en forma semejante;

D

) —6a’b —B6 a b

Camprobacion.
( —4&"’?3) (—6a’b) = 24?.‘"‘17?‘
cocienite div.ls_ox dividendo

Para efectuar la division del inciso ¢) trabajamos en la siguiente forma:

o) 5x° + 15x* — 10x _ % il 155  10x
9% B S S

Comprobacion.

(%t -+ 3$c = 2)(5;:) = 5 1?3:2 — 10x

cociente divisor dividendo

Ejercicio 8. Efectie las siguientes divisiones y compruébelas,

20&6 —14y7
e b —
a) Aqz ) 295_
8b* — x>
P d —
) = =
12a°b® — 36t
e L) ——
3.6h2k 4.:8x7y*
= h =
&) ) T 200y
) 18a* + 9a® — 27¢@* "
i ¥
i) 3.5x7 — 3wt + 6x*
! — 5 W
K) 24a5h® — 36a'b® — 16a*b° _
4a*b?
I — 18" + 5.4/ — 10.8* + 12.67° _
) —r
) —48x7y* — 8.4x%y® + 15.60%y" + 38:dwy®® _

12ac%y*
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5. Exponentes enteros negativos

En todas las divisiones que hasta el momento hemos tratado, el
exponente del dividendo ha side mayor o igual que el exponente del di-
visor. Si efectuamos divisiones en las que el exponente del dividendo
sea menor que el exponente del divisor, restando los exponentes, llega-
remos a expresiones que todavia no sabemos interpretar, como las que
se muestran en los ejemplos siguientes.

Ejemplo.

aﬂ

o =@t = ag* (2)
m; . .
e mt =mt (7)

En esta seccién vamos a dar una interpretacion de esas expresiones
que nos permitira manejarlas en forma datil.

Ejemplo. Efectuemos las siguientes divisiones aplicando la regla
gue conocemos,

‘xn_Z
d) =———mt =
xn}
a® :
Mgt
nﬁ
£)] ===nt=lh—
n

Ahora efectuemos las mismas divisiones sin usar la regla. Esto podria
hacerse en la siguiente forma.

) e e —
x? P i o] S R
@ a*- 1 a1
b) ———————=— =
at a’ - a® @’ a?
18 ns-1 1 18
c) e e——————— e N =
7w nt < n! ! ne

Los resultados de estas divisiones nos indican que
la expresién x~* puede interpretarse como =

" ; : : ; 1

la expresion a® puede interpretarse como —,

a-’)

la expresién n' puede interpretarse como =
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En simbolos,

En general, para interpretar expresiones con exponente negativo, como
las ‘que estamos viendo, aceptaremos la siguiente definicién.

Si g es mumero diferente de cere y 1 es un natural, entonces,

1
aﬂ
Ejemplo.
1 oo P
a) 3-4—§ b)5‘°—3;
1 1
R o= OB =
G} Ry 0=
1 JiN=2 = 1

-3
R O
' ( 3)3 h) (VB)* = —
(+/5)°
Usando la definicién, es posible encontrar el nimero que representa

cualquier expresién con exponente entero negativo. Por ejemplo, con la
expresién 5 denotamos al ntimero .4 porque

Ejercicio 9. Encuentre qué mtmero representa cada una de las si-
guientes expresiones,

a) 28 = = =
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b) b= = =

c) 10 = = =
a) (%)4: / .

£) (=3)*= = =

g) (—4)° = - =

i

h) (V6) "= = -

o (3" - -

D (=3yt= = =

Ejercicio 10. Represente en mnotacién exponencial cada uno de los
siguientes nameros. (Observe los ejemplos resueltos.)

— = |10~

I

joh
~

I

o
g
ol ) e

h
=g

|H O] =

[ =]
~
b
l1—1 =1
Il
1l

5
I~ 3
II

i
S
— _

=0

[ =

~
=
8|
(=]

58



1

1000
1

L 10000

k)

1 |

M) 556000

Ejercicio 11. Escriba el signo <, o el signo >, o el signo = en
cada cuadrito, segin cerresponda,

a) 340 32 b) 2@ 2

o)) I 5 dy i’ &

&) 3 3: £, T3 e

g) 82 g | h) 10~  10°

i) 9= @ 1o

k) 19 10 Iy 1+ 1

m) 0"  0° n) P4 Eg

0) (=8)" 1 (-3)” B (22
q) (—2PR =4 ) (DR 12

Se puede demostrar que con esta interpretacion que hemos dado a las
expresioines con exponente negativo siguen siendo validas las reglas

a\m T = .a_:rnﬁc

ar .
— gt

aﬂ

Por lo tanto, se pueden efectuar fdcilmente multiplicaciones y divisio-
nes de nimeros expresados en notacién exponencial, aungue los expo-
nentes no sean siempre positivos,

Ejemplo.
a_) 43 40 — A3k=2) = 41 = 4

b) 62:6° = 625 = 6 = 216

9 32
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Ejemplo.

a) % == 51—(—2) = 53 = 125

R

342 .
C) .3_-; = 3"2"(-51 = 33 — 27

60

Ejercicio 12. Efectiie las siguientes operaciones,

a) 52 5=

c) 24-27 =

e) 10: 10 =

g) 107-10= =

i) 10¢- 10+ 10° =

4-3

120x¢* + Bax® — 18ax*
Bax

'y

g & i a4

b) 10*: 10~ =
d) (6:4)7 - (6.4) =
£) 105 10° =
h) 10°-10° =

J) plo-. =

52

1) —
95

n) ==
10°

P) 157
10-

) 10
15b-

x =

) 3

v —20a° b* -
—4qg° b

i_:-




6. Notacién cientifica

En sus actividades diarias, tanto en la ciencia como en la técnica, la
industria, el comercio, etcétera, el hombre frecuentemente se ve en la ne-
cesidad de emplear nimeros para describir situaciones y hechos. Y en
muchas ocasiones esos nUmeros son muy grandes o muy pequeinos, como
se aprecia en los siguientes ejemplos: '

Ejemplo. Los astrénomos miden las enormes distancias que hay en-
tre los astros tomando como unidad el “parsec”. Esta unidad equivale a
30800 000 000 000 de kilometros.

Ejemplo. Los rayos x que se usan para obtener radiografias del
cuerpo humano son ondas electromagnéticas. En el dibujo de abajo se
muestra un esquema de tales ondas

La longitud de onda de los rayos X es de .000 000 001 centimetros.
Ejemplo. En 22400 centimetros ciibicos de gas helio se encuentran
602 000000 000 000 000 000 000 stomos de esa sustancia. (Cudntos ato-
mos de helio hay en 1 centimetro ciibico? '
- Para responder a la pregunta anterior es necesario hacer el siguiente
céalculo:
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602 000 000 000 000 000000 000 _
22400 -

Por supuesto, esta divisién se: puede efectuar con el procedimiento
que usted conoce. Pero resulta muy engorroso hacerlo asi. jGusta usted
intentarlo?

A continuacién vamos a estudiar una forma cémoda de representar
algunos numeros muy grandes o muy pequenocs y yeremos cémo se sim-
plifica el trabajo al realizar cdlculos con ellos. Para eso tomaremos como
base los conocimientos que hemos adquirido sobre notacién exponencial.

Potencias enteras del ndmero 10,

En el estudio que vamos a realizar manejaremos constantemente las
potencias enteras del numero 10.

Los siguientes e;ercxmos tienen como fmahdad familiarizarmos con las
diversas formas en que pueden presentarse dichas potencias.

Ejercicio 13. Tal como se hace en b), represente en notacién expo-
nencial los siguientes ntimeros. En todos los casos la base debe ser el
numero 10,

a) 10 = b) 100 = |10% ¢) 11000 =
d) 10000 = e) 100000 =

£) 1000000 = g) 10000000 =

h) 1000 000 000 = N 1=

Ejercicio 14. Complete las igualdades tal como se hace en el inciso a).

a) 10+ =[ 10000 ' b) 10°=

¢) 10° = d) 10 =
e) 10" = £) 10¢ =
g) 10 = [10---0
ee—
CEros,

Ejercicio 15. Complete usted las siguientes igualdades, tal como se
hace en a),

1 1
e —

a) 10 =105r = 1500

BY 102 = &) 10 =

d) 10 = e) 10-
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) des — ) 10 =
h) Sin es un nimero natural, entonces

A0 —

Ejercicio 16. Complete las siguientes igualdades, tal como se hace
en algunos incisoes,

a) 01 =| gos= 2 = 10+
b) .001 = &) 0=
d) .0001 = e) .00001 =
£) ,000001 = g) .000 000 001 =
h) 10 =|— - = 001 i) 10+ =
1000
1) 107 = k) 10 =
1) 10 = m) 10 =

Producto de un nimero por una potencia de 10.

Es facil efectuar “abreviadamente” aquellas multiplicaciones en las cua-
les uno de los factores es potencia de 10. Observe bien los siguientes ejem-
plos y luego resuelva el ejercicio. '

Ejemplo.

a) 3825 X 10* = 3825 0000

| Se'aumentaron ceros. |

b) 72 X 10° = 72000000
)

Se aumentaron [ 6] ceros,

¢) 8.52 X 10% = 85 200,

T

El punto decimal se “corri6”
lugares a la derecha.
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d) 02736 X 10° = 27.36

Ejercicio 17. Efectiie las siguientes multiplicaciones en forma abre-
viada.

a) 33X 10° = b) 8 X 10¢ =

c) 8 X 10t = d) 9 x 10* =

e) 95 X 10° = £) 342 % 107 =

g) 3874 x 10' = h) 86.7 X 10t =

i) 3.42 X 108 = i) 3.05 X 10* =
k) 1.2:X 10* = 1) 21.478 % 10° =
m) .0867 X 10+ = n) .04 X 10° =

o) .000367 X 10" = - p) 000367 X 10* =

(Recuerda usted el procedimiento para dividir “abreviadamente” un
ntmero entre 10, 100, 1000, etc.? Observe usted las divisiones y multi-
plicaciones de los siguientes ejemplos. Después resuelva el ejercicio.

Ejemplo.
: 1 567
2 = B e = —— = 5_6
a) 567 x 10 987 X 107 100 T 7
: 1 048
) 0. S— 048 > = = ] 8
b) 0.48 X 10 048 X 1000 1000 00004

c) 43.9 X 102 =
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Ejercicio 18. Simpli_ﬁqu'e las siguientes expresiones como en los
ejemplos de arriba.

a) 36 X 10 = b) 875 X 10+ =
¢) 35 X 10 = d) 398 X 10~ =
e) 6.3 X 10* = £) 7.6 X 10 =
g) 3.875 X 10~ = h) 896.7 X 10~ =
i) 12573 X 10+ = i) 086 X 10 =

Notacion cientifica

Cuando un nimero se expresa como el producto de cualquier potencia
de 10 por otro namero mayor de 1 y menor que 10, se dice que tal nii-
mero estd expresado en notacion cientifica.

Ejemplo. Los siguientes ntiimeros estdn expresados en notacién cien-
tifica. '

3.68 X 10
6.32 X 10-°
9 X 10
1.017 X 10°

Ejemplo. Los siguientes nlimeros no estan expresados en notacién
ciencientifica.

60 X 10°
12X 108
74.5 X 102
Para expresar cualquier numero en notacién cientifica se puede se-
guir'un procedimiento como el que se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo.

4 850 . , » 3
a) 4 850 = 1060 X 1000 = |4:850 x 102
b) 578,5 = m>< 100 = |5.785 X 102

100
c) .125 = .125 X 10 X 1% = |1.25% 10~
1
d) ..00814 = .00814 = |8.14 X 102
) . 814)(1000)(1000 8.14 X

e) .000015 = .000015 > 10* X 103 = [|1.5X 10*
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En los ejemplos anteriores compare usted las dos formas de describir
a un numero, Observe usted la posicién del punto decimal en ambas Te-
presentaciones y relacione esta observacion con el exponente de la poten-

cia de 10.

Ejercicio 19. Represente en notacién oientifica los siguientes na-

MEeras,
a) 36000
¢) 56000000

¢) 50 000 000000

g) 9.875
i) .025
k) .000000031

b) 850 000
d) 8
£) 85300

h) 8597.2

j) .00397
1) .000000003

Ejercicio 20. Represente los siguientes niimeros en notacién decimal.

a) 5% 10°

d) 1.501 x 10°
g) 1.7 X 10

i) 9.9 % 10-°

b) 1.8 X 10¢

e) 525 x 108
h) 3.25 X 10+

c) 6.36 x 107
t) 6.384 X 102
i) 3.6 X 10?

Ejercicio 21. Complete el siguiente cuadro, que muestra las distan-
cia medias aproximadas de los planetas de nuestro sistema al Sol.

DISTANCIA AL SOL
(en kilémetros)

Planeta Notacién Notacién
' decimal cientifica
Mercurio 58 000 000
Venus 1.08 X 10#
Tierra 150 000 000
Marte 2.3 X 10
Jupiter 780 000 000
Saturno 1400 000 000
Urano 2.9 X 10?
Neptuno 4 500 000 000
Plutén 5.9 X 10°
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Ejercicio 22. Complete el cuadro siguiente, donde se muestran di-
versas medidas de algunas particulas atomicas,

Dato N. cientificg Notacién decimal

Didmetro de un neutrén |15 X 10-* cm

Masa de un neutrén 1.7 % 102t g
Diametro de un electrén .0000000000000056 cm
Masa de un electron :00000000000000000000000000091 g

Didmetro de un protén (1.8 X 10-** em

Masa de un protén 1.7 X 1024 g

La notacion cientifica en las operaciones

La notacién que estamos ahora usando, ademas de simplificar la re-
presentacién de niimeros muy grandes o muy pequenos, permite efectuar
algunos célculos de manera muy simple. Observe usted los siguientes
ejemplos y resuelva los ejercicios,

Ejemplo.
a) 58000 X 3600 = 5.8 X 104 X 3.6 X 10* = 5.8 X 3.6 X 10"=

= 20.88 X 107 = = 208 800 000
b) 32000 X .0027 = 3.2 X 10+ X 2.7 X 10* = 3.2 X 2.7 X 10* =
= = 86.4
¢) .000018 X .0003 = 1.8 X 10 X 3 X 10+ = =
= 0000000054

Ejercicio 23. Efectiie las siguientes operaciones en su cuaderno.

a) 37 000 000 X 1500 000 b) 30000000 * 3 600 000 000
¢) 27000 000 x .05 . d) .00011 X 3 000 000

e) .000008 X .00012 f) .000013 X .0046

g) 35000 X 8 000 < 5000 h) 80000 000 X 40 000 X .00003
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De igual manera, usando la notacién cientifica, se pueden simplifi-
cax los calculos en la division,

84000000 84 x 10" _ 8.4 _ 10

2) 7000  7x10° 7 A o

=12 X 10*= 12000

by 048 _ 48x10° 48  10°
,.00006 Bx10° B 107

= .8 X 10 = 800

Ejercicio 24, Efectte las operaciones que siguen y resuelva los pro-
blemas. '

2y 36000000 5y 48000
' ~50000 ) 130000
¢y 30000 2 000000
4000000 ) 5000 600
99 000 0
oy 29¢ gy 720000
03 10012
, 0016 | 03045
8 ~0004 00015
86X 200 X .3 30000 X 1800 X .005
600 % 1 800 1) —5000 % 20000

Problemas.
1. Use la tabla de la péigina 66 y resuelva los siguientes problemas:

a) ¢Cudl es la razén de la distancia de Plutén al Sol entre la distan-
cia de Mercurio al Sol?

b) Las distancias astronémicas se Imden con una unidad equivalente
a la distancia de la Tierra al Sol. Calcule usted, en esa unidad astrond-
mica, las distancias al Sol de Plutén, Urano, Jupiter y Mercurio.

9. Usando los datos de la pgina 67 resuelva las siguientes cuestiones:

a) Los mesones pesados (p-mesones), que son particulas atomicas,
tienen una masa 270 veces mayor que la del electrén. Calcule la masa de
una de ellos,

b) La particula llamada hiperén tiene una masa igual a la de 2200
electrones. JCudl es su masa?

1
¢) El neutrino tiene una masa de ——— 3000 de un electrén, ;Cuil es su
masa?

d) JCuéntas veces es mayor el difmetro del protén que el del electrén?

e) ¢Cuantas veces es menor la masa del electrén comparada con la

del neutrén?



Capitulo tercero

Ecuaciones de segundo grado




1. Ecuaciones de la forma a° =17

El ingeniero Ramirez se vio precisado en cierta ocasién a resolver el
siguiente problema: ;Cuénto mide por lado un terreno cuadrado cuya
area es de 400 metros cuadrados?

Para resolver el problema hizo el siguiente razonamiento:
“Si lamamos x a la medida de un lade del terreno, tendremos que x
elevada al cuadrado debe ser igual a 4007 '

a

Expresé esto de la siguiente manera:

Asi el ingeniero Ramirez lleg6 a establecer lo que se llama una. ecua-
cion de segundo grado.
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Como x es el niimero que elevado al cuadrado da 400, ese numero
es, por definicidn, la raiz cuadrada de 400,
Esto es,
x = v400 =20

Por eso, el ingeniero dio la siguiente respuesta:
“Ese terreno mide 20 metros por lado™.

Comprobacion.

: 203== 20)( 20 =400 |

En virtud de que el problema se refiere a la longitud del lado de un
cuadrado, la solucién que da el ingeniero es la rafz cuadrada positiva
de 400. Sin embargo, ¢l sabe que la ecuacion

x? =400

también tiene por solucién al nimero —20, que es la rafz cuadrada ne-
gativa de 400. (— V400 = —20).

Comprobacion.

(—20) = (=20) - (~20) = 400

Observamos entonces que la ecuacién de segundo grado, x? = 400,
tiene dos soluciones. Lo mismo ocurre con cualguiera otra ecuacion co-
mo ésa. Por ejemplo, la ecuacidén x* = 25, que nos pide hallar un ng-
mero que elevado al cuadrado dé 25, tiene por soluciones la 7aiz cuadra-
da de 25 y la raiz cuadrada negativa de 25. Esto es, sus soluciones son

el 5 yel —5 porque V25 = 5y —V25 = —5.
Comprobacion.

I..: _52___.:;__'_ 55 = B |

Como la ecuacién x® = 25 tiene dos soluciones, usaremos las si-
guientes expresiones para indicar este hecho:

Ejercicie 1. Emcuentre las soluciones de cada ecuacién y comprué-
beIas-.

a) % =4 By ¢ =36
Xy = vV & = X, = A
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c)l y? = 64 d) a2 = 121

Y= \f—‘z a, = =
o D —

6.25 f) x* = 10.24

1]

~—

=
=
Il

TN Ay
e =B = e

En general,

La ecuacion x* = 7 en donde r es cualquier niimero positivo, tiene
dos soluciones:

xl' = ¥

xez_'\/?

Observaciéon. Si r fuera un numero negativo (como en la ecuacién
x* = —9) la ecuacién no tendria ninguna solucién con niimeros reales,
pues ningin numero real elevado al cuadrado puede dar como resulta-
do un nimero negativo,

En la realizacién de varios ejercicios de los que siguen seri mnece-
sario calcular la raiz cuadrada de algunos nameros. A fin de facilitarle
el trabajo se incluye al final del libro una tabla de raices cuadradas con
su correspondiente instructivo de manejo. Consulte usted esa tabla ca-
da vez que lo crea conveniente.

Ejercicio 2. Resuelva usted las siguientes ecuaciones:

a) x> = 2916 b) y* = 1295
s T
Xy = Yo =

c) n? =46 d) =195
My = Ty =
My = T, =
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e) 5t =1.69 f) ke =324

8y = ki =

§p = ky =
g) b*=5 h) ¢ =19

b: = Cy =

b, = Cy =
i) x2=20

Xy =

Xy =

‘Observacién. Note usted que en la ultima ecuaciéon las soluciones

son VO y — V0. Como V0 = —V0 =0, tenemos que esta ecuacién en
realidad tiene solamente una solucidén: el cero.

Si nos presentan una ecuacién como x* — 25 = 0, también podemos
hallar sus soluciones. Basta con sumar 25 a sus dos miembros para hallar
la ecuacién x? = 25; que ya sabemos resolver y que tiene las mismas so-
luciones que la ecuacion dada.

x*—25=0
x2—25 + 25 =0 +25

Ejercicio 3. Resuelva las ecuaciones siguientes y compruebe sus
soluciones.

a) 22 —16 =0 b) > —36=0
Xy Yo =
Xy = - Yo =

e) mt— 324 =0 d) 7 — 169 =0
Ny = P, =
Ny = Ty =

Ejercicio 4. Utilice ecuaciones para encontrar la longitud del lado
de cada uno de los siguientes cuadrados.
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a) : Area: 81 metros cuadrados.

Eeuacién ;

Medida del lado:

b) Area: 144 metros cuadrados.

Medida del lado:

0 Ecuacién;

c) Area: 73.96 metros cuadrados.
] Ecuacién:

Medida del lado:

d) Area: 9.61 centfmetros cuadrados.

Ecuacién:

Medida del/lado:

Area: 3.61 kilémetros cuadrados

Ecuacién;

Medida del lado:




2. Ecuaciones de la forma (x + d)* = r

Problema. La siguiente ilustracién corresponde a un terreno cuadra-
do cuya 4rea es de 625 metros cuadrados. Se desea ocupar solo la parte
que aparece en color rojo. Si x es la medida del lado de ese cuadrado
rojo, jcudnto vale x?

5

Area: 625 m?

Resolucion.

Sabemos que el lado del terreno completo es x + 5y su area es 625
m?, Entonces, podemos establecer la ecuacion

(x + 5)° = 625

Si resolvemos esta ecuacién sabremos cuinto vale x, y podremos dar
la respuesta al problema.

La ecuacién establece due el numero x + 5 elevado al cuadrado da
625, por consiguiente, el numero x + 5 es la raiz cuadrada de 625. Es-
1o es,

X+ 5= V625

En esta expresién encontramos que x es el ntimero 20:

x+ 5= V625
x+ 5 =125
=90

Pero, por lo que sabemos, el namero x + 5 también es la raiz cuadra-
da negativa de 625. Esto es,

% 4 5= —v625

Y en esta expresién encontramos que x es el nimero —30.

x +5=—V625
x+ 5= —25
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Por consiguiente, la ecuacion de segundo grado (x +5)* = 625 tie-
ne dos soluciones: (&, = 20| y|x, = —30,| (Puede usted comprobarlo.)

En virtud de que el problema se refiere a la longitud de un cuadrado,
tenemos que descartar la solucién negativa. Por eso la respuesta al pro-
blema sera como sigue:

Respuesta, El valor de x es 20 metros.
.Anaiicemos ahora el siguiente problema, que es andlogo al anterior.

Problema, En la ilustracién siguiente, el drea del cuadrado rojo es
169 metros cuadrados. jCuédnto mide el lado del cuadrado mayor?

Resolucién. Puesto que el lado del cuadrado rojo es x — 3 y su 4rea
es 169 m?, podemos establecer la ecuacion

(x—3)*=169

Ahora, si resolvemos esta ecuacion sabremos el valor de x; es decir,
econtraremos la medida del lado del cuadrado mayor. '

§i x — 3 elevado al cuadrado da 169, entonces x — 3 es, por defini-
cion, la raiz cuadrada, o bién la raiz cuadrada negativa de 169.

x'=3 = 169
o bien, X =3 = — 169

Six — 3= V169, entonces x es el nimero 16:

x — 3 =169
x—3=138
x=16
St x — 3 = —V169, entonces x es el ntimero —10:
' x— 3= —y169
x—3=—-183
x= —10

Como vemos, las soluciones de la ecuacién (x — 3)% = 169 son:
]:.X.':r == 16| ¥ ]xg; = —10
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- La respuesta al problema sera:
Respuesta.. El lado del cuadrado mayor mide 16 metros.

Ejercicio 5. Encuentre el valor de x en cada uno de los siguientes
cuadrados,

a) Ares total: 196 metros cuadrados.
4
x 2
: Area total: 225 metros cuadrados .
b) T x =
6. x
Area total: 420.2 metros cuadrados.
€) = o x =
8.1
3 8 Area del cuadrado rojo: 484 metros
) — cuadrados. x =

x
135 -
' ' Area del cuadrado rojo:
e) i 210.2 metros cuadrados.
i
F % |
| 3.7
Area del cuadrado rojo:

) . ; 18,49 metros cuadrados,
e




Ejercicio 6. Resuelva las siguientes ecuaciones de: segundo grado.

a) (x+3)* =196 x5=
Xy =

b) (y + 1)*=72.25 Y, =
Y =
c) (n+9)t=.576 o=
N, =

d) (x—86)* =144 Xy =
Xy =

e) (%X —38.5) = 121 Xy =
Xy =

f) (r—.1)>= 5329 7y =
. T, =

g) (y —2)* = 1849 Y=

i="e === e Nt T =
s IR |'1 Wﬁ [
Wl ] ’ \! |
=3[ K ;
-' Bl —— N
- '_Im..{ el
==
5 !
S f
i = . 8 i
, = N SIH st
= § h e
e il
< e ]
&S=]= , . .
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3. Ecuaciones de la forma x° + 2dx + d* = ¢

En el parrafo anterior hemos -aprendido a resolver ecuaciones de la
forma (x + d4)? =1, Este conocimiento nos servira para resolver otras
ecuaciones de segundo grade, como la que se usa en la resolucién del
problema siguiente,

Problema. La suma de las areas de los tres rectangulos que se ilus-
tran es 64 metros cuadrados. Cudl es el valor de x?

Resolucion
El 4rea del primer rectangulo es
El 4rea del segundo rectangulo es [ 6x |
El 4rea del tercer rectangulo es [9 |

Y, como 1a suma de estas dreas es 64, podemos establecer 1a ecuacién

[ ¥+ By + 9 = 64

Si resolvemos esta ecuacién tendremos la solucién al problema.

Hasta el momento no sabemos cémo resolver una ecuacién de éstas.
Sin embargo, si podemos escribirla en la forma (x + d)® = r nos sera
facil hallar sus soluciones,

En uno de los ejercicios del capitulo anterior vimos que

(c+3)2 =%+ 6x+9

Por consiguiente podemos escribir la ecuacién

x* 4+ Bx + 9 = 64

en la forma

(x +3) =64

Ya sabemos resolver ecuaciones como ésta, En este caso encontra-
mos que sus soluciones son: [ % =5] y |x = —11]
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Comprobacion

Six = 5, entonces,

X+ Bx+9 = (5)+6(5)+9=25+30+9=|64

Six = —11, entonces,

X+ 6x + 9= (=-11)2 + 6(—-11) 4+ 9 = 121 + (—66) + 9= I 64

A pesar de que la ecuacion tiene dos soluciones, el problema sélo ad-
mite una respuesta, que es la siguiente:

Respuesta. El valorde x es 5 metros.

Si analiza la resolucién de este tltimo problema notarad usted que
al sustituir el trinomio x* + bx + 9 por la expresion (x + 3)*, resultd
muy facil hallar las soluciones de la ecuacion x* + 6x + 9 = 64. Con-
viene que resuelva usted los siguientes ejexrcicios, pues ellos tienen como
finalidad proporcionarle destreza en este tipo de trabajo.

Ejercicio 7. De los numeros que se dan en cada inciso, elija el que
complete correctamente la igualdad.

1) (- )2 = x> + 10x + 25

a) 10 b) 25 c) 5
2) (g + )F=y® + By + 16

a) 16 b) 4 c) 8
3) (n= )2 =nz —12n + 36

a) 6 b) 12 ¢) 36
4) (x~ )*=x*~- 20x + 100

a) 10 b) —10 c) —20

5) x*+ 2064+ 1=(x+ )

a) 2 b) 1 c) =1
6) g =y+z= (-
a) -1 by ~

7) 2+ 1ldx + 49 = (x + )2

a) 1.4 b) .7 e) —.7
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Ejercicio 8. Resuelva las siguientes ecuaciones y compruebe sus
soluciones.

a) x* + 10x + 25 =49
Xy=
X =

b) y¥» +8y+ 16=9
Y=
Ys =

¢) n¥— 19n + 36 =81
Ny=
Ny =

d) x* —20x + 100 = 64
X =

Ky =

e) %% + 14x + .49 = 1.44

x1=

. 1
£y -yts=

En cada una de las ecuaciones resueltas en el ejercicio anterior, el
trinomio que aparece como primer miembro es de la forma

X+ 2dx 4 d2

Observamos en estos trinomios que:

El término independiente es el cuadrade de la mitad del coefi-
ciente de x.

En efecto, el coeficiente de x es 2d; la mitad es d y el término inde-
pendiente es d.
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X2+ 9 + d2
I |

Ejemplo. En el trinomio x* + 10x + 25 tenemos que

&+ ITOx + 25

La mitad del coe- | | Bl té

Ejemplo. En el txinomio n* — 12n + 36 tenemos que

La mitad del coefi-
cienteide n es - 6.

Todo trinomio de la forma
xt + 2dx + d
Se puede escribir en la forma
(x + d)*

pues

(x + d)?

(x + d)(x) + (% + d)(d) =

=x*+ dx +dx + d* =

= | X+ 2dx + d*

En la expresion
a2+ 2dx + @ = (x + d)?
se observa que
et 2de b= (x+d)?

La observacién de este hecho nos permitird encontrar rapidamente
la expresién (x + d)? que corresponde a un trinomio como los que esta-
mos viendo,

Ejemplo.

xE = 2’f0x + 100
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Por lo tanto,
x? —20x + 100 = (x — 10)?

Comprobacién.
(x—10)* = (¢ — 10)(x — 10)

(% — 10)(x) + (% — 10)( — 10)
= x*— 10x — 10x + 100

= | a* —20x + 100

Ejemplo.
X2+ 1.4% + 49 = (% + .7)2
4 : A

La mitad del coe-
ficiente de x es .7

Comprobacién. (Hagala usted.)

Ejercicio 9. Encierre en un rectangulo los trinomios que se pueden
poner en la forma (x + d)*

a) x* + 22x + 121 b) n*f—4n + 4
c) y*+ .8x + .16 d) at — 6x + .9
e) x? + .6x + .09 f)yz_y+%
DA
g)xz—x—% h)r2+§-:t‘+(§)

Ejercicio 10. Escriba en la forma (x + d)? los trinomios que marco
en el ejercicio anterior.

Ejercicio 11. Resuelva las siguientes ecuaciones,
a) x* — 10x + 25 = 289 b) x* + 14x + 49 = 529
¢) & + 3.4x + 2.89 = 196 d) y* — 12y + 36 = 13.69
e) a2—104a+27.04=14.44 £) 72 + 10.6r + 28.09 = 75.69

g) 2 + 1624+ .64 = 36 h)-fz—g_ul‘iﬁé

Ejercicio 12. Complete los trinomios de tal manera que puedan po-
nerse en la forma (x + d)*

a) x* 4+ 6x + b) y* + 16x <+
c) x* — 10x + d) x*— 12x +
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€) p* + 3p + £) 22 — Bz +
g) ¥ — 269. + h) x* + 30x +
1) spe2 - 115200 P pct— S
El trabajo que se ha realizado en este ultimo ejercicio suele lamarse

“eompletar el cuadrado”. Mas adelante vamos a emplear este procedimien-
to en la resolucion de algunas ecuaciones de segundo grado,

{ff HAR

Vi
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4. La ecuacion general de.:'-séguﬁdo-_.=gfado--

Problema. Desde un-

ificio de 40 metros:

de altura un hombre

arrGJa una pledra (ver:'
f-i

nmﬁamente ol tiem-
po (t) que tarda en
llegar la piedra hasta
el suelo, en las con-
diciones anotadas. Tal
férn:mla es:

5%‘ = im” 40‘ ' B”

Al resolyer esta
ecuacién de segundn_

: g_rado sabremos el valor de ¢ ¥ por o tanto, habremos resuelto el problema.
~ Para resolverla procedemos asi:

1) Dividimos ambos miembros de la ecuacién entre 5, (que es el
coeficiente de ) y obtenemos una ecuacién con las mismas soluciones
que la ecuaci6n original,

5t —10t—40 _0
' % S5
Simpliﬁcando ‘obtenemaos:
-9t —-8=0




Esta ecuacion no la podemos resolver con el procedimiento gue co-
nocemos, porque el trinomio t* — 2t —8 no es de la forma x* + 2dx + d2.
(Compruébelo.)

2) Sumamos a los dos miembros de la ecuacién el inverso aditivo
del término independiente

22—-2t—8+8=0+8
y simplificando tenemos:
# —2t=8

Con los términos del p-rinier miembro de esta ecuacion podemos ob-
tener un trinomio dela forma x* + 2dx + d*, “completando el cuadrado”

2 — 2t +
3) Sumamos a ambos miembros de la ecuacién t* — 2t — 8 el ntime:

ro y tenemos asi la ecuacién

az-—ﬂt-+m =8+

=2t +1=09

O sea,

4) Escribimos esta ecuacion en la forma
(t=1p=9

5) La resolvemos. Sus soluciones son:

Dadas las condiciones del problema. descartamos la solucién nega-
tivay damos la respuesta siguiente:

Respuesta. La piedra tarda 4 segundos en llegar al suelo. _

Este procedimiento que hemos seguido én la resolucién de la ecuacién
5t* — 10t — 40 = 0 nos servira para resolver cualquier otra ecuacion del
mismo tipo.

Ejemplo. Resolvamos la ecuacion

4x* — 24x +20 =0

1) Dividimos sus dos miembros entre el coeficiente de x%.

4xt —24x + 20 0

4 4

¥ —6x+5=0

2) Sumamos a los dos miembros el inverso aditivo del término in-
dependiente.
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X —6X + 5+ (=5) =0+ (—5)
xXF—6x = =5

3) Completamos el cuadrado en el primér miembro de la ecuacion

X2 —6Bx+ § ==56: 9
x*—6x + 9=4
4) Escribimos la ecuacion en la forma (x + d)* =1
(x —3)t=4

5) Resolvamos la ecuacion

Ejercicio 13. Resuelya lag siguientes ecuaciones:

a) x> +x—-2=0 X = X =
b) 2%z — 14x + 20 =0 Xy = =
c) 2x2 —3x—2=0 Xy = Xy =
d) 6x* +x—1=0 X = Xy =
e) 2x* — 8x — 120 =0 X = Xy =
f) 4x* — 11x—3 =0 Xy = Xy =
g) ¥+ Tx+12=0 Xy = Xy =
h) *+2x—-3=0 X = Xy =
iy —2x*+8x—-1=0 Xy = Xy =
i) 32 —=2x—5=10 Xy = o
k) —15x% + 2% + 24 = 0 x, = X, =
1) 4x* — 27.6x — 124 = 0 Xy o= Ny =
m) 3x*— 152 + 15.75 =0 = Ay =
n) 5x¢ — 11x — 180 =0 - Xy = % =

Todas las ecuaciones que se han resuelto en el ej'ercicio anterior son
de la forma
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(un numero) x* + (un nimero) x + un numero = 0

Si llamamos a al coeficiente de x*, b al coeficiente de X'y ¢ al término
independiente, podemos decir que esas ecuaciones estan en la forma

A esta ultima expresion se le acostumbra dar el nombre de ecuacién
veneral de segundo grado.

En la resolucion de problemas no siempre aparecen en esta forma las
ecuaciones de segundo grado. En casos asi es coniveniente poner tal ecua-
cién en su forma general, para conocer los valores especificos de @, b y ¢

Ejemplo. La siguiente ecuacion no esta en su forma general.
Bxt = 3x — 8

Para ‘escribirla ‘en su forma general tenemos que sumar a sus dos
miembros el inverso aditivo de 3x y el inverso aditivo de —8.

5x* + (=3x) +8=208x—8 + (—3x) + 9

Escrita en esta forma vemos que
a=>5 bi= —3 c=28
5x* —3x +8=0

f

a b e

Ejercicio 14. FEscriba las siguientes. ecuaciones en su forima gene-
ral e indique cuales son los valores a, b y ¢ en cada una de ellas.

a) 4x? + 2 = —5

a= b= c=
b) 7x® — 14x = 15

a= b= c=

) 3x* — 6= —6x

a= b= c =
=) 1 1
d) —a® = x'— =

)4 2 5

a = b = c=
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£) 18 = 14x — 10x%
a = b= Tebi—

g) 6x* + 9x — 12 =5

a = b= =t

Es importante distinguir los valores de @, b y ¢ en la ecuacion gene-
ral de segundo grado pues, si aplicaramos a ella el procedimiento que
hemos aprendido anteriormente, encontrariamos que' sus soluciones son:

Utilizando estas dltimas férmulas podemos resolver cualquier ecua-
cién de segundo grado. Basta con que hagamos las sustituciones adecua-
das. Observe usted los siguientes ejemplos:

Ejemplo. Resolvamos la ecuacion

3x? + 16x .+ 18 =0
Aqui vemos que a = 3, b = 15y ¢ = 18.
En virtud de que 1

—b 4+ /b* — dac
(5 24
tenemos que
. —15 + V157 — 4(3)(18)

2(3)

—15 + V225 — 216
6

~15+ Y8  —15 +3
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Para hallar x. hacemos las siguientes sustituciones:

—b = VB —aac _ —15— V15 — 4(3)(18)
x}_\. = =
2a 2(3)

15— V@

]

=i
=

Lag soluciones de la ecuacién 3x* + 15x + 18 = 0 son:

= —2 [ y L;c_-g: = | (Compruébelas usted. )

Ejemplo. Resolvamos la ecuacion
3x* = 6x + 9

Como la ecuacién dada no esti en su forma general, primero la es-
cribimos en esa forma:

3x — 6x — 9.=10
Asi yemos que, en este caso, ¢ =3, b= —6 y ¢ = —9.

De manera que las soluciones son:

_~b+ VB —dac 6+ Y(—6)'—4(3)( 9)
= 2a 2(3)

_ 6 + V36 + 108
6

_ 6+ V14T 6+ 12

6 6
18
-5 B
. _ b= VB4 _6— V{ 6y 4(3)(-9)
; %a 2(3)
_ 6 — V144
6.
6— 12 —6
=

Las soluciones son

Y= 5 | y [x = —1.| (Compruébelo.)
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Ejercicio 15. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) a3+ 2=20 b) z#—2z—15=0
o 2xd8x— —10 d) =3y +6y+9=0
e) 16n* +20m + 6 =0 £) 8x% — 1 =2
8) xz_‘l'x_}“"o h) y* —121. =0

4 8
i) t#— 81 =0 i) i+ Tr=0

Algunas ecuaciones de segundo grado no tieren soluciones que Sean
niimeros reales. Por ejemplo, las soluciones de la ecuacion

= —1

no pueden ser numeros reales, pues ya sabemos que ningun numero real
slevado al cuadrado puede dar como resultado un numero negativo. Sin
embargo, existe un conjunto de numeros en el cual todas las ecuaciones
de segundo grado tienen solucion. A los elementos de ese conjunto se les
denomina niimeros complejos y seran motivo de estudio en un cursp mas
avanzado,

Problemas. Encuentre una ecuacién que describa -a cada problema.
Resuélyala y dé la respuesta correspondiente.

a) El producto del numero x por su consecutivo, x + 1, es 156.
¢Cudl es el numero x?

b) En un terrenoc rectangular, el largo es 4 metros mayor que €l an-
cho. Si su area es de 285 metros cuadrados, Jcudles son las dimensiones
de ese terreno? '

¢) El 4rea de un tridngulo es 250 m? Si la base (b) mide 5 metros
menos que la altura (k), jcudnto miden b y h en ese triangulo?

d) El 4rea de un triangulo rectangulo es 297 metros cuadrados, Si
uno de los catetos tiene 5 metros mas que el otro, jcudnto mide cada uno
de esos catetos?

€) El movimiento de cierto proyectil estd descrito por la formula d
— 9t + 3¢ (donde d es la distancia recorrida en metros y t el tiempo trans-
currido en segundoes). ¢Cuantos segundos han transcurrido al YeCOrTer
ese proyectil 56 m?

£) Un cierto tipo de bacterias en condiciones especiales se reprodu-
ce de acuerdo con la férmula n = 1 + 8¢ + #, (n es el numero de bac-
terias existentes al trapscurrir un numero t de segundos). (Qué tiempo
se requiere para que haya 154 bacterias?

g) La evaporacién de un liquido bajo ciertas condiciones se calcula
con la férmula v = 6t + * (donde v es el numero de mililitros de liqui-
do evaporado al transcurzir un namero t de horas). (Qué tiempo es ne-
cesario para que se evaporen 40 mililitros de ese liquido?

h) La diferencia entre dos nimeros es 13 y su producto es 300.
;Qué nlimeros son ésos?

i) La suma de dos nimeros es 19 y su producto es 84. /Qué niime-
r0s son ésos?

i) El perimetro de un rectangulo es 26 metros y su 4rea es 40 me-
tros cuadrados. ;Cuéles son las dimensiones de ese rectangulo?
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Capitulo cuarto

Probabilidad

En el siglo xvir el llamado “filésoio jugader” Chevalier de Merée,
escribié al matemdtico Blas Pascal solicitando algunos informes sobre
el juego de dados: A su vez, Pascal escribio al matematico Pierre Fermat.
En Ja correspondencia que asi se establecié tuve sus inicios la teoria
de la probabilidad.

En el siglo xvinr el interés por la probabilidad aumento al estudiarse
la densidad de poblacién y sirvié también para que aumentara rapida-
mente el ntimero de compaiias de seguros, Desde entonces, €l desarrollo
de la teoria de la probabilidad ha sido enorme, Actualmente tiene mul-
tiples aplicaciones, todas ellas de gran importancia, en campos como. la
econornia, la genética. la fisica, la comunicacion, la publicidad, ete.




1. Experimentos deterministicos y experimentos aleatorios

Un experimento deterministico es aquel en que podemos predecir el
resultado porque sabemos que’ todas las veces que efectuenios tal expe-
rimento  obtendremos el mismo resultado. Por ejemplo, si ponemos al
fuego un recipiente con agua, después de cierto tiempo el agua hervird,

St en las mismas condiciones repetimos varias veces el experimento,
€l resultado sera siempre el mismo: el agna hervird.

Veamos otro ejemplo de expérimento deterministico:

~ Cuando se disuelve biéxido de azufre en agua. en determinadas can-
tidades y bajo ciertas condiciones, se forma siempre dcido sulfuroso. Y
siempre que se¢ repite el experimento bajo las mismas condiciones el re-
sultado es el mismo. (De no ser asi, no habria muchos fabricantes de ese
producto.)

Un fenémeno aleatorio, o al azar, es aquel en que no podemos pre-
deeiy el resultado, pues al repetir el experimento €] resultado puede ser
diferente. Por ejemplo; al lanzar un dado de seis caras no podemos ase-
gurar que el nimero que quede en la cara superior sea el 4. Puede ocu-
ITir que sea asi, o bien, puede ocurrir que sea alguno de los nimeros
1. 2. 3, 5, o 6.

Otros ejemplos de situaciones al azar son:

1. Barajar un mazo de cartas y después extraer una. No se puede
asegurar gue siempre que hagamos esto saldra el as de espadas, ‘por
ejemplo. '

2. En una clinica de maternidad pesar a los recién nacidos. No se
puede predecir cual serd el peso de cada bebé.

3. Registrar las llamadas telefonicas durante un dia, en cierto lugar.
No se puede predecir cuantas llamadas habra,

4. Anotar las marcas de 10 vehiculos que pasen por una caseta de co-
bro, No se puede predecir de qué marca o marcas serdn esos 10 vehiculos.

5. Contar el numero de personas que asisten a una funcién de cine.
No se puede predecir cudntas personas seran.

94




2. El espacio muestra

Generalmente en un experimento al azar podemos senalar los resul-
tados posibles. Asi, por ejemplo, en el experimento de lanzar un dado,
el conjunto de resultado posibles es {1, 2, 3, 4, 5, 6},

Al eonjunto de resultados posibles en un experimento al azar lo 1la-
Maremos ‘espacio muestra.

Si se trata del experimento de extraer una carta de un mazo de 52,
entonces el espacio muestra son las 52 cartas, ya que cada carta es un
resultado posible.

Con respecto' al experimento de lanzar una moneda, resulta claro
que el espacio muestra es {aguila, sol},

Ejercicio 1. En cada uno de los siguientes experimentos indique
cual es el espacio muestra.

a) Se le pregunta a una persona distinta eada vez, en qué mes del
ano nacio.

b) Se extrae una carta de una baraja espanola (40 cartas).

¢) Se rifa un radio entre 25 personas.

d) Se anota la primera letra de 100 palabras.

e) Se juega a la loterfa, El premioc es de $5 000 000 y la emisién
es de 40 000 billetes.

f) Se le pregunta en el D. F., a una persona diferente cada vez, qué
estacion de radio escucha.

g) Se lanzan dos monedas, una de $1.00 y la otra de $0.50, para
ver si caen en aguila o sol, una o ambas.

h) De 14 fichas de dominé usted extrae una.

i) Se extrae una carta de una baraja inglesa (52 cartas),

i) Se hace girar una perinola de 6 caras Iat'er'-fles.

En la teoria de la probabilidad, cuando habla-mdls' de un experimento
al ‘azar, idealizamos un poco las cosas. |

Por ejemplo, en el caso de lanzar una moneda al aire excluimos como
resultado posible el que la moneda caiga de canto, ya que esto es “casi
imposible” que suceda; pero. como sabemos, llega a darse el caso.

En el caso de lanzar un dado de seis caras suponemos que no éstd
“cargado”; de manera que cada uno de los 6 nameros tiene exactamente
la misma oportunidad de quedar en la parte superior. Suponemos tam-
bién que la persona que lanza el dado no tiene minguna habilidad que
diera a algin nimero mas oportunidad que a otros.




3. Probabilidad de un evento

Antes de explicar lo que es la probabilidad de un evento, es necésa-
rio que precisemos primero lo que es un evento,

Si consideramos un experimento al azar y su correspondiente espacio
muestra, entonces un evento es subconjunto: del espacio muestra, (Re-
cuerde que un subconjunto puede no tener elementos, o tener uno, dos
o mas elementos. )

Para aclarar lo anterior veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1. En el experimento al azar de extraer una carta de una
baraja inglesa, un evento es “sacar un rey . (Observe que este evento
tiene tnicamente 4 elementos, puesi en la baraja hay 4 reyes.) Otxo
evento es “sacar un trébel”. (Este evento tiene 13 elementos, pues hay
13 cartas en la baraja que son de tréboles. )

Ejemplo 2. En el experimento de lanzar un dado de seis caras, un
evento es ‘sacar un numere impar”. (Este evento tiene 3 elementos que
son los numeros 1, 3, 5.) Otro evento es “tirar un seis”. (Este evento
tiene un solo elemento, pues en las caras del dado sélo hay un seis.)

Ejemplo 3. Al sacar una carta al azar de una baraja espanola, el
evento “sacar un nueve”, no tiene elementos, pues en la baraja espafiola
no hay nueves,

Si un evento no tiene elementos, lo llamaremos evento imposible,

Ejercicio 2. De acuerdo con el experimento, en cada incise ‘indique
cuantos elementos tiene el evento.
Se tira un dado de seis caras.

a) “Sacar un numero- par’.

b) "Sacar un nimero mayor que 5.

¢) “Sacar un numero menocr que 3% ,

d) “Sacar un numero mayor que 6.

e) “Sacarun 4",

En unan bolsa hay 20 canicas azules, 10 amarillas y 5 rojas. Sin ver,
se saca una canica de la bolsa.

f) “Sacar una canica amarilla”,

2) “Sacar una canica azul”.

h) “Sacar una canica que no sea roja”.

i) “Sacar una canica que no sea azul’.

1) “Sacar una canica verde’.

De una baraja inglesa se extrae al azar una carta.

k) “Sacar un corazén”.
1) “Sacar una carta roja”.
m) “Sacar una carta que no sea as’.
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n) “Sacar un diamante”,
o) “No sacar un diamante”.
Se lanzan dos monedas, una de $1.00 y ofra de $O 50.

p) “Sacar dos Aguilas”.

q) “Sacar dos soles”.

r) “Sacar un aguila y un sol”.

§) “Sacar al menos un aguila”™
t) “Sacar al menos un sol”.

Daremos ahora la siguiente definicion:

Con respecto a un 'exper’imento al azar, la probabilidad de un
evente es el cociente del niimere de elementos del evento entre el
numero de elementos del espacio muestra.

Si consideramos a los elementos de un evento como resultados favo-
rables, entonces la definicion anterior puede expresarse: asi:

Con. respecto a un experimento al azar, la probabilidad de un
evento es el cociente del niimero de- resultados favorables entre el
numero de resultados pﬂSlbIES

Ejercicio 3. En cada. caso indique la probabilidad del evento.
a) Se extrae una carta al azar de una baraja inglesa. ;Cual es la
probabilidad de sacar una reina?

b) De una urna con 10 canicas blancas y 5 negras se extrae una.
¢Cuil es 1a probabilidad de sacar unacanica blanca?

¢) Se lanza un dado de seis caras. g,Cual es la probabilidad de mo
sacar un 5?7

d) ¢Cual es la probabilidad de ganar en la rifa de un reloj? Si hay.

30 nimeros y se compran 3 nimeros.

e) ¢Cuil es la probabilidad de sacarse la loterfa con un billete, en
un sorteo cuya emisién es de 100 000 billetes?

f) De una urna con 15 canicas verdes y 10 amarillas se extrae una.
(Cuél es la probabilidad de no sacar una canica amarilla?

g) ¢Cual es la probabilidad de sacar “copas” al extraer una carta
de una baraja espafiola?

h) Se lanza un dado de 6 caras. jCudl es la probabilidad de sacar
un nimero mayor o igual a 37

1) De las 28 fichas de dominé se extrae una. JCu4l es la probabi-
lidad de obtener la doble de seises?

i) En un cuestionario una pregunta de opcién tiene 3 posibles res-
puestas. ,Cual es la probabilidad de que acierte casualmente a la pre-
gunta?

Para mayor claridad en los temas que tratemos a continuacién em-
plearemos algunos diagramas como los siguientes:
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L I

Rey Reina Sota

Este diagrama representa un espacio muestra de 12 cartas por medio
de doce puntos. Asi, por ejemplo, el punto que senala la flecha repre-
senta la carta reina de diamantes y el punto encerrado en un circulo
representa la carta rey de tréboles,

] o ° ° . .-tf o
. . . ° . . . »
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En este diagrama cada uno de los 36 puntos representa un posible
resultado al lanzar dos dados, uno rojo y otro azul. El punto indicado
con la flecha representa el resultado en el cual el dado azul cae en 5
y el dado rojo cae en 3. El punto encerrado en un circulo representa el
resultado en el cual el dado azul cae en 3 y el dado rojo cae en 5.

Ejercicio 4. En el diagrama de cada uno de los siguientes incisos
encierre con una linea los elementos del evento e indique la probabilidad
del mismo.

a) & m .

® FEvento “sacar un rey”
Probabilidad | 4 1
del evento TR

&
v |- -
¢

Rey Reina Sota

b)

@ Evento “sacar un corazén”

Probabilidad
del evento

R K X

Rey Reina Sota
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Evento “sacar un rey”

100

' Probabilidad
: del evento
& - .
T,
| @ @
,r)
¢ - -
Rey Reina
d)
O o o e ® o ® Evento ‘sacar mayor que 4”
@R Probabilidad.
: ¢ © © ®© @ e
, @ ® ‘@ ¢ @® ®
.'* - ;
= L] ] [ ] [ ] [ ] [ ]
N
i t -+ T - f
1 2 3 4 B 7
e)
O . Evento “sacar una espada”
e ® o e e : -
Probabilidad
L) [ ] ® [ ] @ @
9 -] (-] ] L} &
i | ] L 1 |
] T T 5 1 i
Jia e 3 4 5 7 “






4. Union de eventos

En el experimento de sacar una carta al azar de un mazo de 12,
consideremos los eventos “sacar un rey’ y “sacar una reina’, la unién
de estos eventos es el evento “sacar un rey o una reina”. Esto lo podemos
apreciar mejor en el siguiente diagrama:

“Sacar un rey

r.\ o ‘una zreina’
L] ® ]

®

L\-‘Sacar Wna feina”
Rey Reina ‘Sota
“Gacar uMn r.eY”/

S QLY P
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Observe que en la expresion que usamos para refetirnos a la union
de los eventos usamos la “o”

La probabilidad del evento “sacar un rey o una reina” es % = g

ya que los cases favorables son 8 y los casos posibles son 12.

En el caso anterior los eventos que unimos no tienen elementos co-
munes, estos eventos se llaman mutuamente exclusivos.

Algunas veces los eventos que unimos si tienen elementos en comin.
Por ejemplo, consideremos los eventos “sacar carta roja” y “sacar sota”,
la union de estos eventos es el evento “sacar carta roja o sota”, en el
diagrama apreciamos claramente los elementos comunes.

“‘Bacar carta
Toja o sota”

==
LI |
"q II;.
v
&
v
Rey Reina Sota
La probabilidad del evento “sacar carta roja o sota” es T,

ya que: los casos favorables son 8 y los casos posibles son 12,

Ejercicio 5. En relacion al experimento de extraer una carta al azar
de una baraja inglesa (52 cartas), encuentre la probabilidad de cada
uno de los siguientes eventos;

-a) “Sacar un rey o sota’.

b) “Sacar un 5 o un 67

¢) “Sacar carta negra o un 10"
d) “Sacar carta negra o roja’.
e) “Sacar trébol o diamante”,




5. Interseccion de eventos

La interseccion de dos eventos se forma con los elementos comunes
a ambos eventos. Asi, por ejemplo; la interseccion de los eventos “sacar
reina” y “sacar carta negra” es €l evento “sacar reina y carta negra’,
que tiene 2 elementos, como podemos apreciar en el diagrama.

“Sacar. reipa ¥
carta negra’

Rey: -Reina Sota

Observe que en la expresion que usamos para referirnos a la inter-
seccién de los eventos empleamos la letra “y”,

La probabilidad del evento “sacar reina y carta negra” es i% ya que
los casos favorables son 2 y los casos posibles 12. _

(Cudl es la probabilidad del evento “sacar trébol y diamante”? Cémo
los eventos “sacar trébol” y “sacar diamante” no tienen elementos en.
comun, entonces tenemos cero casos favorables por lo que la probabi-
lidad del evento “sacar trébol y diamante” es cero, es decir se trata de
un evento imposible. Esto es claro pues ninguna carta puede ser trébol
y diamante.

Ejercicio 6. Considere el experimento de sacar una carta al azar
de la baraja inglesa y encuentre la probabilidad en cada caso.

a) “Sacar rey y carta roja’.

b) “Sacar siete y carta negra”.
c) “Sacar 'sota y sacar reina’.
d) “Sacar carta negra y roja”.
e) “Sacar menos de 7 y trébol”,

=
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6. Probabilidad de la unién de dos eventos
mutuamente exclusivos

En los ejercicios 5 y 6 podemos observar que la probabilidad de la
unién de dos eventos mutuamente exclusivos también puede obtenerse
sumanido las probabilidades de cada uno de esos eventos.

Ejemplo. Al tirar un dado de seis caras la probabilidad de “sacar
4” es é y la probabilidad de “sacar 1”7 es %; iCual es la probabilidad
de “sacar 4'0 177

Respuesta, La probabilidad de “sacar 4 o 1° es ]L i —} 0 sea -}

6 B 3

Ejercicio 7. En cada inciso encuentre la probabilidad que se pide.
Los eventos cuya probabilidad esta dada, son mutuamente exclusivos.

a) Al extraer una carta de un mazo, lalprobabi-lidad de “sacar dia-
mante” es % y la probabilidad de “sacar trébol” es :J;- ;Cual es la pro-
babilidad de “sacar diamante o trébol’?

b) Al extraer una canica de una urna. la probabilidad de “sacar
ca_n.-_ica. roja’ es % y la probabilidad de “sacar canica azul” es -;} (Cual
es la probabilidad de “sacar canica roja o azul”?

¢) La probabilidad de que el Sr. Moreno sea presidente de su club

3
es de E y 1a probabilidad de que el Sr. Sanchez sea presidente del mismo

.club es % (Cudl es la probabilidad de que €l presidente del club sea
el Sr. Moreno o el Sr. Sanchez?

d) ¢Cuadl es la probabilidad de que un motor falle por falta de com-
bustible o de corriente eléctrica? (Se sabe que la probabilidad de que

el motor falle por falta de combustible es 1—;-5 y la probabilidad de que

falle por falta de corriente eléctrica €s T%ﬁ)'

e) La probabilidad de que una persona sufra un accidente en su
trabajo es de

1 :
10007 la probabilidad de que sufra un accidente en su

hogar es de _1_517)63 ¢Cudl es la probabilidad de que sufra un accidente

en su trabajo o en su hogar?

N=mO




7. Probabilidad de la unién de dos eventos
no mutuamente exclusivos

En los ejercicios 5 y 6 observamos que para caleular 14 probabilidad
de la unién de dos eventos no mutuamente exclusivos se puede sumar
Ja probabilidad de cada uno de esos eventos y luego restar la probabili-
dad de su interseccion,

Ejemplo. En una urna hay canicas de dos tamanocs y de varios co-
lores, Al extraer una canica al azar, la probabilidad de que sea amarilla

2
es g,_la probabilidad de que sea grande es é]: y la probabilidad de que

sea amarilla y grande es % (Cuidl es la probabilidad de que al extraer
una canica salga grande o amarilla?

9

Respuesta. La probabilidad de que sea grande o amarilla es s
porque

2 1 2

g i - wmT

(11)_2_9
15 15 15

Ejercicio 8. En cada inciso encuentre la probabilidad que se pide.
a) Al extraer al azar una carta de un mazo, la probabilidad de

“sacar rey’ es —115 La probabilidad de “sacar diamante” es % y la pro-

babilidad de “sacar rey y diamante” es glﬁ ¢Cual es la probabilidad de
“sacar rey o diamante”?
b) Cierto dia en un determinado lugar, la probabilidad de que “Illue-

2 :
va” es 5 la probabilidad de que “la temperatura sea menor de 10° C”

3 .
€s 5 y la probabilidad de que “llueva y la temperatura sea menor de 10°

1
C” es de 15 ¢Cual es la probabilidad de que “llueva o que la tempe-
ratura sea menor de 10°C"?

¢) Al extraer al azar una canica de una urna, la probabilidad de

que sea pequefna y azul es 2—10-, la probabilidad de que sea pequefia es

1
= la probabilidad de que sea azul es % (Cuadl es la probabilidad de
que sea pequefia o azul?

d)_ En una poblacién, al elegir una persona al azar, al probabilidad

de que sea menor de 20 anos es % la probabilidad de que mida més
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de 1.70' m es % y la probabilidad de que sea menor de 20 afios y que

1
mida mas de 1.70 m es 7 (Cudl es la probabilidad de que mida mas
de 1.70 m o que sea menor de 20 arnos?
e) La probabilidad de que un 4rbol frutal en cierta region sea ata-

cado por hongos es de 2}1”’ la probabilidad de que sea atacado por virus
es de % y la probabilidad de que sea atacado por hongos y virus es de

%ﬁ' (Cudl es la probabilidad de que el arbol frutal sea atacado por hon-

gos o por virus?
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8, Probabilidad empirica

Hasta ahora hemos determinado la probabilidad de un evento en un
experimento al azar, dividiendo el ntimero de resultados favorables entre
el numero de resultados posibles. Sin embargo, en muchas: situaciones
reales puede uno darse' una idea de la probabilidad de un evento consi-
derando sélo algunos resultados; es decir, tomando una muestra de los
resultados posibles.

Por ejemplo, consideremos un cultivo de bacterias rojas y negras
como el de la ilustracién. -

Si queremos determinar la probabilidad de que al tomar al azar una
bacteria del cultivo sea roja, procedemos en la forma acostumbrada:

Contamos en el cultivo todas las bacterias' rojas. Yy obtenemos el
nimero de casos favorables. Este es: o

Contamos en el cultivo todas las bacterias y obtenemos el niimero de
casos posibles, Este es: _

Por lo tanto, la probabilidad pedida es

Ahora hagamos el siguiente experimento: Recortemos un cuadrado
de 3 cm por 8 cm en un pedazo de cartén y cologuémoslo sobre la ilus-
tracién del cultivo de bacterias. '
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En esta regi6n determinada por ¢l cuadrado de 3 cm por 3 cm, con-
temos primero el numero de bactenas rojas y después el nimero total

de bacterias. Dividamos el primer ntmero entre el segundo. ;Cudl es

el cociente?

Compare este cociente con la probabilidad obtenida anteriormente.

Repita este. experimento varias ‘veces colocando el cartén en diferen-
tes posiciones y compare los cocientes obtenidos en cada caso.

El siguiente diagrama puede a’yud'arlé a comparar sus resultados.
Por ejemplo, si obtiene el cociente 0.60, éste se representa con el punto
10jo.
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En la grafica anterior puede usted observar que las probabilidades
obtenidas en las distintas muestras “estdn cerca” de la probabilidad real
del evento.

El inferir resultados a partir de una muestra, asi como el estudio
de los métodos para determinar muestras, son problemas de los que se
ocupa la estadistica.

En el capitulo siguiente, que es precisamente Estadistica, veremos
un poco mids acerca de estas ideas.
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Capitulo quinto

Estadistica

En los diferentes lugares del mundo donde se formaron grupos hu-
manes que empezaron a adquirir fuetrza y que necesitaban consolidarse
econémicamente, fue necesario elaborar registros de datos numéricos.

Ya en China, durante el reinado de Yao, se realizaron registros esta-
disticos agrarios, industriales y comerciales. Lo mismo podemos decir
de otras civilizaciones como la asiria, la egipcia, la romana, etc.

Desde entonces €l concepto de estadistica ha tenido diversas orien-
taciones y ha evolucionado constantemente.

En el siglo xix H. G. Wells afirmé6: “El pensamiento estadistico serd
un dia tan necesario para el ciudadano eficiente como la capacidad de
leer y escribir”.

Hoy en dia podemos decir que la estadistica tiene que ver con la
recoleccion, organizacién y analisis de datos numéricos, y que ha con-
tribuido de manera definitiva en el desarrollo de la ciencia.




1. Recoleecién de datos

Con frecuencia oimos expresiones, en la television. en la radio, en
conversaciones, etc., donde se mencionan datos; pero: casi nunca 5€
menciona la forma en que se obtuvieron esos datos.

Generalmente, al ofr datos estadisticos, uno mo piensa la forma en
que se obtuvieron, y mucho menos piensa que tales datos puedan estar
equivocados. A continuacién veremos un ejemplo de cémo formas in-
adecuadas de recolectar datos pueden motivar serios errores.

Ejemplo.

Un medico escelar realiza un examen de la vista en un grupo de
50 alumnos. Para ello, examina alumno por alumno y encuentra que 19
alumnos tienen vista defectuosa. Otro meédico, en el mismo grupo, pre-
gunta quicénes son los alumnes que no ven bien y sélo examina a éstos,
El yesultado es: 14 alummos con vista defectuosa, Claramente observa-
mos que el segundo meédico, por la forma equivocada en que obtuvo los
datos, no 1llegé a un resultado correcto,

No precisaremos aqui los métodos para. obtener informaciones co-
rrectas, solo queremos que tome usted en cuenta cémo influye en los
resultados la forma en que se obtiene la informacién.

Si alguna vez usted tiene necesidad de recolectar datos, debe elegar
la forma que dé menos posibilidades de error. ¥ cuando a usted le pre-
'senten datos estadisticos es muy conveniente que piense en qué forma
se obfuvieron éstos,

_ Ejercicio 1. En cada juno de log siguientes incisos aparecen 3 ma-
neras diferentes de'obtener ciertos datos. Indlque cudl de ellas es mas
confiable,

1. Antes de cortar los uniformes paifr_a- los jugadores de un equipo
de béishbol, el sastre

a) pregunta al talla a cada jugador:
b) observa a los jugadores para calcular su talla
c) toma medidas a cada jugador.

2. El fabricante de wvarillas de acero desea conocer la resistencia
méaxima de: éstas. Para ello,
a) examina una varilla en el laboratorio de resistencia de ma-
teriales.
b) examina algurias va.rﬂlas en el laboratorio de resistencia de
materiales, )
¢) toma como base datos de las producciones an_terio_r_es.
3. -Antes de inyectar a una persona cierto antibiotico, la enfermera
a) pregunta al paciente si no es alérgico a algin antibi6tico.
b) interroga a varios familiares del paciente.
«¢) realiza la prueba correspondiente.
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4. Un profesor desea conocer los resultados obtenides por sus alum-
‘nos en un examen. Para ello,
a) califica él mismo los cuestionarios.
b) nombra una comisién para que califique los cuestionarios,
¢) intercambia los cuestionarios de manera que cada alumno ca-
lifigue uno que no sea el suyo.

5. Una trabajadora social desea saber de una persona su ‘sueldo;
numero de personas que dependen de ella, ntimero de habitaciones
en la casa, etc. Para ello,

a) interroga a la persona en su trabajo.
b) interroga a la persona por teléfono.
¢) visita a la persona en su domicilio para recabar los datos.




2. Necesidad del muestreo

En los ejemplos vistos anteriormente presentamos: situaciones donde!
no es necesario tomar datos de grupos muy numerosos de personas o de
objetos. Sin embargo, en muchas ocasiones es necesario obtener infor-
macién ‘de conjuntos muy numerosos, lo cual, como veremos a conti
nuacion, plantea serios inconvenientes.

Ejemplo. Antes de planear una campana para la erradicacion de
la tuberculosis, necesitamos saber cuantas personas en el pais padecen
esta enfermedad. El exsminar a cada uno de los habitantes del pais
presenta serias dificultades. Entre otras, que no contamos con el ntimero
suficiente de médicos; que el costo seria muy elevado y que se requeriria
de mucho tiempo.

Ejemplo. Un fabricante de: cierto tipo de vélvulas electronicas (bul-
bos) necesita saber cudntas resultaron defectuosas en la produccién de
la dltima semana, que resulté ser de 50,000 piezas. (Este dato es muy
importante, ya que, si el niimero de piezas defectuosas es muy grande,
se debe suspender el trabajo y revisar los sistemas de produccién. O
bien, si el nimerc de piezas defectuosas €s bajo, la produccién puede
continuar). En esta situacién, el examinar 50000 bulbos uno por uno
es antieconomice y dificil, pues requeriria muchos aparatos probadores,
muchos empleados y mucho tiempo.

Cuando no es posible, como en los ejemplos anteriores, tomar los
datos de todos los elementos de un conjunto muy numeroso, lo que hace-
mos es tomar los datos de sélo algunos elementos del conjunto. A esa
parte del conjunto en la cual tomamos la informacion le damos el nom-
bre de muestra.

Ahora bien, no perdamos de vista que la informacién que podamos
obtener de una muestra nos debe seryir para inferir un resultado que
sea valido en el conjunto de donde se exirajo esa muestra.

Asi, por ejemplo, en el caso de las vilvulas electrénicas, supongamos.
que se toma una muestra de 100 piezas y se examina. El objeto no es
saber de esas 100 piezas cudntas estin defectuosas; el objeto es saber,
aunque sea aproximadamente, cuidntas piezas pueden estar defectuosas
entre las 500 000 que se han producido.

Un procedimiento para inferir un resultado a partir de una muestra
consiste en formar dicha muestra tomando: al azar algunos elementos
del conjunto y aceptar, con base en la teorfa de muesireo, que lo obser-
vado en esa muestra se presenta en la misma proporcién en todo el
conjunto que se estudia.

Aunque generalmente el resultado que se infiere a partir de la mues-
tra y la situacién real en el conjunto no son iguales, la aproximacién
que se obtiene es de mucha utilidad en la practica.

Ejemplo. En una universidad de 9 000 alumnos, se tomdé una mues-
tra al azar de 300 alumnos y se encontré que, de ellos, 100 hablan in-
glés. jAproximadamente cuintos alumnos de la universidad hablan in-
glés?
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Para encontrar la respuesta a esta cuestion podemos establecer Ia
siguiente proporcion:

100 &
300 9000
9000 % 100

Respuesta. Aproximadamente 3 000 alumnos de esa Universidad ha-
blan inglés.

Ejercicio 2. Tal como se hizo en el ejemplo, use proporciones para
resolver los siguientes problemas.

a) De una urna con 500 canicas, se extraen 50 al azar y se encuen-
tra que 15 son negras y 35 son blancas. ;Aproximadamente cuéntas
canicas blancas hay en la urna? ;Y cuéntas negras?

b) En una escuela secundaria de 700 alumnos se eligen 100 de ellos
al azar, se les practica un examen coproparasitologico y se encuentra
que todos ellos tienen parasitos intestinales. jAproximadamente cuintos
alumnos en esa escuela secundaria estan patasitados?

¢) En una poblacién de 3 000 habitantes, se eligen 200 personas al
azar y se encuentra que, de ellas; solamente 150 saben leer. jAproxi-
madamente cudntas personas saben leer en esa poblacion?

d) De 7500 lavadoras se toma una muestra al azar de 150. Se
encuentra que en la muestra hay 80 defectuosas. ;Aproximadamente
cuantas de las 7500 lavadoras son defectuosas?

e) De 100 000 accidentes automovilisticos, se considera una mues-
tra de 800 al azar. Se encuentra que, de esa muestra, 750 ocasionan
pérdidas de menos de $500.00. ;Aproximadamente cuantos de los 100 000
accidentes ocasionan pérdidas de menos de $500.00.

En todos los problemas anteriores hemos insistido en que los ele-
mentos de la muestra se tomen al azar. Esto es de vital importancia,
pues el procedimiento que seguimos para inferir un resultado sélo es
valido en esas condiciones.

Analicemos las. siguientes situaciones para aclarar un poco eso de
elegir la muestra al azar.

1. En una ciudad de 5000 habitantes se sabe que hay mas de 1000
personas menores de 20 afnos. Se desea saber con una mayor aproxima-
cién cual es el numero de habitantes que tienen menos de 20 anos.

Elegimos una muestra de 100 habitantes entre los transefintes de
una calle en la mafnana de cierto dia. Como resultade encontramos que
de esos 100 habitantes hay 7 que son menores de 20 afos. Por lo tanto,
establecemos la proporcién

7T =
100 5000
en la que x es igual a 350, porque
7 X 5000
T

e inferimos que 350 habitantes de la ciudad son menores de 20 afios.
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+Coémo estd esto? Si sabemos que en esa ciudad hay mas de 1000
personas que son menores de 20 anos, jpor qué llegamos a este resultado
incorrecto? : -

En una primera presentacion del caso, podemos pensar que las 100
personas fueron elegidas al azar, pero, desde luego, esto no fue asi, pues
hay que considerar que la gente que transita por una calle a determinada
hora es un grupo con caracteristicas especificas, En este caso también
hay que ver que a la hora en que se realizo el interrogatorio, la mayoria
de los estudiantes’ (muchos de los cuales soni menores de 20 anos) es-
taban en sus escuelas y no tuvieron ninguna oportunidad de ser elegidos.
Como vemos, la muestra no fue tomada al azar y ello dio lugar a infe-
rencia incorrecta. .

2. Es muy frecuente, sobre todo en la radio y en la television, oir
expresiones como: “8 de cada 10 personas fuman cigarros de tal marca”
0 “3 de cada 5 dentistas recomiendan tal dentifrico”, ete. Pero en esos
anuncios comerciales nunca mencionan cémo fueron elegidas las 10
personas o los 5 dentistas, ;

En este tipo de propaganda, a los publicistas no les interesa presen-
tar datos correctos; sino servir a los intereses de sus patrones.

Ejercicio 3. Diga en cada caso si el dato que se infiere es correcto
o equivocado.

a) Al interrogar a 50 dentistas de una clinica se encuentra que 40
de ellos usan el dentifrico z. Se infiere que 4 de cada 5 dentistas en el
pdis' usan el dentifrico z.

b) Un trabajador falta dos lunes consecutivos. El patrén dice que
tal trabajador falta todos los lunes. _ '

¢) Durante cierto concurso de popularidad, de 100 cartas que llegan
a un canal de T.V., hay 75 que favorecen al locutor Pérez. Se declara
que ¢l 75% de los televidentes, en el pais, votan por el locutor Pérez.

d) De 20 empleados de una oficina, hay 14 que usan camisas w.
Se infiere que en el pais 7 de cada 10 empleados usan camisas w. '

e) En cierta colonia, se visitan 250 hogares y resulta que en 125
de esos hogares se escucha la estaciéon radiodifusora k. Se infiere que
en la mitad. de los hogares del Distrito Federal se escucha la estacién k.

RN

116



3. Parametros estadisticos
Media aritmética

En el campeonato mundial de fatbol de 1974, para escoger un equipo
como fayorito, algunas personas tomaron en cuenta, entre otros factores,
la edad, considerando que en general los ‘equipos con jugadores mas jo-
venes tienen mayores posibilidades de iriunfo.

¢Como podemos comparar las edades de log jugadores de un equipo
con las edades de los jugadores de otro equipo? Por ejemplo, si las eda-
des (en anos cumplidos) de los jugadores de Holanda fueron: 19, 18,
23, 21, 22, 17,20, 19, 20, 20, 19, v las edades de los jugadores de Italia
fueron: 26 25, 24, 32,23, 21, 17, 27, 27, 20 y 21, Una forma de hacer
esto es obtener el promedio de_ las edades en cada equipo 'y comparar
los resultados.

Usted seguramente recuerda que para obtener el promedio de n datos
se suman éstos y el resultado se divide entre 7.

Asi, en el caso que mos ocupa tenemos que el promedio de edades
en el equipo holandés era de 19.8, pues

19 + 18 + 23 + 21 + 22 + 17 + 20 + 19 + 20 + 20 + 19 = 218
19.8
11218
Y en el équjpo' italiano el promedio de edades era de 23.9
26 + 25 + 24 4+ 32 + 23 + 21 + 17 + 27 + 27 + 20 + 21 = 263

23.9
11[263

En conclusion, el promedic de las edades de los jugadores de Italia
es mayor que el promedio en edades de los jugadores del equipo de
Holanda,

Como la palabra promedio se emplea de muchas maneras diferentes,
para evitar confusiones y distinguir este promedio de otros, lo llamare-
mos media aritmética o, simplemente, media.

Ejercicio 4. Conteste las siguientes cuestiones:

a) En un examen semestral un alummo obtuvo las siguientes cali-
ficaciones; 8,9, 6, 5,4, 7, 5, 10 y 6. ;Cuil es la media aritmética de
ellag?

b) En una oficina el consumo diaric de energia eléctrica, durante
una semana, fue de 35, 20, 17, 42, 28, 70 y 19 kilovatios-hora. ¢ Cuil
fue en promedio el consumo diario durante esa semana?

¢) Los pesos de los jugadores de un equipo de voleibol son 70, 65,
72, 76, 83, 62, 73, 69, 71, 64 y 63 kilogramos. ;Cudl es la media arit-
mética de estos pesos? '

d) Se sabe que 5 es la media aritmética de los siguientes datos:
8,4, % 7y 3. ;Cudl es el valor de x?
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e) Si x es la media aritmética de los siguientes datos: 8, 5, 6, x,
8, 3, x. (Cual es el valor de x?

El promedio o media aritmética es uno de los pardmetros mas usa-
'dos en Estadistica para comparar conjuntos de datos.

Mediana y meoda

Es verdad que la media aritmética da una idea general acerca de
un conjunto de datos y permite establecer comparaciones con ‘otros con-
juntos de datos. Pero, para ciertos fines, este parametro resulta insu-
ficiente.

Por ejemplo, Sutomo Koyama, entrenador del equipo japonés que
‘compitié en el VII Campeonato Mundial de Voleibol, declaré que en su
equipo el promedio de estatura es de 1.90 metros. Esto nos da una idea
acerca de las estaturas de los jugadores; pero con ese solo dato no es
posible saber cuantos jugadores miden mas de 1.90, cuantos miden
menos de 1.90, cuantos hay con la misma estatura, etc.

Cuando es necesario proporcionar un poco mas de informacién sobre
un conjunto de datos se puede hacer uso de otros parametms estadisti-
cos como la mediana y la moda.

Estos parametros son muy faciles de obtener. Por ejemplo, veamos
cémo se obtiene la mediana en el caso de los jugadores japoneses:

Se sabe que las estaturas de esos jugadores eran: 1.86, 1.83, 1.94,
1.91, 1.82, 1.91, 2.05, 1.80, 1.85, 1.91, 1.81, 1.80, 2.08. Para obtener
la mediana lo primero que hacemos es ordenar los datos de menor a
mayor:

1.80, 1.80, 1.81, 1.82, 1.83, 1.85, 1.86, 1.91, 1.91, 1.91, 1.94, 2.05,
y 2.08, Si el nimero de datos es impar, el dato que queda justo a la
mitad de la lista, es la mediana En este caso la mediana es 1.86.

Si el nimero de datos es par, la mediana es la media aritmética de
los dos datos que quedan a la mitad de la lista.

Por lo que respecta a la moda, este parametro es simplemente el
dato que aparece con mayor frecuencia. Asi, en el ejemplo que nos
ocupa, la moda es 1.91.

Observaremos a continuacién que cuando conocemos la media, la
mediana y la moda de un conjunto de datos tenemos una mejor idea
de ese conjunto.

Por ejemplo, con respecto a las edades de los 13 jugadores del equipo
de voleibol que compitié por la U.R:S.S., se sabe lo siguiente: |

Media: 22.8
Mediana: 23
Moda: 20
La media aritmética nos da una primera idea general; la mediana
nos indica que hay 6 jugadores con menos de 23 afios y 6 jugadores con

mds de 23 afios y la moda nos indica que la edad que mas se repite en
los jugadores es 20 anos.
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Ejercicio 5.

a) En un equipo de basquetbol las estaturas de sus 9 jugadores son:
1.75, 1.80, 1.90; 1.95; 1.87, 1.90, 1.90, 1.75 y 1.92 m. ;jCuantos juga-
dores miden mds de 1,807

(Cudl es la estatura promedio?
¢Cual es la estatura que mas se repite?

b) Las edades de los: 8 empleados de una fabrica son: 23, 36, 35,
26, 24, 23, 26 y 26 anos. Encuentre la media, la mediana y la moda
de estos datos.

¢) Los pesos (en kilogramoes) de 8 jugadores de un equipo de 9
jugadores son: 81, 83, 70, 71, 79, 78, 83, 80. Si la moda tiene una fre-
cuencia de 3. Encuentre la media y la mediana de los pesos de los 9
jugadores.

d) Las estaturas de 9 jugadores de un equipo de basquetbol son:
1.68, 1.70, x, #, x, 1.97, 1.77, 1.78 y 1.80 m. Si la media de estos datos
es 1.75 encuentre la mediana y la moda.
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4. Distribueidn de frecuencias

En el manejo de algunos conjuntos de datos numéricos, hay ocasio-
nes en que se requiere una mayor informacion que la proporcionada por
los parametros estadisticos. Para darnos cuénta en qué consiste esa ne-
cesidad de informacion analicemos el siguiente ejemplo.

Los siguientes conjuntos de datos numeéricos (pesos en kg de los
jugadores de dos equipos de voleibel) tienen los mismos parametros
estadisticos;

(67, 68, 68, 69, 69, 69, 70, 72, 72,73, 74, 75, 75}
{60, 61, 61, 69; 69, 69, 70, 72, 72,79, 79, 80, 80j.

Estos dos conjuntos de datos tienen la misma media, la misma me-
diana y-la ‘misma moda. Ellas son:

Media: T0O.8
Mediana: 70
Moda: 69

Para tener una mejor idea de lo que catacteriza a cada uno de estos
conjuntos, haremos una grafica de barras para cada uno. Haremos esto
de la siguiente manera: en el eje horizontal anotaremos: los datos y en
el eje vertical su frecuencia. (Namero de veces que aparece un dato
en el conjunto.) Para facilitar el trabajo construiremos primero dos
tablas, uiia para cada conjunto,

81|62 (63 [6465 |66 | 6768 69| 70| 70| 72 [73 {74 |75 | 76 | 77| 78| 78 | 800

61|62 |83 |64 |65 | 661676816970\ 71 |72 737475 |76177|78|79]80

Con estas tablas resulta mas comodo elaborar las graficas corres-
pondientes.
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En estas graficas podemos apreciar qué es 1o que caracteriza a cada
uno de esos conjuntos de numeros que tienen los mismos pardmetros
estadisticos: Lo que les caracteriza es su diferente distribucién de fre-
cuencias.

A gréficas como las anteriores se les da tamkién el nombre de histo-
gramas. Por medio de un hlstograma vemos rapidamente cuil es la dis-
tribucién de' frecuencias en un conjunto de datos numéricos.

E-Je_l:cjxm)_ 6

a) Los siguientes conjuntes de datos tienen la misma media. Cons-
truya los histogramas: cortespondientes. para ver la distribucién de fre-
‘cuencias.

{4,5, 4, 4,4, 10, 10, 9, 10, 10}
(6,6, 7. 7.8, 9,/6, 8,7, 6)
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b) Los siguientes conjuntos de datos tienen la misma moda y la
misma mediana. Construya los histogramas. currespondzentes v vea cudl
es la distribucién de frecuencias,

(11, 14, 15, 18, 17, 14, 14, 17, 18, 18, 14}

{11, 14, 14, 15. 15, 16, 14, 14, 15, 17, 16}.
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¢) Los siguientes conjuntos de datos tlenen la misma meda y la
misma media. Construya los histogramas correspondientes.
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~ d) ;Qué parimetro o pardmetros son iguales en los conjuntos de
datos de los siguientes histogramas?
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) ;Qué parametro o parametros son iguales en los conjuntos de
datos de los siguientes histogramas?
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Soluciones a los ejercicios




Capitulo Primero

Sistema de ecuaciones lineales

1. Ecuaciones lineales

Ejercicio 1.

¢) no es solucion porque 10 + 1=£9
d) si es solucién porque 6 + 8.4 =9
€) no es solucién porque .4 + 9 =9

f) si es solucién porque 1 + 8 =9

1
g) st es solucion porque g =t BZ =

h) si es solucién porque 6% §s 2% =9.

i) si es solucién porque 145 + 7.55 =9

i) no es solucién porque 5.68 + 4.32£9

2. Grafica de una ecuacion lineal

Ejercicio 2.

Al frazar una recta que pase por dos puntos cualesquiera de la gra-
fica, todos los deméas puntos de ésta quedan contenidos en la recta,

Ejercicin 3

a) Todas las parejas dadas son soluciones de la ecuacién a + b =5

porgue
1 4 4=5 25 +25=5 42 + 8 =5
3+2=5 1.6 +34=5
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Ejercicio 4.

El punto azul tiene coordenadas (—.5,4.5) y el punto verde tiene
coordenadas (6, —2) Y son soluciones de la echiacién x + y = 4 porgue

—~5+45=14
6+ (—2)=4
Ejercicio 5.
a) y =6 b) y =15 ¢) y=19
d) y=-—15 e) x=28 f) x=4
g) x =8.5 hi) x = 8
Ejercicio 6.
a) x=1,4y = [6] b) x = 5,4 = [2]
3 47 4
| 1 1
e_)x=—~3,_y= f)x:"é—_y=7§
g) x=[8]y=4 hy x= [0} g =7
. B 2
1)x=@y=—2 J)x—ﬁgsyug
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Ejerecicio T ¥ Ejercicia_ 8.

% | 2 6 7 |4.4 -4'%’ 3
y |3 — —oll 6| = 8
' 4
Ejercicio 9.
ya
a) x +y=23 !

Lo
o |w | ol

b) & + 3 =2

O g | bo | e
=)

x|y
2| 0
==
e
5| 2
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Ejercicio 10,
a) 2x ty=>5 b) 3x + 2y = 10

Q*

c) x —y=0 d) x+ 2y=4

Ejercicio 11.

Las dos graficas se inter-
secan en el punto (3, 2).

La solucién coman a las dos ecuaciones es la pareja x = 3, y = 2.
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Ejercicio 12.

No hay ninguna soluciéon comun a las dos ecuaciones;

Ejercicio 13.

a)l ey = 18 b) x + 2y = 30
c) 3x — 2y = 26 d) a—-b=5

S A2 3 a 12 _
g) 10x + 20y =2 000 h) 2x + 3y = 84

3. Sistemas de ecuaciones lineales. (No hay ejercicios)

4. Resolucién grafica de sistemas de ecuaciones

Ejercicio 14.

Problema 1.

Importe de 3 pinas y 2 melones 3p + 2m = 12

Importe de 2 pinas y 4 melones 2p + 4m = 12

El problema se describe con el siguiente sistema de ecuaciones:
3p + 2w = 12
2p+4m=12
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t=t

Bz

/

|
[
—\ 7 il
7
|

L

La solucién al sistema es la pareja p =3, m = 1.5,

Respuesta. Una pina cuesta $3.00 y un melén cuesta $1.50.

Problema 2.
x = 2y
=2y =0
2+ 20= 12

‘Para saber cuanto es x 'y y debemos resolver el sistema

i
il

]s
|
B

|

!
_f -
L

En la grafica vemos que la solucion del sistema es x = 4, y = 2.

Respuesta. El largo del rectdngulo es 4 metros y el ancho es 2 metros.

Problema 3.
x+y=8
x—2
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X — 2=y

{x+y=8

x—y=2

En la grafica se ve que la solucién del sistema es la pareja x =5,
P

Respuesta. El distribuidor tiene 5 tractores y 3 carniones.

Ejercicio 15,

(1) 3x—2y:—= 13
2 -+ dy = 14

oA
Respuesta, En esa papeleria, \ o

un cuaderno cuesta $3.00 y _

una pluma cuesta $2.00. .
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| (bx At y=14
Ndx + 2y = 16

Respuesta. En esa tienda,
el kg de maiz cuesta $1.50 y el
| kg de {rijol cuesta $5.00.

[T |

Respuesta. n es el ni-

mero —3 y r es el nime- WESHESS BSIES —
10 4, 10 [ | | | |
| !

 Ejercicio 16.

1 =1 2. =23
y=1 y=2

3. x=3 | 4 x=9
y=4 y=3

P 6. No tiene solucion
y=2>5

7. Hay una infinidad de soluciones.
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5. Resolucion algebraica de sistemas de ecuaciones ‘

Ejercicio 17.
a) x =95, y=-—-9 b) x=—6,
SYm= =2 dya=2, b=3 _ |

[l
|
W

Ejercicio 18.
a) x=21, y=-—-20 b) x=3,4y=4
¢)x=6, y=-—1 d) m.=3,t =5

Ejercicio 19.

a) x=2,y=3 b) x="7 4y =15
ey % = 10, 4:=2.5 d)ua= 1.5 b= 35
e)p=12, g=1

Ejercicio 20.

1. (x+y=—30 o ~

Respuesta. Los nimeros son —13 y —17,

2. [ + =500 _
{x+50_ x =995,y = 275
Respuesta. El primero colocé 225 ladrillos y el segundo 275 ladrillos.

3. {A+B=112

B % A =63.5B =485

Respuesta. Un 4ngulo mide 63.5 grados, otro mide 48.5 grados y el
‘tercero es el suplemento de la suma de estos dos, o sea, 68 grados.

4. (A +B =430 _ y,. -
{A—B=1.‘20 A =275, B = 155
Respuesta. A contiene 275 litros y B contiene 155 litros.

5. x+ y=40 B _
{.Sx + .4y = 29.8 s =limate
Respuesta. Se compran 17 timbres de $.80 y 23 timbres de $.40.

B, x + y =29
| 50x + 20y = 1 000

Respuesta. Le dieron 14 billetes de 50 pesos y 15 billetes de 20 pesos.

x=14 y = 15
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2% 4y = 220 M= e

7. { xX—y= 20
Respuesta. En una dieta normal hay 80 gramos de proteina y 60
gramos de grasa.
8. { x+ y= 25
5

x + 20y = 380 % =8g= 17

Respuesta. Hay 8 billetes de 5 pesos y 17 billetes de 20 pesos.

9.{x+ y— 28

Respuesta. Se cortaron el pelo 12 nifos ¥y 16 adultos:

10. { X+ y= 130
3.5

x+b5y—630 = 0y =T0

Respuesta.  Se vendieron 80 boletos para damas y 70 boletos para
varones,
11. { x+ y=50

1 "
dx -+ iy = 95

% = 20, y =30

Respuesta. El lado A C mide 20 metros, el lado G D mide 30 me-
tros, el lado E F mide 80 metros y el lado F O mide 15 metros.

12. Y= = 5 e e e
{3y+3x=7_5 #=10,y =15

" AC = VIO' ¥ 15* = VI00 + 295 = /325 = 18.03

Respuesta, Las medidas de los lados son:

AB =10, BC =15, AC = 18.03 (apr'oximadamentej

ABr= 30, B¢ = 45, A'Cl= 54,08 (aproximadamente)

13; {.oax + .06y = 250

A7x + 00y — 475 X = 2000, y = 1500

Respuesta.  Su sueldo sin descuentos es de 2.000 pesosien la ‘'secun-
daria y 1 500 pesos en la primaria.

14. (2x + 3y = 4750  (porque son 5 litros de $ 9.50)
3% + 2y = 52.50  (porque son 5 litros de $10.50)

x = 12.50, y = 7.50

- Respuesta. Una clase de alcohol es de $ 12.50 el litro y la otra
clase es de $ 7:50. €l litro.

15, Xt y'=T465 x = 5632
- 1.052x + .095y = 467 y — 1833

Respuesta. Fsa corona teniz 5632 gramos de oro y 1833 pramos de
plata.
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1
1= §y. = 65 X = 60

3"
16: i 3
2’6 = 0 y =4

a) El automévil A hizo sus recorridos a 60 kilémetros por hora.

b) El automdévil B hizo sus recorridos a 40 kilometros por hora.

¢) En el primer caso, el automovil A recorrié 45 kilémetros y en el
segundo, 30 kilometros,

d) El automévil B recorrié 20 kilometros en el primer caso y 30 ki-
I6metros en el segundo..

17. Si los digitos de n son @ y b, podemos plantar las ecuaciones

a+ b=11
y 10a + b+ 45 = 10b + a
De agqui obtenemos el sistema _

a+ b=11

9a — 9b = — 45
Resolviendo el sistema encontramos que

a=3yb=28
Por lo tanto, damos la siguiente respuesta:

Respuesta. El numero n es 38. Y si se invierten sus digitos serd 83.

TN 77T\
(IR 77 [

ey

I 2 2 X1
112 66 &y
22230 )
< A\
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Capitulo Segundo

La notacion exponencial
y sus aplicaciones

1. Exponentes naturales

Ejercicio 1.
e) 5* = (5) (5) (5) (5) =625
£) 142 = (14) (14) = 196

g) 50 =50
h) (—4)*= (—4) (—2) (=4) (—4) = 256
i) (=5)'=—5

i) (3.4)2= (34) (34) = 11.56
k) (—2.5)* = (—25) (—2.5) = 6.25
1) (—1.2)F = (—1.2) (—12) (—1.2) = — 1.728

m) (V4): = (Vd) (V) =(2) (2) =4

n) (V7)2=(V7) (VT)

0) (4a)*= (4a) (4a) = (4) (4) (a) (a) = 16a*

p) (Tx)t= Tx

q) (2r)° = (2r) (2r) (2r) = (2) (2) (2) (=) (r) (r) =8

r) (=8a)! = (—8a)(—3a)(—3a)(—8a) = (—3)(—3)(—3)(—3)
= (a)(a)(a)(a) = 8la*

8) (x+3)2= (x + 3) (x +3)

t) (6 +a)*= (6 +a) (6 +a)

u) (= L)E= (y — 40 (Y= 1) (4 — 1)

2. Polinomios

(No hay ejercicios)

3. Multiplicacion de polinomios

Ejercicio 2.
a) 44-4°=4.4.4-4 - 4.4 =4 =4

4 factores 2 factores
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b) 6i-6: =6 +6:-6 - B-6= 6.3 2. — \GY

3. factores 2 factores

% (3) (3)3_3_3_3_3.3 ba s 3_(3)5«* 3)s
4 4 4 4 444 444 4 "(4
k____.._v..__»' \._Y__J
5 fnpia‘r.e_s 3 ‘factores

d) (2:9)%-(2.9)° = (2.9) (29) (2.9) (29) (2.9) (2.9) (2.9) =
k___.Y i S J

2 factores 5 factores

(2.9%" = (2.9)"
€) (=2)8-(—=2)*=(-2) (—2) (—2) (—2) (—2) (=2) (—-2) =

Y Y
3 factores 4 factores

(=2 = (2
£) 53.5: =5.5.5. 5 : 5= 53 = 59
.

3 factores 2 factores

g) aé.a-l‘;a.a.a.a_.a.a.a.a_.a_.a:qﬂﬂzam
\& J I —-
'

6 factores 4 ‘factores

N) o0«xs =X - XX © XXX XXX = X =

i A . J
W Y

5 factores 8 factores

Ejercicio 3.

a ) T2 T = "TaNt =70

b) 6364 =6°++ =67

©) (—4)H(—4) = (—a) = (—ay®
) (~2)%(—2)* = (~2)w = (~2)
ENNE3MRGSHN= 35 — 3¢

1) (1:3)(1.3)>= 1.3+ = 1.3°

g) 36%:36% = 365+m

h) 45 45v = 45#+v

A1) STt —perss

j) 82.8s gt =Fersrd= g

k) (—6.2)%(—62)'(—6.2)" = (—6.2)% = (—6.2)*
by @?-at-a = grev

m) (3x)*(8x)t= (3x)*+* = (3x)°
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n) (@+b)(@+b)y=(athb)s=(a+hb)
0) (5)-(8)"= (5)*+ "= (5)¢

p) (2x)°-(2x)" = (2%)"+ 4 = (2x)*

q) m*m =m'*t = mt=m

D) P di=ge s 0 = A=

Ejercicio 4.

a) 3a® (2a%) = 6a*

b) —2m(—Tm*) = 14m’

c) —1.8r2(2.3r2) = 4.14r*

d) 2a? (3a?) (2a°) = 12a"

e =g s —Banaiios — s

£) 2a°b* (3a®b?) = 6a°b®

g) —2mn® (—1m3*n) = 2m'n?®

h) —3axy (—2a%xy*) = 6a'xy*

1) 2uy*2® (—3x*y’z) = —6xty'zt
1) —3x%yz (Bxyz) = —2.4x%y°2*

k) m? (3m® + 2m?) = 8m® + 2m!

1) 22202 4 B +72)i=2xF - Byt 4 2x°
m) 7 (2xr + 2x% + .5) = 2xr® + 2x%* + 57

n) &b (2ab* + 3a?) = 20°b* + 3a‘b

0) —2bp(—5b° + 2b* + 3b) = 10b° — 4b* — 6b°
P) —3mn(—2m*+ 3nz — 1) = 6m*n — 9mn* + 3mn

Ejercicio 5.

a) (y+3)(y+2)=y"+5y+6
b) (x+ 6) (x— 2) =x* + 4x — 12
c) (m+ 4)(n—13) =n*— 9n — 52

d) (x—g)(r+i) st e
4 2 4 8

e) (a+5) =a*+ 10a + 25

) (x —5)=x— 10x + 25

g) (x — 15)2 =22 — 3x + 295
h) (y +4.9)? =y + 9.8y + 24,01
i) (x+ d)2 =% + 2xd + &2

i) (x—d)2=x2 — 2xd + d
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4, Division de polinomios

Ejercicio 6.

4

a) 32 = 6 porque 6 X 6' = 6*

&
b) S (—12)2 porque (—12)% X (—12) = (—12)*
(—12)2 '
(13.4) o . . g
—— = [(134)* 3.4)? 13.4)7 = (13.4)
©) (g ~ (13:4)° porque (13:4)" X (13.4)° = (134)
(~14.5)" o e o
= (—14.5)* por —14.5)? X (—14.5)" = (—14.5)®
d) ¢—jgey = (T148)° porque (~145)° X (~145)" = (~145)
e) n:’ = n* porque n* X nf = ¢
f Tw—r" rque 18 X 12 = pie
) == porg

]

g) 1: = «° porque 7 ® X 7% = =”
¢

Ejercicio 7.

2) - = 4%

b) =— = 18%

c) ——». — = (—=10)*

AN LD

£) ~2 =
g)

h)
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LG SR

(-ty)r (@ 5y)*

VT e

X £y

Ejercicio 8.

Comprobacion: (5a*)(4a*) = 204°

— 14y7

b) s

Comprobacion: (—Ty?)(2y°) = — 14y
8b
_2b3
Comprobacién: (—4b)(—2b*) = 8b*
_st
R
Comprobacion: (1,2x*)(—5x%) = —6x*
12ask*
“Bab
Comprobacion: (—4a*h*)( —3ab®) = 12a°h°

— 3610w
f = Y R 0
) Sttw® &

c) = —4b

d) = 1.2x*

e) = —dgipn

Comprobacién: (—4t)(9t'wt) = —36 Fows
0 20 - o
Comprobacién: (—.9hk?)(—4 hk2) = 3.6 2 ks
") Ty =
Comprobacion: (4xy®)(1 2x%yt) = 4.8x7y?
i) 18a* + 9a® — 27a*

9a* _
Comprobacién: (2a* +a — 3)(9a2) = 18a* + 9a® — 97az
1 O — 3t + Bt

- —Boc®

Comprobacién: (—.Tx* + 6x — .12)(—5x") =3.5x — 3x* + 6x*
24a'b’ — B6ab® — 160

k) e = Ba?b — 9a — 4b

T

=2a*+a—3
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Comprobacion: (6a’b — 9a — 4b¥)(4a’h?) =
_ = 24a°b® — 36a'h* — 16a'b°
by — 1877 + 5.47° — 1.(}.8?‘ + 12670 S5 ort i g — D
_6?-2
Comprobacion: (37" — .97 + 1.6517 — 2.1r) (—612) =
= — 1817 + 5.41r° — 10.8 + 12.60*
) —48x7y — 8.4x7y° + 15.6'y" + 38.4x%y°
123 -

—dxt — Txty + 1.3xy° + 3.2y°

Comprobacidn: (—4x' — Tary + 1.3xy" + 3.2¢°)(12x%*) =
= —48x7y* — B.4x"y® + 15.6xy" + 38.4x%y

5. Exponentes enteros negativos

Ejercicio 9.

1
=F = S=—i—ae o=
a) 2% === =125
1 1
b) 5% =—"—=——_ = .008
) 5 125
1 1
10"3:_..__:._.:.
c) e 100 L

2N2 1 25
el e =
(5) =
- 1 1
BN=a 1 — 1 ==
8) (—4)" = o5 = gg = 1015625
h) <'x/€)-2=—;_ -5

6?

4 16
1) (=.3)" = = ek 123.45679
- (—.3)* .0081 i
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Ejercicio 10.

d) ,‘%2_:4.-2
&) .515:5-3
pl-d_s
g) 51; = 3i g
h) "11" = 10+
i) 1'16 = ,11—1= 10+
) 7 010'0 ", 1;& =104
) 101}00 . 12* 1
) Tzﬁ%?foﬁ 5 Igs = 107

Ejércicio 11.

a) 3+> 3

c) 5P < 58

e) 3*< 3

g) 82> 8

i) 92 < 90

k) Tr=1°
m) |0t = 0¢

o) (=3)2> (—3)>
q) (=4)°>(-4)°

b) 2t > 20

d) 62> 62

£ Tl 7%

n) 10+ < 10+

) =1

1) =1+

n) I*>0

B) (—2)F < (=—2)7
) (=Dr<

Ejercicio 12.
a) 545 =5 = 125
b) 10+- 10 = 10 = 10
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1 1
= 2_] — = = =
i 2 32
d 64--: 64 4—(64)—:!— l — l
) (040 (04)" = (BT = 1o a7 ~ 262,144
1 1
=0, =2 i E— =
&) M L0 = O e = 107006 000
, 1 1
it: IS b= i R
S =1 = —n = e
g) 10710 = 10° = 100 000
1 1
8, = o= T — o =
) 105103 Bt S e
e 1 1
H . T =8 % B — A = e
i) 104-10-*-10 10 10 100
J) 7o, 'r—xo = ri =
4-3 1 1
k —, = A== .,
) 4z 47 1.024
52
1) __5_3 =54 =625
10+
2= _
_Il) -27-? =128 =R
3 "
o) S 3 = 27
10°
T i —
p) 1= = 10° = 100 000 000
10
— ==
q) 1o~ 10 1
- 10+ 1 1
; —u il =
D 15 = 1% =15 = 10000
it
5) —— = f°
=
16b- —5
t) —mz= — 57 = ——
) 35 B
x4 ;o
u) x Ty =Xy
—20a-°b? :
— Eg-Bl10
V) A 5a°b
3 B = P
W 12ax* + 6ax 18ax- e l 3
6ax* x



6. Notacion cientifica

E_jercicio 13.

a) 10 = 10! ¢) 1000 = 10°

d) 10000 = 10* e) 100000 = 10°
£) 1000000 = 10° g) 10000000 = 107
h) 1000 000000 = 10 i) 1=10°

Ejerecicio 14.

b) 10° = 100 000

¢) 10¢ = 1 000/000

d) 107 = 10000 000

e) 10t =10

£ 100 =1

g) 10" =10..,0
AT T
1, CEros

Ejercicio 15.

1 1
b 10_2 —— =
) 10° 100
1 1
10" =3 =
e 100 10
1 1
d) 104 =~ =+
) 10° 10 000
1 1
e 105 = — = -
) 10° 1000000
Bios—
10° 100 000
1 1
10_“ = = =
8) 10° 1000 000 000
1 il
h) 10+ = e
) 10" 10...0
e
T CEeros
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Ejercicio 16.

. 1 1 |
! ]_ = - — == == et
h)i00 1000 10 A
1 1
ol .1 A= B, B 101
¢) 0 10
1 1
) = = 10~
800 10000 10'
e 1 1
- e e 1 Ty
e) 00001 =—emss — 100 10
. 1 T
000001 — = — 10-!3
£) 1000000 10
000 000 001 = 1 [ T
Bl 001 = 556 000600 10¢
1 i
1 _I = o p——— . -
D0 00 10t
1 1
V== ——— =000
1) 10 10° 10000 e
w2 N
k) 10-+* = 107~ 100 01
o= — : = 0000001
107 10000000 -
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Ejercicio 17.

a) 3% 107 = 3 000
b) 8 X 10¢ = 80 000
¢) 5X10°=5

d) 9 x 107 = 900
e) 95 % 10° = 95 000 000
£) 342 X 107 = 34200
g) 3874 X 10* = 38 740
h) 86.7 % 102 =8 670

i) 3.42 % 102

=13 420

i) 3.05 X 10* = 30 500
k) 1.2% 10t = 12 000

1) 21.478 % 10° = 2 147 800
m) 0867 x 10+ = 867



n) .04 X 10* = 40
0) .000367 X 10" = 00367
p) 1000367 X 10¢ = .367

Ejercicio 18.

a)) 136 X 10 = 36><l—t,— :'i’—g=3.6

b) 875 X 10 =875 X = =§%% =875

c). 35 10 =35 X 1—;7 = 1?}30 = .035

d) 398 X 10 = 398 X _1;__ =z 0:;930 5 = 00398

e) 6.3 X 102 = 6.3 X —lé_ = 1—6(% = 063

f) 7.6 X 10+ =176 X 1;4 = 076%0 =.00076

g) 3.875X 10 = 3,875 X é = 1%37(}?)0. = 00003875
h) 896.7 x 10+ = 896.7 X 1_;] = %66-‘-7— = 89,67

i) 125.73 x 10~ =I125,73. X 1_107 = -113%% = 012573
i) 086 X 10-* = .086 X F}L :- ]'—%?}% = 000086

Ejercicio 19.

a) 36000 = 3.6 % 10

b) 850 000 = 8.5 X 10~
c) 56 000 000 = 5.6 X 10
d) 8 =8 X 10°

e) 50 000000 000 = 5 % 107
£) 85300 = 8.53 X 10°

g) 9.875 = 9.875 X 10°
h) 8597.2 = 8.5972 x 10
i) .025 =25 % 10

i) 100397 = 3.97 X 10~
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k) .000000081 = 3.1 X 10
1) .000000003 = 3 x 10~

Ejercicio 20.

a) 5% 10° = 5000

b) 1.8 X 10* = 18 000

¢) 6.36 X 10" = 63 600000
d) 1.501 X 10* = 1 501

e) 5.25 X 105 = 525 000 000
f) 6.384 X 10° = 638.4

g) 1.7 X 105 = .0017

h) 3.25 X 10+ = 000325

i) 3.6 x 10t = .36

i) 9.9 X 10-'® = .00000000099

Ejercicio 21.

Distancia al Sol
(en kilémetros)

Mercurio 5.8 X 107
Venus 108 660 06060
Tierra 1.5 % 108
Marte 230/000 000
Jupiter 7.8 X 10°
Saturno 1.4 < 10¢
Urano 2 800 000.000
Neptuno 4.5 X 10°
Pluton 5 900000 000
Ejercicio 22,
Didmetro de un neutrén 000 ... 15
12 ceros
Masa de un neutrén .000 ... 17
23 ceros |
Didmetro de un electrén 5.6 X 10
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Masa de un electron 9.1 X 102

Diametro de un proton 000 ... 18
\_.‘I,._J
13 ceros
Masa de un proton 000 .., 17
23 ceros

Ejercicio 23,

a) 37000000 X 1500000 = 3.7 X 107 X 1.5 3 10 =
= 5.55 X 10™ = 55 500 000 000 000

b) 30000 000 % 3 600000 000 =3 X 107 X 3.6 X 109 =
= 10.8 X 10" = 1.08 X 10" = 1080 ... 0
——

15 ceros
c) 27 000000 X .05 = 2.7 X 107 X 5 x 102 =
= 18:5 X 107 = 1.35 X 10° = 1 350 000

d) .00011 X 3000000 = 1.1 X 10 X 3 X 10¢ =
= 3.3 X 10* = 330

e) 000008 X .00012 = 8 X 10" X 1.2 X 10~ ='9.6 X 10 =
.00000000096

£) .000013 X .0046 = 1,3 x 10 X 4.6 X 10~ = 5.98 X 10~ =
.0000000598

g) 35000 % 8 000 X 5000 = 3.5 X 10% X 8 X 10¢ X 5 X 107
=140 x 10° = 1.4 X 10* = 140 000 000 000

h) 80 000 000 X 40 000 X .00003
=8 X 107 X 4 X 10* X 3 X 10 = 96 X 10°
= 9.6 X 10¢ = 986 000 000

Ejercicio 24,

36000000 36X 10° _36  10'

a)

90000 9 x 10* o
= 4 X 10° = 4 ¥ 102 = 400
48000 4.8x 10* 48 _ 10f _
b = S48 O R
) 120000 1.2 x 10° 1.2 X 07 4 X 10 4
30000 3x10° 3 10 _
) 7000000 4 10° =0 age ol

= 7)5 X 10~ = .0075
2000000 2% 10° 2 10 o |
) 5000000 5% o —5 —for ~ 2 X 10°=4x107=4
st ks DR TS e 3300 000
08 3x10° 3 “qor_ 28~ |
. T200000 72x10° 7.2 108

0012 19 x10% T o9 °7 0= 6000000000
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0016 _ 1.6 X 10:' 16 10+ .

BT ARies, i e S st =g
. 03045 3.045 < 10" 3.045 . 10 3 !
) Soo1s 15 X ior 15 o 203X 10*=203

i) 3.6 X 200 % .3 _ 36 X 20X 102 X 3 ><.IO“
600 X 1800 6 % 10 X 1.8 X< 10°
3l 2 e 30 e 0 21.6 10!
=T 515 = | T = 05 x.—lﬁ?= 2 X 10 = .0002
.. 30000 X 1800 % .005 3x 10" x 1.8 X 10* X 5 X 10+
V) —Soooxs0000 5% 10 X 2% 10° =
_3X18X5 10'x 100X 104 27 100 _
5 o¢ 28 10%< 10¢ 10 107
= 2.7 % 10~ = 0027
Problemas.
1. a) H’: 1.02 ¥ 10*= 102
b) La distancia, en unidades astronémicas, del Sol a
Pluton es 39.3
Urano es 19.8
Jupiter es 5.2
Mercurio es .386

2. a) 9.1 X 102 X 270 = 9i1 X 102 X %7 X 102
= 24.57 X 10 = 2,457 % 10+
La masa de un meson pesado es de 2,457 X 10-** gramos
b) 9.1 X 10-% x 2200 = 9.1 X 10 X 22 X 10°
= 20.02 X 10" = 2.002 x 10> :
La masa de un hiperén es de 2,002 X 10*' gramos

1 1

c) 9 X 104 X = 0.1 X 10 X .
) 000 2. 10%

= 5.1 X 104X % X 10~ = 455 % 10-4

La masa de un neutrino es de 4.55 X 10

1.8 X 10
d) —/—— = .321 X 10' = 3.21
) 5.6 X 10

El diametro del protén es 3.21 veces el diametro del electrén.
9.1 X 10+




Capitulo Tercero

‘Ecuaciones de segundo grado

1. Ecuaciones de la forma x* =

Ejercicio 1.

a) o = V=2

Xo: 4:_‘2
c) y» = V64 =8
y:z _m

=
e) n, = V625 =25

= —V6.25 = —25

b) x,=v36 =6
Y = BE=b
d) ay= V121 = 11

ap = = V121 = 11

£y, = V10,24 = 3.2

X, = —v10.24 = =32

Ejercicio 2.

a) x; = 53,99 b) » = 35
X, = —53.99 Yo'= —35
c) m = 6.782 d)} m =11018
n: = —B6.782 ro—=—11:18
e) sy =13 f) ky = 1.8
8; = —1.3 k, = —1.8:
g) b, =2.236 h) ¢, = 4.359
b, = —2.236 o, = —4.359
i) =20
=0
Ejercicio 3.
a) x, =4 b) y. =6
X, = —4 Y. = —B
¢e) ny=18 d) rnn=13
n,= —1.8 Tor= — 1.3
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Ejercicio 4.

a) Ecuacion: x* = 81 b) Ecuacion: n® b4l
Medida del lado: 9 Medida del lado: 12
¢) Ecuacion: y* = 73.96 d) Ecuacion: ¢ -~ 9.61
Medida del lado: 8.601 Medida del lado: 3.1
e) Ecuacion: a* = 3.61
Medida del lado: 1.9

2. Ecuaciones de

la forma (x +d) =1r

Ejercicio 5.

a) Ecuacién:
b) Ecuacién:
¢) Ecuacién:
d) Ecuacibn:
e) Ecuacion:

f) Ecuacién:

(x + 2)* = 196; x = 12
(x + 6)? = 225; x =9
(x + 8.1)2=420.2; x = 12.4
(x — 8)* = 484; x = 30
(x — 13.5)® = 210.2; x — 28
(x—3.7)2 = 18:49; x = 8.001

Ejercicio 6.

a) a; = 11
x = — 17
c) B, =15
n, = — 33
e) x = 14.5
x;=—1"758
g) y» =63
Y= — 23

b) y. = 7.5
Y= — 9.5
d) x; = 18
x,=—6
) =74
Ta= — 72

3. Ecuaciones de

la forma =* +2dc +d* = v

Ejercicio 7.
1) 5
4) 10
7) .7

152

2) 4 3) 6
8) 1 6) 1
2



Ejercicio 8.
a) a® + 10% + 25 = 49
(x -+ 5)* = 49, por lo tanto, x; = 2, x, = —12
Comprobacion:
1) (2) + 10(2) + 25 =4 + 20 + 25 = 49
2) (—12)7 + 10(—12) + 25 = 144 — 120 + 25 = 49
b) ¥»+8y+16=29
(y +4)*=9, por lo tanto, ys = —1, yo = —7
Comprobacion:
1) (—1)?+8(—-1) +16=1—-8+16=09
2) (=7 +8(=7)+16=49 — 56+ 16 =29
¢) n®— 12n + 36 = 81
(7 — 6) =81, por lo tanto, n, = —3,n.—= 15
Comprobacion.:
1) (=8)*—12(—3) + 36 =9 + 36 + 36 = 81
2) (15)* — 12(15) + 36 = 225 — 180 + 36 = 81
d) x% — 20x + 100 = 64
(x —10)2 = 64, por lo tanto, x, = 18, x, = 2
Comprobacidn:
1) (18)* — 20(18) + 100 =324 — 360 + 100 = 64
2) (2)2— 20(2) + 100 =4 — 40 + 100 = 64
€) a2+ 1.4x + 49 = 1.44
(x + .7)? = 1.44, por lo tanto, x; = Sox = —1.9
Comprobacion
1) (:5)* + 1.4(.5) + .49 = 25 + 70 4 49 = 1.44
2) (=1.9)* + 14(—1.9) + .49 = 3.61 — 2.66 + .49 = 1.44

1 9
f 2= ey e
PRSI s
( — 1)2— £ or lo tamnto =0 — h
¥73) 1P = 4
Comprobacion
= "
s B Dld s
4 4 "3 1 16 1 16
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Ejercicio 9.

Se encierran en rectdngulos los trinomios de los incisos a, b, ¢, e,
fyh

Ejercicio 10.

a) a4+ 22% + 1921 = (x + 11)?
b) n* —4n + 4 = (n — 2)*

¢) 2 + Bx + .16 = (3 + 4)°
) & + 6% + .09 = (x+ .3)7

1 1\*
f A B —— = =
) Y y+4 (y 2)

i) +Eny (2)2 = (r +'2)2
3 \8) 3

Ejercicio 11,
a) x* — 10x -+ 25 = 289

(x —5)* =289, por lo tanto, x; = —12, X, = 22
b) x* + 14x + 49 = 529
(x4 7)? = 529, por lo/tanto, x; = 16, x, = —30
c) x* + 3.4x + 2.89 = 196
(x + 1.7)* = 196, por lo tanto, xy = 12,3, x; = —15.7
d) ¥* — 12y + 36 = 13.69
(y — 6)* = 13,69, por lo tanto, v, = 9.7, ;= 2.3
e) a2 — 10.4a + 27.04 = 14.44
(a — 5.2)* = 14,44, por lo tanto, a, =9, a. = 1.4
£) v + 10.6r + 28.09 = 75.69
(r + 5.3)* = 75.69, por lo tanto, r, = —14, r. = 3.4
g) 2% + 1.6z + .64 = .36
(z + .8)% = .36, por lo tanto, z, = —;.2, zn— —1.,4
8 16 25
h) tg—gt-l--g—=§
4\ 2

2 95 !
t——) =—,porlotanto,t, =3, t = —=
( 3) 9 por 1 3

Ejercicio 12.
a) x% + 6x + 9 b) ¥ + 16x + 64
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c) x*— 10x + 25
e) p*+3p + 2.25
g) y*— 26y + 169
i) a4 1.9x + .36

d) x*— 12x + 36
£) 2% — 5211625
h) ¥ + 30x + 225
i) ar— 2% + .01

. La ecuacion general de segundo grado

Ejercicio 13.

: m 1 _2
a) X =— ’xEFS
1
c) xlz—_-2—, Sz == )
e) &, =10, %= — 6
g) X =—3, xa=—4
1
1arEe—1, a_e:a:_-é-
4 6
K= g ==

) % = 3.5, % =15

l.
d) Xy ==, Xg = “‘-é‘
' 1
i) x1=3, xZ: _Z

h) ;’Xl: _3, x2:1
: 5]

J) Xy == Xy = — 1

3!

1) x, =10, x;— — 3.1

T X= — B, War— (2

Ejercicio 14.
a) 4x? - 2x 45 =0
a =4, b =9 ¢=5
b) 7x* — 14x — 15 =10
a=7,b=—14,¢=—15
c) 3x* + 6x —6 =0
a=13; b = 6 ci—B

d)gxz—él_x+53=o
e S B b g
4 o 5
e) 2x* + 8x— .3=0
a=2 b=8,¢c=—.3

£) 100" — 14x + 18 =0
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a=10, b= — 14, ¢=18
g) 6x? 4+ 9x — 17 =0

a=6 b=9 ¢c=—17
h) 2 —x—9=0

a=1, b=—1,¢c=—9

Ejercicio 15.

a)x1=—2,_x2=—1 b)21:5222-:_3
C) xl = _2.5,. xg: _'2 d) yl':_ 1:,_ y2=3

3 - 1
e)nl:—i,_ng:—z E)x1=§,xz=‘*a
g_ 1 2) 2 4

h) La ecuacién y* — 121 = 0 se puede presentar como y* + Ox —
121 = 0y entonces tenemos que aquia = 1, b =0 y ¢ = —121, Las solu-
ciones son 1; = 11 y y» = — 1L

i) La ecuacién & — .81 = 0 se puede expresar asi: t* + Ox — .81 =0,
enlaquea= 1,b = 0yc= — .81 Lassoluciones son t, = .9y tz= — .9.

i) La ecuacién 72 + 7r = 0 se puede expresar como 7 + 77 + 0=0
y los valores de @, b y ¢ en este caso son @ =1, b =7 ye = 0. Las solu-
ciones de la ecuacién son ;=0 y 7= — 7.

Problemas.

a) Eecuacién: x(x + 1) = 156
22 +x— 156 = 0
Soluciones de la ecuacion: x, = 12, x; = — 13

Primera respuesta: [El consecutivo de 12 es 13, por consiguiente, los
dos numeros buscades son 12y 13,

Segunda respuesta: El consecutivor de — 13 es — 12, por consi-
guiente, los nimeros buscados también pueden ser —13 y —12.

b) Ecuacién: x(x + 4) = 285

X% + 4x — 285 = 0
Soluciones de la ecuacion: =xy= 15, x. = — 19
Respuesta: El terreno mide 15 metros de ancho y 19 de largo.
¢) Ecuacion: E(i;i = 950 o bien, x* — 5x — 500 = 0.
Respuesta al problema: b= 20, h = 25.
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d) Un cateto mide 22 metros; el otro 27 metros.
e) Ecuacién: 3¢ + 2t — 56 =0

Soluciones de Ia ecuacién: t, =4, t, = _'%Ei

Respuesta: A los 4 segundos el proyectil recorre 56 metros.
f) Ecuacién: # + 8t + 1 = 154

t2 5t i8t—153 =10
Soluciones de la ecuacién: + =9, t. — —17

Respuesta: Se requiere un tiempo de 9 segundos para que haya 154
bacterias.

g) Ecuacién: & + 6t = 40
2+ 6t —40 =0
Soluciones de 1a ecuacién: t =4, t, = —10

Respuesta: Se necesitan 4 horas para que se evaporen 40 mililitros
de ese liquido.

h) El problema se puede plantear con el siguiente sistema de ecua-
ciones:

(yi—x=13
{.y - x = 300

Despejando y en la primera ecuacién tendremas:
y=13+=x
Si‘ sustituimos y en la segunda ecuacién tendremos:
(18 + x)x = 300

Esta ecuacion se puede expresar asi:

x? + 13x — 300 = 0
Las soluciones de la ecuacién son x, = 12 y x, = — 25.
Sustituyendo x, en y = 13 + x tendremos:

y=13 + 12 = 25
la. Respuesta: Los niimeros son: 25 y 12,
Sustituyendo x, en y = 13 + x tendremos:

y=13 + (=25)= —12

2a. Respuesta: Los niimeros son: —25y —12.

i) Ecuacién: (x+y= 19
xy = 84
Procediendo como en el problema anterior tendremos:
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X =7 Yo = 12
X, = 12 Yo =7
Respitesta: Los nimeros son 7'y 12

i) Si el perfmetro mide 26 metros, entonces la base y la altura del
rectangulo suman 13 metros. Si llamnamos x a uno de los lados; el otro
medira 13 — x, Como el area es 40 mietros, tendremos que:

x(13 —x) =40 o bien —&* + 13x —40 =0

La ecuacién —x? + 13x — 40 = 0 tiene las soluciones x; = 8, %, = —5.

Respuesta: Las dimensi‘gn'es- del rectangulo son 8 metros y 5 metros.
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‘Capitulo cuarte

Probabilidad

1. Experimentos deterministicos y experimentos aleatorios

2. El espacio muestra

Ejercicio 1.

a) El conjuntao'de los 12 meses del 4ho.
b) Las 40 cartas.

¢) Las 25 personas.

d) Las 28 letras del altabeto espaniol.
e) Los 40 000 billetes,

£) Las estaciones de radio que se escuchan en el D. F.

J 1

|

h) Las 14 fichas de domind.

i) Las 52 cartas.

J) Las 6 caras laterales de la perinola.

3. Probabilidad de un evento

Ejercicio 2.

a)3  by1 )2 d)o el

£) 10 g) 20 h) B0 i) 15 j) 0

k) 13 1) 26 m) 48 n) 13 0) 39
p)L  g)l r) 2  s)3 t) 3

Nota. Vea el inciso g de las respuestas al Ejercicio 1.

Ejercicio 3.

4 0 9 5 a3 i 1
a) 55 - M1ETr 9% e = a9 100 000
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ks S AT I ] 4 2 1 o
e B e
25 5 40 4 6 3 28 3
Ejercicio 4.
a)
‘ - z Evento “sacar un rey”
¥ : Probabilidad 4 1
del evento 2 3
Rey Reina Sota
b)
* g i ) Evento “sacar un corazén”
'S . . . Probabilidad I
:- i del evento 12 4
¢ ’ ’ ’ Nota. En la baraja inglesa la
Rey ~ Reina  Sota figura Q se denomina espada.
)
» ; < Evento ‘sacar un rey”
v . . Probabilidad 4 _ 1
del evento 12 3
Rey Reina Sota

x\Ne @°

Evento ‘'sacar mayor que 47

Probabilidad 12 8
Ban : 28 7
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S R e Evento “sacar una espada”

Probabilidad 7 — 1
- L] » - = a - ] 28 4

e ©

£
~ ¢ . . Evento “sacar menos de 7"

. Probabilidad 15 — 5

36 12

EEEEEREE

—

Nota. El evento “sacar menos de 7" sucede si al tirar los' dos dados;
la suma de los nimeros de las caras superiores es menor que 7.

4. Unién de eventos

Ejercicio 5.

{ ) 8 ) 28 7i 59 26 1
Ve 1 Ys m Y m Ye 1953
5. Interseccién de eventos
Ejercicic 8.
1 9 1 0 0 5 3
—_— b B e 2] e = e 0 3 e = o Bl
Ve Mo Dm0 Vg °) 55~ o8

Nota. Las cartas sota, caballo y rey no se consideran menores que 7.
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6. Probabilidad de la unién de dos eventos mutuamente exclusivos

Ejercicio 7.

1 _ 1,1 10 3 .1 23
DV3ta 13 PlETiTs W5 tETm

| 1 ' 1 1 1
Jelin. L OIS 1

1000 ' 10000 10000

7. Probabilidad de Ia union de dos eventos no mutuamente exclusivos

Ejercicio 8.

a)(1+1_1__(17__1_16
13 "4/ 53 52) 59 5

20 3 1 5 1 30 9 41
b) (5*5)‘15—(57)‘5"9— 3 90
o (Ll _1_(7)_l=5__-£=13
5 9) 20 \10) 20 20 20 20
9 1\ 1 _ /i1y 1 _ 62

4 (§+§)_7_(E) e
1 I 1 "9 1 9 9, i
(4 5) 10 (20_) 10 20 20 20
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Capitulo Quinto

Estadistica

1. Recoleccion de datos

Ejercicio 1.

1.c), 2.b), 3.c¢), 4. a), 5 ¢c)

2. Necesidad del muestreo

Ejereicio 2.

35 x 356 X800
Aproximadamente 350 canicas son blancas y 150 son negras.
. 100 Xx .
b —_— e ; =
) 156~ 700 £ =40

Aproximadamente 700 alumnos estdn parasitados en esa escuela se-
cundaria.

150 & 150 X 3000 _
®) 500 ~ 3000° ¥=——agpo 220
Aproximadamente 2 250 personas saben leer en esa poblacion.
80 e 80 X 7 500 y
= = tes by igs
) 750 _ 7500 = 150 i
Aproximadamente 4 000 lavadoras: estin defectuosas,
750 x 750 x 100 000
) 800 ~ 100000 ¥ 800

Aproximadamente 93 750 ocasionan pérdidas de menos de $500.00

Ejercicio 3.

a) equivocado, b) equivocado, ¢) equivecado, d) equivocado, e€)
equivocado,

3. Parametros estadisticos

Ejercicio 4. a) 6,66, b) 33 kilovatios-hora, ¢) 69.81 kg
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3+4d a7 +3 8+5+6+x-1-8-+K34%a

d) 5 — =5 €) = —
83+4+x+7+3=25 2x + 80 _
7
17 +x = 25 2% + 30 = 7x
x=8 30 = 5x
x=6

Ejercicio 5. a) 6 jugadores miden mas de 1,80, La estatura promedio
es 1.86. La estatura que mds se repite es 1.90, b) La media es 27.375
afios; la mediana es 26 y la moda es 26. ¢) Como la moda tiene frecuen-
cia 3, el dato que falta es 83. La mediana es 80 y la media es 78.66.

1.68 + 1.70 . o, i 1.8
d) 1 +x+x!x_+17'?~lk 70k 1.Y8 - 021.7’-5
105 + 3% — 175
9
10.5 + 3x = 15.75
8x = 1575 — 105
3x = 525
x = 1.75
La mediana es 1.75, la moda es 1.75.
4. Distribucion de frecuencias
Ejercicio 6.
a)
4 . 4
FE: : 9
i | i —
1| i 1 |_ L |
4 |5 I B 7 "B e 55 O R T R T
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i o ‘
l it a

d
) Ninguno.
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Apéndice

Tablas de raices cuadradas




A veces resulta dificil hallar “mentalmente” la raiz cuadrada de un
numero racional. En casos asi podemos efectuar el calculo necesario uti-
lizando el mecanismo que aprendimos en la escuela primaria. O bien,
podemos ahorrarnos bastante esfuerzo consyltande una tabla de: raices
cuadradas,

Las tablas que damos en este apendice pueden utilizarse para obtener,
en forma aproximada*, la raiz cuadrada de ntmeros racionales expre-
sados en notacién decimal con un méaximo de 4 cifras significativas.

Para darnos una idea de lo que son cifras significativas y cifras no
significativas en un numero, a continuacion mostramos en algunos ejem-
plos las cifras significativas en rojo y las no significativas en negro.

82 74000 708100
.00436 00001 013005
3,050 728.70 6.0001

Ahora ilustraremos el uso de las tablas por medio de algunos ejemplos.

Ejemple. ;Cual es la raiz cuadrada de 8237

V823 =

En las tablas; en la columna marcada con' x. localizamos €l nimero 82
y en la misma fila, en la columna marcada con 3, encontramos dos . con-
juntos de cifras.

i
123| 456 | 789
x| 0 123 456 789
I SUMAR
82 -2 869
9 072

Elegiremos uno de estos conjuntos de cifras de acuerdo con la siguien-
te regla:

Si el nimero tiene un numerc impar de cifras, se elige el primer con-
junto (contando de arriba hacia abajo). Si el numero tiene un numero
par de cifras; se elige el segundo conjunto.

En este caso, como 823 tiene tres cifras, elegimos el primer conjunto,
2869. Estas son las cuatro primeras cifras significativas de la raiz cua-
drada de 823.

La raiz cuadrada de 823 estard formada con una parte entera y una
parte decimal. Para determinar la parte entera dividimos nuestro nitmero
en periodos de dos cifras, de derecha a izquierda, en la siguiente forma:

w

4 Las raices cuadradas que se encuentran. en las tablas son en su mayoria, aproximaciones
Tacionales:
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Solo se forman dos: periodos. La rvaiz cuadrada de 823 tendrd enton-
ces dos cifras enteras. Asi es que
V823 ='28.69
Ejemplo. ;Cudl es la raiz cuadrada de 8 230 000 000?

En las tablas se manejan Unicamente las cifras significativas, que
en este caso son 823. Buscamos en la columna ¥ el numero 82 y, como
8230 000:000 tiene un numero par de cifras (10 en total ), tomamos en
cuenta el segundo conjunto de cifras, o sea, 9072.

Determinemos ahora €l niimero de cifras enteras de la raiz:

82 30 0o . 00 00
NESINE AL RE R

Son 5 periodos, Por lo tanto, la raiz cuadrada debe tener 5 cifras enteras.
Como la tabla sélo nos proporciona 4 cifras de esta raiz, completamos

con un cero y tenemos resuelto el problema.
V82301000 000 = 90 720
Ejemplo.

V2938 000 =
El numero 2 938 000 tiene cuatro cifras significativas que son 2 938.

Buscamos en la columna x el ntimero 29 y en la misma fila, en la
columna marcada con 3, encontramos 2/ conjuntes de cifras.

123 | 4586 |78]9

el 193 456 |789
SUMAR
29 1719 9
5413 7

Como el numero considerado tiene un numero impar de cifras, elegi-
mos el primer conjunto (1 712). Como la cuarta cifra significativa del
nimero 2938 000 es 8, buscamos el numero que esté en la columna
marcada con 8 (en rojo en la ilustracion) y en el mismo renglon que
1 712. Este numero es 2. Sumamos ahora 1 712 y 2,

1712 + 2 =1 714.

1 714 son las 4 cifras significativas de la raiz cuadrada que se busca.
I.a parte entera de la raiz se calcula como antes:

2 93 x 80 5 00
NE IR AN
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Hay cuatro periodos en el nimero. Asi es que su raiz cuadrada tendra
vuatro cifras enteras;

2938000 = 1714,

Con las tablas podemos calcular también las raices cuadradas de ni-
meros racionales menores gue uno. Observe los siguientes ejemplos:

Ejemplo.
V000386 =

Las cifras significativas de este numerg sont 386. En las tablas, tene-
mos, para’ estas cifras. lo siguiente:

123|456 |789
x |0 123 456 789
SUMAR
38 > 1965
6 213

Para saber cual de estos conjuntos de cifras debemos €scoger proce-
deremos con el numero .000386 en la Siguiente forma:

Al dividir €l nimero en periodos de dos cifras, partiendo del punto
decimal, observamos que en uno de los periodos la primera cifra signi-
« ficativa del nimero (el 3) queda junto con una cifra no significativa.
En casos como éste se escoge el conjunto de cifras del ‘primer ‘renglon
(1965).

(Supongamos que'deseamos ericontrar la’ rafz cuadrada del ntmero
00386, que tiene las mismas cifras significativas que el nimero consi-
derado en el ¢jemplo anterior.)

Al dividir en perfodos de dos cifras este ntimere encontramos gue

00 _38 6
la primera cifra significativa queda junto con otra cifra significativa. En
este caso se debe escoger el segundo conjunto de cifras (6213)..
Volvamos a nuestro ejemplo.

Una vez elegido ‘correctamente el conjunto de cifras; y considerando
que la raiz cuadrada de un ntmero racional menor que 1 es menor gue
1, procedemos a colocar el punto decimal, como'se ilustra en el siguiiente
esquema;

Numero .-OO.___ 03 86,
Raiz del nimero 0O 1 965

169



A cada pareja de ceros correspondera un cero después del punto de-
cimal. A la primera pareja en que haya al menos una cifra significativa
corresponderd la primera cifra significativa del conjunto obtenido ‘en las
tablas. De esta manera tenemos que

. y/.000386 = 01965

Ejemplo.

v.002743 =
Las cifras significativas de este nimero son cuatro: 2743,
Diyvidimes el ntmero en’ periodos de dos cifras:
00 27 43
Como la primera cifra significativa forma pareja en otra cifra signi-
ficativa, en las tablas tendremos que usar el segundo conjunto de cifras
de los que se encuentran en el renglon correspondiente al numero 27.

123 | 456 |789

) 12,3 456 789 SUMAR
97 1655 1_
|5235 3

Por consiguiente. las cifras significativas de la raiz seran:
5235 + 3 = 5238

' Ahora anotamos €l punto decimal en la raiz:

Numero 00, 27, 43
o \r,f - \_Tf
Raiz cuadrada 0 5 2 38

Por lo tanto,

V.002743 = .05238

Con las tablas también podemos encontrar la raiz cuadrada de un
racional como 467.5. Observe el procedimiento en el siguiente ejemplo:

Ejemplo.

VA467.5 =

Las cifras significativas son 4 875,

170



123 |456|789]|

X 0 123 456 7889 SUMAR
. — ]
46 2161 4
6834 '

En este caso utilizamos ‘el primer renglon porque &l numero de cifras
antes del punto decimal es impar.
Por consiguiente, las cifras significativas de la raiz son
2161 + 1 =2 162
Se determina la parte entera de la rafz usando la parte entera del

nuamero 467.5.

2 1

La raiz constara de 2 cifras enteras, por lo tanto,

V4875 = 21.62
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HAICES CUADRADAS

x o I 2 3 4 g 6 7 8 9 123|_456.]739
SUMAR
I0 | 1000 | 1005 ICK0 LOT§ | 1020 1025 1030 | 1034 1039 1044 f Ol 1} 22 3| 3 4 4
3162 | 3178 3104 3209 | 3225 3240 3256 | 327¢ 3286 3302 | 235| 6 8 10 | 11 1314
IT' | 1049 | 1054 1058 1063 | 1068 107z 1077 | 1082 186 ol fen|2z2 3| 3 4 4
3317 | 3332 3347 3362 | 3376 3391 3406 | 3421 3435 3450 | 134 | 6 7 9 | 101243
12| 1095 | Tioo rios 1iog || Tit4 rfiBpizz | rr2y ni3r w36 forn |2 2 oz 3 34
3464 | 3479 3493 3507 | 3521 3536 3550 | 3564 3578 3592 | 13 4|6 7 B 10 f113
13| 1140 | Lr45 1149 10153 | DI58016271066 | 1170 TI75 {79 o bt 2°2 2| 3 3 4
3606 | 3619 3633 3647 | 3661 3674 3688 | 3701 37153728 | L 34|67 8 | 1OTI I3
E4 | 1183, 1187 1192 1196 | 1200 (204 1208 | p21z r2ryi2eplon i | 2.z 2| 3 3 4
3742 | 3755 3768 3762 [ 3795 3808 3821 | 3834 38473860 | 1 34|57 8| 9012
15 | 1225 | 1229 1233 1237 | 1241 1245 1249 | 1253 1257 0260 fo 1 1|22 2| 3 3 4
3873 | 3886 3899 3912 | 3924 3937 3950 | 3962 39753987 | £ 34|56 8| 9u0 Iz
T6 | 1265 | 1269 1273 1277 | 1281 1285 1288 | 1202 1296 r3co fo L ¥ (2 2 2| 3 3 4
4000 | 40124025 4037 | 4050 4062 4074 | 4087 4099 4111 | 1.2:4 | 56 7 8 1o 11
17 | 1304 | 1308 1311 1315 | 1310 1323 1327 | 13301334 1338 Jo e v |22 2( 3 3 4
4123 | 4135 4147 4159 | 4171 4183 4795 [ 4207 4219 4238 | 124 | 56 7| 8 1o I
18 | 1342 | 1345 §349 1353 | 1356 1360 1364 | 13671371 1375 yO1 122 2) 3 3 4
4243 | 4254 4266 4278 | 42904301 4313 | 43244336 4347 | 12 4|5 6 7| B oI
19 | 1378 | 1382 1386 1389 | 1393 1396 1400 | 1404 1407 I4TT o1 1|22 2| 3 3 4
4359 | 4370 4382 4393 | 44054416 4427 | 4438 4450 4461 | 1234 6 7 B 910
20 | 1414 | 1418 1421 1425 | 1428 1432 1435 | 1430 1442 1446 Jo L 1 |22 2| 3 3 4
4472 | 4483 4494 4506 | 4517 4528 4539 | 4550 4561 4572 | 123 |4 6 7| & 910
25 | ‘1449 | ‘1453 1456°0459 | 1463 1466 1470 | 1473 1476 1480 o1 1 |k 2 2| 2 Z 3
4583 | 4593 4604 4615 | 4626 4637 4648 | 4658 4669 4680 12314 5 7| 8 910
22 | 1483 | 1487 1450 1493 | 1497 1500 1503 | 1507 1510 1513 o1 & |42 2| 2 2 3
4690 | 4701 4712 4722 | 47334743 4754 | 4764477547851 123 |4 5 7| & 910
23 |\I517 | 1520 1523 1526 | 1530 1533 1536/ | 1539 ¥543 546 o1 1|t 2 2| 2 2 3
4796 | 4806 4817 4827 | 4837.4848 4858 | 4868 4879 4889 | 123 |4 5 6| 7 8 9
24 | 1549 | 1552 1556 1559 | 1562 1565 1568 | 15721575 1578 | o X (L 2z 2 2 3
4899 | 4909 49194930 | 4940 4950 4960 | 497014980 4950 | 1 23| 4 5 6| 7 8 9
25 | 1581 | 1584 1587 1591 | E594) 1597 1600 | 1603 1606 1609 01 1|1 2 2| 2 2 3
5000 | 5010 5020 5030 | 5040 5050 50601 | 50705079 5089 {123 |4 5 6| 7 8 9
z6 | 1612 | 1616 1619 1622 | 1625 ¥628 1631 | 1634 1637 1640 ok i [ v 2 2| 2 2 3
5099 | 5109 5119 5128 | 5138 5148 5158 | 5167 5177 5187 | 123 |4 5 6| 7 8 9
27 | 1643 | 1646 1649 1652 | 1655 1658 1661 | 1664 1667 1670l 011 | 1 2 2| 2 2, Qi
5196 | 5206 5215 5225 | 5735 5244 5254 | 5263 5273 5282 | 123 |45 6| 7 8 9
28 | 1673 | 1676 1679 168z | 1685 1688 1601 | 1694 1697 1700l 00 7 | ¥ 2 2| 2 2 3
5202 | 5301 §310°5320 | 5329 53395348 | 5357 5367 5376 | 1 223 .4 5 §| 6 7 &
z9 | 1703 | 1706 1709 171% | 1715 I'?E'S: 720 | 1723 yyboryze| ol n| Eon 2l 2 20 3
5385 | 5394 5404 5413 | 5422 5431 5441 | 5450 5459 S468 | 123145 5| 6 7 8
30 | 1732 | £735 1738 1741 | 1744 1746 1749 | 1752 1755 1758 jot (1 € 2| 22 3
5477 | 5486 5495 5505 | 5514 55235532 | 5547 55505559 | 123|145 5| 6 7/ &
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RAICES CUADRADAS

| I ; B 6 8
x* 0 r 2 3 4 5 6 7 & 3 3“.5__‘7:9
. SUMAR
31 | 1761 | 1764 176_6 1766 | 1972 1775 1778 | i7%0 17831786l o 11 |1 1z (223
5568 | 5577 558615595 | 5604 5612 5621 | 5630 5639 5648 | © 2 3| 445|678
3z r,"Eg_ 1792 1794 1797 | rBoo 1803 1806 | 1808 1Bir 1814 l ok 1 |4 12| Z2 3
5657 | 5666 5675 5683 | 5692 5701 5710 | 57185727 57386 | 123 | 445 |6 7 8
33| 1817 | 1819 1B22 1825 | 1828 1830 1833 | 1836 1838 1841 | or 1 (112|223
5745 | 5753 5762 5771 | 5779 5788 5797 | sBos sBig 3822 | v 23 | 445|678
34| 1844 | 1847 1849 1852 | 1855 1857 1860 | 1863 1865 1868 | o 11 | i Wz | 223
5831 | 5840 5848 5857 | 5865 5874 5882 | 5891 sBoo 5008 | k23| 445|678
35 | 1871 | 1873 1876 «B79 | 1881 1884 1887 | 1889 1892 1895 | or 1 |1 12| 223
5916 | 5925 5933 5941 | 5950 5958 5967 | 59755983 5992 | 1 22 [3 45|66 7
36 | 1897 | 1500 1903 905 | 1908 1910 1913 | 1916 1918 1921 | o b ¢ /|1 2 | 2 2 3
6000 | 6008 6017 6025 | 6033 6042 6050 | G058 6066 €075 | 1 2 2 | 345 |66 7
37 | 1924 | 1926 1929 1931 | 1934 1936 1939 | 1942 1944 1947 | 0o 1 1 |1 1 2 |22 3
6083 | 6ogL 6090 6107 | G116 6124 6132 | 6140 6148: 6156 | 1 2 2 |3 45 |66 7
38 [ 1949 | 1952 1954 1957 | 1960 1962 1965 [ 19671970 1972 0 0 1 L (112|223
6164 | 6173 6181 6189 | 6197 6205 6213 | 6221 6229 6237 |1 22 [ 3 45|66 7
39 | 1975 | 1977 1980 1982 | 1985 1987 1990 | 199z 1995 1997 | 0o 1 [ 1 1 1 |1 22
6245 | 6253 6261 6269 | 6297 6285 6293 | 6301 6300 6317 | €22 | 345|667
40 | 2000 | 2002 2005 2007 |-2010 2012 2015 [ 2017 2020 2022 {0/0 & | 1 1 ¥ |71 2 2
6325 | 6332 6340 6348 | 6356 6364 6372 | 6380 6387 6395 | 1 2 2 | 3 45 667
41 | 2025 | 2027 2030 12032 | 2035 2037 2040 | 2042 2045 2047 | 00 1 [ 11 5|1 22
6403 | 6411 6410 6427 | 6434 6442 6450 | 6458 6465 6473 | 1 2 2 | 345|667
42| 2049 | 2052 2054 2057 | 2059 2062, 2064 | 2066 2065 207L | 0O | 1 & 4| 4 2 2
6481 | 6488 6496 6504 | 6512 6519 6527 | 6535 6542 6550 | 122 | 3 4.5 |66 7
43 | 2074 [ 2076 2078 2081 | 2083 2086 2088 | 2090 2093 2095 | 00 1 | 11 4| 122
6557 | 6565 6573 6580 | 6588 G595 6603 | 6651 6618 6626/ ) 12 2 |3 45 | 66 7
44/ | 2098 | 2100 2102 2105 | 2107 2110 2112 | 2014 2167 21190) oo 1 | 1 4 0 | i 2 2
6633 | 6641 6648 6656 | 6663 6671 6673 | 6686 6601 6701 | 1.2 2 345 |66 7
45 | 2121 | 2124 2126 2128 | 2131 2133 2135 | 21382140 2142 | 010 Uf ez e
6708 | 6716 6723 6731 | 6738 6745 6753 | 6760 6768 6775 | 1 v 2 | 344|566
46| 2145 | 2147 2149 252 | 2154 2156 2159 | 2161 2163 2166 | oo 1 | D 1t | 2 2
6782 | 6790 6797 6804 | 6812 6819 6826 | 6834 6841 6848 | 1 1 2 | 3 44566
47 | 2168 (2170 2173 2175 | 2177 2179 2182 | 21B4 2186 2180 f vio ¢ [t 1 |4 2 2
6856 | 6863 6870 6377 | 6885 6892 6899 | 6007 6914 6921 | 1 1 2 |3 44|56 6
48[ 2191 | 2193 2195 2108 | 2200 2202 2205 | 2207 2205 2211 § 0.0 F | E % 1| 42 2
6928 | 6935 6943 6950 | 6957 6964 6971 [ 6979 69866993 | 11 2 [ 344 |56 6
49 | 2214 | 2216 2218 2220 | 2223 22252227 | 2229 2232 2234 | 000 E | L I 1|2 2
7000 | 7007 7014 7021 | 7029 7036 7043 | 7030 7057 7064 | 1 1 2 (344|566
50 || 2236 | 2238 2247 2243 | 2245 2247 2249 | 2252 2254 2256 | o 1t [ 11 1 | 12 2
7or1 | 707817085 7092 | 7099 7106 7I13 | 7r20 7127 7134 | 1112 [ 344|566
st | 2258 | 2261 2263 2265 | 2267 2269 2272 | 2274 2276 28 oo b 0o | oz 2
7141 | 7148 7055 7162 | 7169 7176 7iBY | 7190 7197 7204 | 11 2 [ 344|566
52 | 2280 | 2283 2285 2287 | 2289 2201 2203 | 2206 2268 2300l oo 1 |V 1t | 12 2
7211 | 721817225 7232 | 7239 7246 7253 | 7259 7266 7273 | 1 L2 | 334 | 566
§3 | 2302 2304 2307 2309|2311 23132315 | 2317 2319: 2322 f 00 ¢ | v 1 1 |1 2 2
7280 | 728777204 7301 | 7308 7314 7321 | 7328 7335 7342 | 1L 2 [ 334|566
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RAICES' CUADRADAS

_ : _ lr2z3]456]789

x| o E 200y 4 5 6 7 B 9

_ SUMAR

54 | 2324 | 2326 2328 2330 | 2332 2335 2337 | 2339 2341 2343 | o0 L | 1 11 |12 2
7348 | 7355 7362 7369 | 7376 7382 7389 | 7396 7403 7409 | 1 12 [ 33 4| 566
55 | 2345 | 2347 2349 2352 | 23542356 2358 | 2360 23622364 | o0 L [T 1A |1 22
7416 | 7423 7430 7436 | 7443 7450 7457 | 7463 7470 7477 | 1 12 | 334|566
56 | 2366 | 2369 2371 2373 | 2375 2377 2379 | 2381 23832385 | o0i1 |1 14 | 22
7483 | 7490 7497 7503 | 75101 7517 7523 | 7530 75377543 | 1 12 | 334|566
57 | 2387 | 2390 2392 2394 2396 2308 2400 | 2402 2404 2406 | 0O 1 | L1 1 | Tz 2
7550 | 7556 7563 7570 | 7576 7583 7589 | 7596 7603 7609 | I 1.2 | 334|566
58 | 2408 | 2410 2412 2415 | 2417 2419 2421 | 2423 2425 2427 | o0 1 | T 1 1 | 12 2
7616 | 7622 7629 7635 | 7642 7649 7655 | 7662 7668 7675 | 1 1.2 | 23 4 |4 55
59 | 2429 | 2431 2433 2435 | 2437 2439 2441 | 2443 2445 2447 | oo 1 | L1 % |12 2
7681 | 7688 7604 770t | 7707 7714 7720 | 7727 7733 T40 f  v2 | 2 34455
60 | 2440 | 2452 2454 2456 | 2458 2460 2462 | 2464 2466 2468 | oo v | v 1 1|12 2
7746 | 7752 7759 7765 | 7772 7778 7785 | 7791 77977804 |t 1. 2 | 2 34 [ 4'5 5
61 | 2470 | 2472 2474 2476 | 2478 2480 2482 2484 2486 248'3_ 0oL (111|122
7810 | 7817 7823 7829 | 7836 7842 7849 | 7855 7861 7868 | 1 1.2 | 23 4.[ 4.5 5
62 | 2490 | 2492 2494 2496 | 2498 2500 2502 | 2504 2506/2508 | o 1 | L1 L |12 2
7874 | 7880 7887 7893 | 7899 7906 7912 | 7918 7925 7931 | 1 1'2 [ 234 |45 §
63 | 2510 [ 2512 2514 2516 | 25182520 2522/| ‘2524 2526 2528 | 0.0 1 g L (DT )
7937 | 7944 79501 7956 | 7962 7969 7975 | 7981 7987 7994 | r 1 2 [ 23 4 |45 5
64 | 2530 | 2532 2534 2536 2538 2540 2542 | 2544 2546 2548 | oo v | 11 0 |12 2
8000 | 8oc6 Boiz Bolor | Bozs 8031 Bozy | Bodq Boso '8056‘ 112234455
65 | 2550 | 2557 2553 2555 | 2557 2559 2561 | 2563 25652567 | 00 1 |1 11 | T2 2
o6z | 8068 Bo7s 8081 | BBy 8093 Bogg | Brob 8112 8118 | 1 12 | 234|455
66 | 2569 | 2571 2573 2575 | 2577 2579 2581 | 2583 2585 2587 a0 v (D10 | noz 2
Bi2q | 8130 Br36 8142 | Br4g Brss 8161 | 8167 81793 Bi79 | 112|234 |45 5
67 | 2588 | 2500 2502 2504 | 2596 2508 2600 | 2602 2604 2606 | 001 [ 1 ¥4 |12 2
8185 | 8ro1 Buo8 8204 | 8210° 8216 8222 | 8228 B234 Bauo | 1 12 |23 4|45 5
6% | 2608 | 2610 2612 2613 | 2615 2617 2619 | 2621 2623 2625 l oo v | D1 1|1 2 2
B246 | B252 8258 8264 | 8270 B276 8283 | ®289 8295 8301 | ¥ 12 | 234 | 4.5 5
by | 2627 | 2629 2631 2632 | 2634 2636 2638 | 2640 2642 2644 | 00 1 | L1 01| 1 2 2
8307 | 8313 8319 8325 | 8331 8337 8343 | 8349 8355 B36L | 1 12 | 234|455
70 | 2646 | 2648 2650 2651 | 2653 2655 2657 | 2659 2661 2663 | oo 1 [ 1 1 1| 1 22
83167 (8373 8379 B335 | 8390 B396 8402 | 8408 8414 Bazo | 112 [ 23 4|45 5
71 | 2665 | 2666 2668 2670 | 2672 2674 2676 | 2678 2680 2681 | oo L [ 1 11 [ 122
8426 | 8432 8438 8444 | 8450 8456 8462 | 8468 84738479 | 1 192 |2 3 4|45 5
7z | 2683 | 2685 2687 2689 | 2691 2693 2654 2606 2698 2700 | oo F |l r 1 1 |12 2
8485 | 8491 8497 8503 | 8509 Bsi5 8521 | 8526 8532 8538 | 112 | 23 4| 4'5 5
73 | 2902 | 2704 2706 2707 | 2709 2714 2713 | 2715 2717 2718 | oo L | T 1 1 |12 2
8544 | 8550 8556 8562 | 8567 Bs573 8579 | 8585 8501 8507 | 1 172 | 234 |45 5
74 | 2720 | 2722 2724 2726 2728 2729 2731 | 2733 2735 2737 [ @0 L | T 10 |12 2
B6oz | B6oB 8614 8620 | 86268631 8637 | 8643 86498654 | 11 2 [ 234 (455
75 | 2739 | 2749 2742 2744 | 2746 2748 2750 | 2751 27532755 f oo & [ 1t 1| nz 2
R660 | 8666 8672 8678 | 8683 8689 86_9_5 B70r Bjo6 8712 | 1 12| 234|455
76 | 2757 | 2759 2760 2762 | 2764 2766 2768 | 2769 2770 2773 f 00 1 | ¥t |1 2 2
8718 | 8724 8729 8735 | 8741 8746 Bys2 | 8758 8764 By6g | 1 ¥ 2 | 2 3.4 |45 5
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RAICES CUADRADAS

123456789
a (1] T2z 4 5 6 7 8 9 | — ]
SUMAR
77 | 2775 | 2777 2778 2780 | 2782 2784 2786 | 2787 2789 270t [o ol [0 11 | 122
8775 | 8781 8786 8792 | 8708 3803_ 8800 | 8815 882008826 0 1'1 2 | 234|455
78 | 2793 2?95_;796 2798 2800 2802 2804 | 2805 2807 2809 o oL |t E 1 | 1 22
8832 | 8837 8843 8849 | 8Bs4 8860 BBE6. | 8871 B877°88B3 | 11 2| 2234 | 455
79 | 2811 | 2812 2814 2816/ 2818 2820 2821 | 2823 2825 2827 oo 1 | 1D L | @ 22
8888 | 8894 ‘8899 8gos | Borr 8o16 8922 | 8927 8933 8039 | 1 1 2 | 234 |4 55
8o | 2828 | 2830.2832 2834 | 2835 2837 2839 | 2841 2843 284 o0 | a1 po |4 202
Bo44 | Boso Bgss 8961 | 8967 8972 8978 | BgB3 8989 8904 | 11 2 | 234|455
81 | 2846 | 2848 2850 2851 | 2857 2855 2857 | 2858 2860 2862 oo q | 1 it | 122
0000 | 0006 gotl gol7 | 90229028 9033 9039 9044 9050 | I I 2 | 2:3 4 (4 5.5
82 | 2864 | 28G5 2867, 2869 | 2871 2872 2874 | 2876 2877 2879 | o 01 |1 v p [k 22
9055 | 9061 9066 9072 | goy7 9oB3 988 | oo 9099 G1os | F I 2| 234|455
83 | 2881 | 2883 2884 2886 | 2888 2Bgo 28q1 | 2803 2895 2897 oo 1 |1 1| 1 22
9110 [ 9116 9121 9127 | 9132138 0143 | 9r49 9154 9r6o | I 1 233|445
84 | 2808 | 2900 2902 2003 | 2905 2007 ::909 2910 2012 2944 [l 0 1| I & L | [ 22
Q165 | g1yl 9176 4182 | 9187 9192 0198 | G203 6200 9214 |t f 2| 2.3 3 | 4 45
85 | 2915 | 2017 2914 2921 | 2922 2924 2926 | 2027 2029 2931 | o o1 | 111|122
9220 (19225 92309236 | 9241 ‘9247 9252 | 9257 9263 9208 | U r 2 |2 33 | 445
B6 | 2933 | 2934 2036 2_9-3_3_ 29392941 2943 | 2044 29._16_ 2008 000 1 | BT |02 2
9274 | 9279 9284 9200 | 9295 9301 9306 | 9311 9317 ¢3z2 | 1 & 233|445
87 | 2950 | 2951 2953 2955 | 2956 2958 2060 | 2961 2963 2965 | 0.0 F | I LI | 1 2 2
9327 | 9333 9318 9343 9349 9354 9359 | 9365 9370 9375 L L 211 23 3| 4475
88 | 2966 | 2068 2970 2972 | 2073 2975 2977 2978 2980 2682 o0 1 | {01 | 1 2 2
938% | ‘9386 9301119397 | 9402 '9407 9413 [ 9418 0423 o420 | v ¥ 2 | 2 33 | 44 5
89 | 2983 | 2085 2087 2088 | 29902992 2997 | 2095 2997 2998 Jo o0 1 |1 1 I | I 2 2
9434 | 9439 9445 9450 | 9455 9460 94667 | 9471 9476 9482 | v 2 | 2 3’3 [ 4 4 5
90 | 3000 | 3002 3003 3005 | 3007 3008 3010 | 3012 3013 3045 |00t | 11 b | 1 22
9487 | 9492 9407 9503 | 9508 0513 9518 | 05249529 o534 | T 1 2 | 2 3.3 4 4 5
91 | 3017 | 3018 3020 3022 | 3023 3025 3027 | 3028 1030 3032 | oot [ 110|122
9539 | 9545 95599555 | 9560 9566 9571 | 9576 9581 9586 | 1 r 2 | 2 3.3 44 5
92 | 3633 | 3035 3036 3038 | 3040 3041 3043 3045 3046 3048 o0 1 | 1 1| 122
9592 (16597 96029607 | 9612 9618 9623 | 66289633 9638 | 1 L2 | 2 33 | 4.4 5
93 [ 3050 | 305 30533055 | 30563058 3059 | 3061 3063 3064 | 00 T | I 1A |1 22
9644 | ‘9649 9654 9650 | 9664 9670 9675 | 9680 9685 9690 | 1 L'z | 233 | 4 4 5
g4 | 3066 3068 30693071 | 3072 3074 3076 | 3077 3079 3081 | 0lo 1 2 I [ 5
9695 | ‘9701 9706 971 | 9716 9721 9726 | 9730 737 9742 |1 1 2 | 2 3.3 |4 g 3
95 | 3082 | 3084 3085 3087 | 3089 3090 3092 | 3094/ 3095 3097 OO [ [ L1 1|1 22
9747 | 9752 97579762 (9767 97729778 97839788 9793 0 1 1 2 | 2 3. 3| 4.4 5
96" | 3098 | 3100 31623103 | 3105 3106 3108 | 3110 L T3 N Qo v | LA 1| (22
9798 | 9803 9808 9813 | 9818 D823 6820 | 9834 G839 9844 |1 T 2 | 233 44 5
97 | 3114 | 3116 37118 3;19, 3Ll 3122 3124 3'1_26 3127 3129 (00 0 | L@ | oz 2
9849 9854 9859 0864 | 9869 9874 9870 | 9884 0889 98oq |1 1 2 [ 233 |44 5
98 | 3130 | 3132 3134 3135 | 3737 3138 3140 | 3142 3043 3145 00 T | L 4 1 |1 22
98.99 9905 99109915 | 19920 9925 9930 | 9935 9940 9945 | T 1 2 | 2 3 3 | 44 5
99 | 3146 | 3148 3150 3051 | 3753 3154 3156 | 3158 3959 3161 o0 L [ B§p 4 |1 2 2
99350° | 9955 9960 G965 | 9970 9975 9980 | 9985 0990 9995 | 1 1 2 | 2 3 3| 4.4 5
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Capitulo sexto

Semejanza y congruencia




1. Figuras semejantes
- En el curso anterior de Geometria hablamos de figuras ‘semejantes.
Es decir, de aquellas figuras que tienen la “misma forma”,

En aquel curso le dimos mucha importancia al estudio de tridngulos
semejantes porque, segun vimos, la semejanza entre figuras -Epoligg}natlj}es ;
puede estudie través de la semejanza entre (ridngulos. (Basta para
ello qu

ue los poligonos se triangulen convenientemente. )

'P.ryli_gcnh: Poligono -_t:ia.ngpjada.

‘Ahora, en este curso de geometria, vamos a utilizar algunas ideas
dcerca de los tridngulos semejantes, que ya hemos estudiado. Una de ellas:
-es la siguiente definicion :

Dos tridngules son semejantes, si los tres angulos de uno de ellos

son repectivamente congruentes a los tres angulos del ofro.

Ejemplo. Los midngulos ilustrades a continuacién son semmejantes
pues /A = /A" /B ~ /By /0 =~ /C".

A"

Ejercicio 1. En cada inciso diga si los triangulos-ilustrades son o no
semejantes; (Para ello, mida con un transportador los' dngulos de cada
uno.)
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AQ =
IR =
El AABCyel APQR ________ semejantes.
Son; no son
AL -
M =

Los trisngulos RST y LMN _____________ semejantes.
' 'son; no son

c)

179



E] triangulo ABC y €l tridngulo AB'C’ __ semejantes.
s6n; No son
Otra de las ideas que vamos a manejar en este curso se refiere a la
relacion que hay entre las medidas de los lados de dos tridngulos seme-
jantes. Hemos enunciado esa relacion de la siguiente manera:

Si dos triangules son semejantes, entonces los lados respectivos

spn proporcionales.

Ejemplo. Los triangulos ABC y A’B’C’, vistos en el inciso ¢) del ejer-
cicio anterior, son semejantes, Si medimos en centimetros los lados de
esos triangulos, encontramos que las medidas son;

AB = 4, BC =2 y CA

o

3
AR = 8, BJC"'- = y C’A’ =6

8i dividimos los lados del tridngulo ABC entre los lados respectivos
del triangulo A’B‘C', obtenemos un mismo cociente;

AB. 4 1 BC 2 1 CA_3=1
AB 8 2 BEC 4 2 CA 6 2
Esto es,

AB _ BC _ CA

AB ~ BC  CA
Por lo tantoe, los lados respectivos de los dos tridngulos son propor-

cionales. Y su razén de proporcionalidad, en este caso, es 3 o sea, 1:2.

También podriamos efectuar la divisién de los lados del /A A’B’C’ entre
los lados del A ABC. En tal caso, hallariamos que la razén de proporcic-
nalidad es 2, o:sea, 2:1.

A’B
AB

Brc:
BC,

Cuando dos figuras son semejantes, a la razén de proporcionalidad
entre sus lados se le acostumbra llamar razén de semejanza entre esas
figuras. Por ejemplo, en el dltimo caso que acabamos de ver, decimos
que la razén de semejanza del tridngulo A’B'C’ al triangulo ABC es 2.

8 4
- =2 =5=2

Ejercicio 2, Los triangulos ilustrados en cada inciso son semejantes.
Mida usted sus lados y complete las expresiones.
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La razén de semejanza del A ABC al A MNS'es o sea,

La razon de semejanza del A MNS al A ABC es , 0/s€a,
b) L
R
5
RT = EF =
TS = FG =
SR = GE =

La razon de semejanza del A RST al A GEF es | o sea,

La razén de semejanza del A GEF al A RST es , 0 sea,

Ejercicio 3. Los tridngulos que se ilustran en cada inciso son seme-
jantes. Complete usted lo que falta en cada caso, sin medir directamente
los lados de los triangulos.

a) La razon de semejanza del A ABC al A A'B'C’' es 2:1.

R



La razén de semejanza del A FGH al A F'G’H’ es

*

Ejercicio 4. Complete usted lo que falta en la resolucién de los
‘siguientes problemas, aplicando lo que sabe sobre semejanza de tridngulos.

a) Un hombre desea conocer la altura de un poste que tiene un farol

en su extremo. Para ello utiliza el Pprocedimiento que ilustramos en el
dibujo, ¢Cu4l es la altura de ese poste?

~Sombra. que da
Ia.'r'e.g}a: 1. 5m

Resolucion. Los tridngulos RST y ASB son seme;antes (pues sus
tres angulos respectives son congruentes). Por consiguiente,

AB _ RT
SB
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Estoes,

En la expresion anterior tenemos que AR = . A’_si:-'pue_'s;’ ]_a__ re'spuesta
al problema serd como sigue:

Respuesta. La altura de ese poste es

b) Calcule las longitudes de los segmentoss MN y BN de la figura
que se ilustra abajo, (La unidad de medida es el metro.)

o

Resolucion. Los triangulos CAB y CMN son
por tener sus dngulos congruentes.

La razon de semejanza del A CMN al A CAB es EE = Yy, por
consiguiente,

MN = BN

il
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¢) ¢Cual es la medida de los lados AB y AC dél trisngulo ABC que
se ilustra abajo?

Resolucién. Como los triangulos ABC y CDE son rectangulos 'y Z (1)

£ (2), entonces los dos tridngulos son La
razén de semejanza de) tridingulo ABC al tridngulo CDE es

El lado AB mniide y el AC mide




2. Perimetros de poligonos semejantes

En este parrafo estudiaremos la relacion que hay entre los perimetros
de dos poligonas semejantes. Usted ya tiene alguna idea intuitiva sobre
esto. Por ejemplo, si le dicen que las dos figuras ilustradas abajo repre-

: > : 1 _
sentan poligonos semejantes cuya razén de semejanza es 5 sabe que

el perimetro de la primera figura es 12 cm, ¢podria decir cudl es el peri-
metro de la segunda figura sin efectuar minguna medicion directa?

P=a+b+c+d+e PP=a + ¥ +c+d+e

P'=12 cm P =

Seguramente su respuesta ha sido correcta: P’ =

Analicemos con' detalle las dos figuras del ejemplo y observemos la
relacion que hay entre sus perimetros, :

En virtud de que las dos figuras son semejantes, sus lados respectivos
son proporcionales. Por eso, considerando la razén de semejanza, tene-
mos que,

Q
a’

¥, por‘lo tanto, a’ = 3a,

L =
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'\b:

=

¥, por lo tanto, b’ = 3b,

[

1 -
— =3 ¥ porlo tanto, ¢’ = 3c,

d 1 yi ARy
T 5 ¥, Por lo tanto, d" = 3d,

O ol e, B = B,
o — 3 V> por , & = 3

Como el perimetro de la segunda figura es
P=a+VW+e+d+e.
podemos escribit
PP'=3a+ 3b + 3¢ + 3d + 3e,
P'=3 (a + b + ¢+ d+e)

P =3P,

De esta ultima expresion obtenemos la siguiente:

F 1
3

Esta expresion nos indica que la razon de los perimetros de los poli-
gonos dados es igual a la razén de semejanza de esos poligonos.

& 36
12




Ejemplo. Sabemos que la razén de semejanza entre los poligonos
que se ilustran a continuacién es 5 (esto es, 5:1) y el perimetro del pri-
mero es 30 c¢m. Con esos dates, y sin medir, vamos a calcular el peri-
metro del segundo poligono.

P = 30 om. p=[2]

Supongamos que las medidas de los lados del primer poligono son
a, b, ¢, d, e y f vy las medidas de los lados respectivos en el otro poligono
sona', ¥, e, d, e yf.

P=a+b+ectdt+etf Peg bt +d+e+f

187



Como los poligonos son semejantes podemos afirmar que

a
— = 3 ¥, por lo tanto, a = 5a'
i
e _ .
— = 5y, por lo tanto, ¢ = 5¢’
¢
LB
= = 8 y, por-lo tanto, e = 5¢’
d
S 3.y, por lo tanto, d = 5d’,
e
—é, = 5 y, por lo tanto, e = 5e’
f _— . {2
e 9 y, por lo tanto, f = 5f,

YaqueP =a+ b+ ¢ +d+ e+ f, podemos escribir
P =5a" + 5b" + 5¢ + 5d° + 5¢’ + 5f”
P=5S(a+b+c +d+e+f)

P = 5P

De esta ultima expresion obtenemos la siguiente:

P
‘F’=5

Esto significa que la razon de los perimetros de los poligonos dados
es igual a su razon de semejanza.

Por lo tanto, como P es igual a 30 cm, tenemos que

30 _
30 = 5P
30 o
=P
6 =P

Esto es, el perfmetro del segundo poligono es 6 centimetros.

En general, con un procedimiento semejante al que hemos seguido
en los ejemplos anteriores, se puede demostrar que

En dos poligonos semejantes cualesquiera, la razon de sus peri-

metros es igual a su razén de semejanza,
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Ejercicio 5. Considerando los datos que se dan, y sin efectuar nin-

guna medicién, complete usted las expresiones en cada inciso.

‘a) Las dos figuras ilustradas son semejantes. Su razén de semejan-
za es 5:1. i
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¢) Las dos figuras son semejantes.

P= P/ = 17 cm.

La razon de semejanza de la primera figura a la segunda es

La razén de semejanza de la segunda figura a la primera es

Problemas. Emn los siguientes problemas se utilizan figuras a escala,
Para resolverlos es necesario aplicar lo que sabemos acerca de figuras
semejantes.

a) El siguiente es un dibujo a escala de una cancha de voleibol.

Escala 1:200

El perimetro del dibujo a escala es
El perimetro de la cancha de voleibol es
b) A continuacién tenemos un mapa’ a escala de una ciudad en el

que se ha marcado una parte de la red de drenaje. Si el tramo sefialado
con 4 centimetros mide en la realidad 400 metros y el perimetro de la
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figura dibujada es 35 centimetros, geuéntos kilometros de tuberia se
ocupan en esa parte del drenaje?
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3. Areas de poligonos semejantes

Cuando se comparan las areas de dos poligonos es facil cometer erro-
res como el que cometié Daniel, el mosaiguero.

Daniel era un habil mosaiquero que un dia fue contratado para cubrir
‘con azulejos una pared de 4 X 3 metros. Daniel vio unos bonitos azulejos
de 10 X 10 c¢m y razoné asi:

“Como la pared mide 4 metros (400 c¢m) de largo por 3 metros
(300 cm) de alto, su 4rea sera

400 X 300 = 120000 cm?

Cada azulejo mide
10 X 10 = 100 cm?

Entonces pecesito

120000

100

“Todo esto esta muy bien —siguié pensando Daniel— pero colocar

1200 azulejos me llevard mucho tiempo. ;Qué tal si los compro mas

grandes? [Eso es! Usaré azulejos de tamaiic doble, o sea, de 20 X 20
centimetros, Asi tendré que colocar solamente 600 azulejos y acabaré

pronto”.
‘Con esta idea, Daniel encargbé 600 azulejos y empez6 a trabajar tem-

prano al dia siguiente. _
Cuando terminé su trabajo vio:con horror que le habia sobrado un
enorme montén de azulejos. JEn dénde estuvo el error de Daniel?
Indudablemente, Daniel hizo mal sus calculos, jPuede usted decir
cudl fue su equivocacién?

= 1.200 .-a'zulej_bs:”'l
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El error del mosaiquero consistié/ en que compard dos figuras seme-
jantes, los dos azulejos, pensando que la razén de las areas era igual a la
razon de semejanza entre ellos,

El crey6 que, como el lado de un azulejo es el doble del lado del otro,
(razon 2:1) también el drea era el doble.

Veamos cémo estan relacionadas esas 4reas:

20 cm

10. o

10'cm:

20 cm

A=20x20~-[400cm®|  A=10x10= [100 cn?]

Como vemos, el area del azulejo mas grande es el cuadruple del area

/40 _
del otro azulejo. ( 10—?3" =4 ) Es decir, la razén de estas areas €s 4.

Por eso es que para cubrir la pared sélo ocupo 300 azulejos, pues,

120 000
400 300

Lo que observamos aqui nos hace sospechar que, en general, la razon
de las 4reas de dos poligonos semejantes no es igual a su razén de seme-
janza. En lo que sigue veremos cémo se relacionan las dreas de dos poli-
gonos semejantes.

Empecemos con los siguientes cuadrados, cuya razon de semejanza
es 5. Es decir, 5:1.
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A-a & = (@)
Puesto gue la razén de semejanza es 5, podemos escribir
a
7FT°
o hien,
a = 5a’

Como A = a% y segun acabamos de ver, a = 54, podemos’ escribir
A= (5a)2 = 5 (al)

Como (a!)? es A/, tenemos que

A = 5HA'
Y, por consiguiente

A .

= =i 52

AI

Esto es, la razén de las 4reas de esos dos poligonos semejantes es
igual al cuadrado de su razén de semejanza.

Lo que ocurre en este ejemplo ocurre en general con cualquier par de
cuadrados, y se puede demostrar siguiende un procedimiento andlogo al
que acabamos de emplear.

Consideremos dos cuadrados cualesquiera cuyos lados midan [ y I,

[}
respectivamente, y cuya razén de semejanza sea - = k.
Las éreas de estos cuadrados serdn:

A = y A = (1)
Comoifw = k, tenemos que
I = kI
Yaque A = I?, y I = kI’, podemos escribir

A = (RIY® = R (1)
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En vista de que (I)* es igual a A, tenemos gue

A = kA
Y, por lo tanto,

A ”

s

Esto es;

La razén de las areas de dos cuadrados cualesquiera es igual al
‘cuadrado de su razén de semejanza. b

Ahora podemos ver, sin necesidad de calcular las é4reas, lo que OCurTio
en el problema del mosaiquero: _
Un azulejo mide 20 cm por lado y el otro mide 10 cm por lado: La

razon de semejanza de esas figuras es o 9. Por consiguiente, la razén

de sus areas es

Eso significa que el area del azulejo mayor'es 4 veces el area del menor,
y 16 el doble como pens6 Daniel,

~ Ejercicio 6. Considere los datos que se dan en cada inciso y complete
las expresiones.

a) La razén del 4area del cuadrado ABCD al 4rea del cuadrado
A'BC'D’ es

0 g : — C'

A gem B

| : 1
b) La razén de semejanza del primer cuadrado al segundo es 7
Si el 4rea del primer cuadrado es .64 cm?, el area del segundo es
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Razén de
semejanzas 1.2

d)

-Ra.zlfm- ‘de

semejanza:

A = 64 m? A’ = 100 m*

e':)

Al dividir A entre A’ se obtiene ,49 como cociente. La razén de seme-
janza del primer cuadrado al segundo es
De igual manera que hemos analizado la relacién que hay entre las

areas de cuadrados, podemos comparar las 4reas de tridngulos y poligonos
semejantes en general.
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Consideremos que los triangulos ilustrados a continuacién son seme-

— k.

oo M . | __ b a
jantes y su razon de semejanza es o =
] a

| =

b = kb y a = ka’

Asf, puesto que A = % b - a, tenemos que
Rty
e v a,
A 5 kb : k
1
A=k b
k 2ba

O sea,

Y, por consiguiente,

Con este resultado podemos encontrar facilmente la relacién que hay
entre las 4reas de dos poligonos semejantes cualesquiera.

Recuerde usted que si dos poligonos son semejantes y su razén de
semejanza es k, dichos poligonos se pueden triangular de tal modo gque
los triangulos respectivos sean semejantes y con razén de semejanza
igual a k.

Consideremos, por ejemplo, los poligonos semejantes ilustrados a con-
tinuacién. Digamos que su razén de semejanza es k.
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A" =B +C + DY

Si comparamos las 4reas de los tridngulos correspondientes, halla-
mos que

B
S k* y, por lo tanto, B = k2B’
& v
o = k*y, por lo tanto, C = k2C
D _ .
S k*y, por lo tanto, D = k2D’
Con esto, podemos escribir
A=B+C+D
A = k*B" + R2C" + kD"
A=Fk2 (B + C'+ D)
A = R2A
Y, por consiguiente,

A

A}'

El mismo resultado se obtiene al comparar:las areas de dos poligonos
semejantes cualesqmera Esto es,
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 La rasén de las dreas de dos poligonos semejantes, cualesquiera,
es igual al cuadrado desu razén de semejanza.

Ejercicio 7. En cada incisolas figuras que se mencionan son seme-
jantes; considere los datos y complete las expresiones, escribiendo en cada
cuadrito To que falta.

a)

A\F

I

La razén de las areas es % =
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cuadrados.

200

que ocupa realmente ese jardin es de




h) El mapa dibujado a continuacion corresponde a un terreno.

Escala:

El segmento marcado en rojo, representa 90 metros.
Si el 4rea de la figura dibujada es 40 cm®, entonces el drea del terreno
en la realidad es metros cuadrados.

Problema. Construya usted un poligono semejante al que se da, de
1

: , A
tal modo que la razén de las areas sea T

o




4. El teorema de Pitagoras

En el estudio de semejanza y congruencia que estamos realizando en
este capitulo utilizaremos con mucha frecuencia el teorema de Pitagoras.
Este teorema. fue visto' ya en el curso anterior. Lo enunciamos de la
siguiente manera:

En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado construide: sobre la |
hipotenusa tfiene una Area que es igual a la suma de las areas de los
‘cuadrados construidos sobre los catetos.

Seguramente usted recuerda que en aquella ocasién. para conven-
cernos de la validez de dicho teorema. realizamos algunas actividades'
de recorte y pegado.

a?

Sin embargo, hasta ahora no hemos hecho ninguna demostracién al
respecto. Podriamos ahora hacer tal demostracién utilizando nuestros
conocimientos sobre semejanza.

‘Empezaremos primero por demostrar lo siguiente:

“En todo tridngulo rectingulo, la altura que va de lIa hipotenusa
al vértice del dngulo recto determina dos triangulos gue son semejan-
tes al triangule dado y semejantes entre si”,
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Demostracion.  Consideremos el tridngulo rectangulo ilustrado a
continuacion,

Tracemos la altura que parte del vértice del angulo recto y sefalemos
con rojo y azul, respectivamente, los dos triangulos que se forman,

ElA ADC (rojo) y el /A ABC (inicial) son semejantes, pues los dos
son triangulos rectangulos y tienen en comun el dngulo A. :

El A DBC (azul) y el A ABC (inicial) son semejantes, pues los dos
‘son triangulos rectdngulos y' tienen en comun ¢l dngulo B.

Como el A ADC es semejante al /A ABC, y el A DBC es semejante al
A ABC, entonces concluimos que el A ADC es semejante al A DBC.

Con esto queda demostrada nuestra afirmacion,

Ahora demostraremos el teorema de Pitdgoras, usando nuestros co-
nocimientos sobre semejanza y la afirmacion que acabamos de demostrar.

Demostracién. Consideremos un tridngulo rectdngulo cualquiera
ABC y tracemos la altura desde el vértice del angulo recto.
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Ya sabemos que los tridngulos que se forman son semejantes entre
si. Para mayor claridad, dibujamos estos tridngulos por separado e indi-
camos con un. mismo color los lados correspondientes.

= o

Como los tridngulos son semejantes, sus lados TESpPeCtivos son propor-
cionales, Por lo tanto, tenemos que

¢ a c b
e T 4 B
De estas dos expresiones podemos obtener las siguientes:
a = ¢c! '
b =: ¢o”

Si ahora sumamos a* més b?, tendremos que
@’ + bt = ce’ + cc”
@+ b =c¢ (¢ +c")
Como ¢’ + ¢” = ¢ (ver la figura), entonces.
@ + b = ¢co
O sea,

a* + b = ¢®
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Ejercicio 8. Analice cada problema y resuélvalo aplicando el teo-
rema que acabamos de demostrar. (La ilustracién no da las medidas
reales. )

a) ¢Cudnto mide la hipotenusa en el siguiente tridngulo?

a=12m
“ b=16m
C=

b

c=17m
a=15m
b:

c=920m
b= 18m
q =

b
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Una aplicacién del teorema de Pitégoras

Con el teorema de Pitdgoras se pueden atacar y resolver una gran
diversidad de problemas que surgen a medida que se avanza en el estudio
de la geometria.

A continuacién vamos a utilizar dicho teorema, (ademés de otros
conocimientos que hemos adquirido con anterioridad) para resolver el
siguiente problema:

Problema. En un plano cartesiano se tienen dos puntos 4 y B tales
que A = (3, 1) y B = (7, 4): Utilizando sus coordenadas calctilese la
distancia entre esos dos puntos.

Resolucién. Para ayudarnos a resolver el problema vamos a usar
la siguiente ilustracion.

Como se observa en esta ilustracion, los puntos A, B y C determinan
un triangule rectangulo del cual nos interesa conocer la medida del seg-
mento AB. (Recuerde usted que la distancia entre dos puntos es la medida
del segmento que los une.)

Como AB es la hipotenusa del triangulo, podemos encontrar su me-
dida conociendo las medidas de los catetos.
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El cateto AC mide

(Obsérvese que la medida AC puede calcularse restando —
que son las abscisas de A y B =)

El cateto BC mide

(Obsérvese que esta medida puede calcularse restando - 3

que son las ordenadas de A y B.)

Aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos que

AB = \/TAC): + (BO)? — v/42 + 3¢

=16 +9=yv25= 5

Respuesta. La distancia entre A y B es de 5 unidades.
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~ Problema. Calculese la distancia entre los puntos G y H, ilustrados

abajo.

' G=(-9, -2)

H = (-3, —10)

Resolucién. Conociendo las medidas de GF y HF, podemos usar el
teorema de Pitdgoras para hallar la distancia GH.

El cateto GF mide

El cateto HE mide

Esta medida se obtiene restando

las abscisas de G y F:
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Esta medida se obtiene restando

las ordenadas de H y F:



(Como la medida de un segmento ‘es siempre un numero positivo, en
caso de obtenerse algtin nimero negativo en las restas anteriores, tomare-
mos su inverso aditivo como medida del segmento.)

Ahora calculamos la distancia GH y encontramos que

= \/ -+ - '\_/ ==
Respuesta. La distancia entre G y H es unidades.

Segiin puede observarse en la resolucién de los problemas anteriores.
cuando se conocen las coordenadas de dos puntos P y Q. se puede calcu-
Jar la distancia PQ en la siguiente forma:

1. Se restan las abscisas de P y Q. (Esto permite hallar la medida de
un cateto del tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es PQ.)

y4

9. Se restan las ordenadas de P'y Q. (Esto permite hallar 1a medida
del otro cateto.)
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Y
L
x

3. Se aplica el teorema de Pitdgoras para hallar la distancia PQ.

PQ = ar + b°

Y

Ejercicio 9. Encuentre la distancia entre cada par de puntos.

a)A=(2,7) b)A = (=2, 5)

= (8,2) B=1(-6,1)

o x“
— b =
AR = AB =
¢)A = (=8, —4) dyA=(3, -1)
B=(—2,—I) B = (4, —5)
Y 7
0 r Ta | >
J < —‘-—"_ == === !
) 1 |
. b
e
[T= 1 =4 B
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AB =

b

Il

AB

I

Ejercicio 10. Encuentre la distancia entre los dos puntos que se men-

cionan en cada inciso.
a) A = 07 129
B = (2, 3)

AB =
e) B =13, —T7)
E=(1, —8)
EF =
e) I =(=5:3)
K =4, 7)
1K =
g) S =1(-3,5)
P = (6, 5)
SP =
iy T'=(5,7)
0 =(0, 0)

IS

L)@ =i =4, 6
D= (=9, 2)

CD =
d) G=(-10, —4)
H =9 —15)
GH =
£y L=(14.T)
M =(9, —2)

LM =
h) Q= (—4.7)
R=(—4, -9)
QR —
i) W =(-8, 3)
O = (0. 0)

WO =
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3. Triangulos isosceles

Como ya hemos dicho, el teorema de Pitdgoras tiene muchas aplica-
ciones, En este parrafo y en el siguiente utilizaremos ese teorema para
demostrar algunas propiedades de los tridngulos isésceles y:de los rombos,

Empezaremos por definir algunos segmentos que se consideran en el
estudio de los tridngulos.

Consideremos un tridngulo ABC y fijémonos en uno de sus vértices;
por ejemplo, el vértice C,

c
D

4

B

Entre los segmentos que tienen un extremo en C y el otro extremo
en la recta AB mencionaremos los siguientes tres:

1. La altura. Es el segmento CD 'tal que CD es perpendicular a AB.

C

—

A D B

2. Lamediana. Es el segmento CM tal que M es el punto medio de AB.
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3. La bisectriz. Es el segmento CF tal que los angulos (1) y (2) que
determina son congruentes. '

2(1) = 4(@2)

Estos segmentos son, en general, distintos entre si.

Ejercicio 11. Trace las tres alturas del siguiente tridngulo.
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Ejercicio 12, ‘Trace las tres medianas del siguiente tridngulo.

Ejercicio 13. Trace las tres bisectrices del siguiente tridngulo.

Ejercicio 14. En el siguiente tridngulo trace la altura, la mediana y
la bisectriz. gue: parten del punto R.

214



Ejercicio 15. En el siguiente tridngulo isdsceles trace usted la altura,
la mediana y la bisectriz que parten del vértice R.

s T

Habra usted observado que en el tridngulo RST de este Gltimo ejerci-
cio la altura, la mediana y la bisectriz, trazadas desde el vértice R, coin-
ciden. Es decir, un mismo segmento es, a la vez, altura mediana y bi-
sectriz,

Esto que observamos en el tridngulo RST ocurre en tedos los trian-
gulos isésceles. Es decir.

Si ABC es un tridngulo isésceles cualquiera en el que los lades
congruentes son AC y BC, entonces en ese triangulo la altura que
parte de C es también mediana y bisectriz.

Demostracion. Como CD es la altura, CD es perpendicular a AB y,
por consiguiente, los triangulos ADC y BDC son triangulos rectangulos.
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Las hipotenusas de esos dos tridngulos miden lo mismo. Llamemos c ‘
‘a esa medida y llamemos b a la medida de la altura CD, que es cateto de
los des tridgngulos. ‘

A - B
Ahora podemos calcular la medida de los catetos AD y DB:
AD = ver = B
BD = ve? — b2

Como se ve, AD y DB miden lo mismo. Es decir, D es el punto medio
del lado AB. Por consiguiente, la altura CD es también mediana.

Por otra parte, los dos tridngulos ADC y BDC son congruentes. (Pues,
por 1o que acabamos de ver, los tres lados del tridngulo ADC son respec-
tivamente congruentes a los tres lados del tridngulo BDC.)

Por lo tanto, sus 4ngulos respectivos son congruentes, En particular,
el 4ngulo (1) es congruente con el 4ngulo (2).

A

Esto significa que la altura CD es también bisectriz.



Ejercicio 16. El siguiente tridngulo ABC es isosceles, Calcule usted
la medida de los lados AC y BC.

AC =~ BC

R

Altura: 35 mm

Base: 50 mm

Ejercicio 17. El siguiente es un tridngulo isésceles cuyos lados con-
gruentes son PQ y RQ. Calcule la medida de cada uno de sus angulos.

4 PRQ =

pa r <LPQR =

Ejercicio 18. Usando solamente una regla graduada, tricese la altura
que parte de C en el siguiente tridngulo isésceles.

A
R
3

Ejercicio 19. Trace usted la altura que parte de R en el siguiente tridn-
gulo isésceles. (Emplee solamente regla graduada.)
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Ejercicio 20. Con los datos que se dan, calcule usted el perimetro del
siguiente triangulo isdsceles.

Base: 12 cm

Altura: 8 cm
AC—

BC =

o

Perimetro =

Ejercicio 21. Con los dates que se dan, calcule el drea del siguiente
triangulo isésceles. '

4
\c AB =T cm
e sl = B e s = = = =

Altura CD =

Areg =
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Ejercicio 22. Caleule el valor de x en el siguiente tridngulo isosceles.
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6. Rombos

En este parrato estudiaremos algunas propiedades de las diagonales
de los paralelogramos y, en particular, de los rombos. Empezaremos ha-
blando de las diagonales de un cuadrilitero en general.

En un cuadrildtero ABCD los segmentos AB, BC. CD y DA se llaman

los lados y los segmentos AC y BD, marcados en color, se llaman las
diagonales del cuadrilatero.

Ejercicio 23.
a) Trace las diagonales de los siguientes cuadriliteros y némbrelas.

Diagonales
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b) AC y BD son las diagonales de un cuadrilitero. Trace sus lados
y nombrelos.

Lados:

¢) Los segmentos PR y QS son las diagonales de un cuadriltero y se
cortan en su punto medio. Es decir, PM = MR y QM = MS. Trace los
lados de ese cuadrildtero y, usando escuadras compruebe que es un para-
lelogramo. (Recuerde que un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos la-
dos opuestos son paralelos.)

Lo que acabamos de observar en el inciso ¢) del ejercicio anterior, no
es un hecho fortuito que solamente valga para este caso. Ese resultado
es general y podemos enunciarlo en la siguiente forma:

Si las dingonales de un cuadrilatero se cortan en su punio medio enjon-
ces el cuadrildtero es un paralelogramo.
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Ejercicio 24. Compruebe la validez de Iz afirmacion ariterior para los

siguientes pares de diagonales. (Todas ellas se cortan en sus puntos
medios. )

La propiedad inversa de la gue acabamos de mencionar es cierta
también,

Las diagenales de un paralelogramo se corlan en su punto medio.

Tampoco demostraremos esta propiedad pero podemos ver algunos
ejemplos de ella,
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Ejercicio 25. Los siguientes cuadrilateros son paralelogramos, Trace
las diagonales y compruebe que se cortan en su punto medio.

LS

Acabamos de mencionar dos propiedades sin demostrarlas. Ahora

enunciaremos unda propiedad que si vamos a demostrar. Tal propiedad es
la siguiente:

Si las diagonales de¢ un cuadrilatero se cortan en su punto medio y;
ademas, son perpendiculares entre si, entonces el cuadrilitero es un

(Recordemos que se llama rombo a un euadrilatero que tiene sus cuatro
lados congruentes entre si.)

Antes de demostrar esta propiedad efectuemos los siguientes ejexcicios.

Ejercicio 26,

a) Las longitudes de dos segmentos perpendiculares entre si PR y QS
son, respectivamente, 16 y 12 cm. Sabemos ademds que se cortan én su
punte medio (haga un dibujo). JCuanto mide cada uno de los lados del
cuadrilatero POQRS? ;Es un romhbo?

b) ‘Los segmentos: EG y FH son perpendiculares entre si y se cortan
en su punto medio (haga una figura). Si EG = 10 mm y FH = 26 mm,
geudnto miden los lados del cuadrilatero EFGH? ;Puede encontrar EF
utilizando el teorema de Pitagoras? ;Y los demas lados?
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Ejercicio 27. Los segmentos AC y BD siguientes son perpendiculares
entre sf y se cortan en su punto medio (es decir, AM = MC y BM = MD).
Trace el cuadrilatero ABCD vy, usando un compas compruebe que es un
rombo.

Hagamos ahora la demostracién de la propiedad enunciada.

Demostracion. Puesto que las diagonales AC y BD son perpendicula-
res entre si, ellas determinan cuatro tridngulos: rectangulos,

/N
7 PN

Ademéis sabemos que esas diagonales se cortan en su punto medio.
Esto es, BM = MD' (llamemos g a esta medida) v AM = MC (llamemos
b a esta medida).
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A

Usando el teorema de Pitdgoras podemos ahora caleular la medida de
las hipotenusas. :

AB = V@& + P?

BC = va: + B

CD = va* + b*
DA = va* + b

Como vemos, los cudtro lades del cuadrildtero ABCD miden lo mismo.
Por lo tanto, ese cuadriltero es un rombo.

Ejercicio 28. [En la siguiente figura. AC es perpendicular a BD, AM
es igual a MC y BM es igual a MD. Si el perfmetro del rombo ABCD es 100
mm y la diagonal AC mide 20 mm, ;cuanto mide la diagonal BD? (Uti-
lice el teorema de Pitagoras.)

/
<

B



jSera tambien cierta la proposicion Inyersa de la fque acabamos de
demostrar? Veamos.qué dice la propiedad demostrada: “Si lag diagonales
son perpendiculares entre si y se cortan en su punto medio, entonces ¢l
cuadrilatero es un romhbo’. La proposicion inversa sera:

8i un cuadrilatero es rombo; entonces sus ‘diagonales son perpendi-

culares entre si y se cortan en su punto medio.

Demostracion.,
A AB =~ AD Consideremos un rombo cual-
quiera A—BCD y su diagenal BD.
Esta diagonal determina dos
—_ g triangulos isosceles: el AABD y
. P CB=CD el ABCD.
b

Sien el triangulo ABD iraza-

mos la mediana AM, encontra-
mos que AM es perpendicular a
BD. (Porque esa mediana es
también altura.)

8i en el widngulo BCD traza-
mos la mediana MC, ésta resul-
ta perpendicular a BD. (Porque
esd mediana es también altura).

-

La unién del segmento AM y
el segmento MC es un segmento
- y éste es la diagonal AC. (Por-

D que la suma de ¥ BMA mds
2 BMC es 90° + 90° = 180°.)
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En lo-ante ‘or hew | demostrade que las dia'go'naleS' AC y BD son
perpendiculares entre si y gue la diagonal AC corta BD en su punto
medio M. En forma andloga se puede demostrar gue M es el punto medio
de AC y, por eonisiguiente, . dus ditigonales se cortan en . punto me-
dio. (Que es loque se quer « demosirar. )

Ejercicio 29. Los lados de: 1in rombo miden 50 mm y una de las dia-
gonales mide 40 mm. ;Cuénto mide la otra diagonal? :

Ejercicio 30. El perimetro de¢ un rombo mide: 180 mm y una de las
diagonales mide 70 mm. ;Cuédnto mide la otra diagonal?

Ejercicio 31. En el rombo ABCD, .f A = 70°. ;Cuanto miden los de-
més angulos?

Ejercicio 32. 5i la diagonal de un rombo mide lo mismo que cada uno
de los lados, ;Cuanto mide la otrg diagonal?

Ejercicio 33. En unm romba como el anterior, gouanto miden los an-
gulos del rombo? (Recuerde que en un triangulo equilatero, los tres
angulos son congruentes entre si.)
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7. Construcciones geométricas

Las propiedades que acabamos de demostrar acerca de los tridngu-
los is6sceles y de las diagonales de un rombe nos servirin para jus-
tificar las siguientes construcciones geométricas en las que se utiliza
solamente una regla no graduada y un compas.

1. Encontrar el punto medio de un segmento.

Consideremos el segmento AB.

Con una abertura conveniente
del ‘compds, y apoyandolo en A,
trazamos dos arcos.

N

Con la misma abertura del com-
pas, y apoyandolo en B, trazamos
otros dos arcos que intersequen a
los anteriores.

Unimos: los puntos C y D obteni-

dos. La interseccién de AB y CD
nos da el punto M.

Afirmamos que

El punto M, obtenido con ese procedimiento, es el punto medio del

‘segmento AB.

Demostracion,

Puesto: que los cuatro arcos los hemos marcado con

una misma abertura del compds. resulta que

AD = DB =

BC = €CA.

Por o tanto, al unir los puntos A, B, Cy D, se forma un rombo.
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Puesto que las diagonales de un rombo se cortan en su punto medio
M es el punto medio de AB. (Que es lo que queriamos demostrar. )

9. Trazar wna perpendicular que pase por el punto medio de un

segmento.

: <>
Repetimos exactamente la construccion anterior y la recta CD resulta
perpendicular al segmento AB. (Esto es asi porque las diagonales de un

rombo son perpendiculares entre si.)

3. Trazar una perpendicular que pase por un punto dado de una recta.

Consideremos la recta [ y el pun-
to P, siguientes.

Apoyando el compas en P traza-
mos un arco que corte a [. Obtene-
mos un punto A,

Apoyando nuevamente €l com-
pas en P,y con la misma abertura
de antes, trazamos: otro arco que
corte a [, Obtenemos el punto B.

Apoyamos ahora el compas en
A y, con una abertura convenien-
te, trazamos un arco.
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Ahora apoyames el compis en
B y, con la misma abertura del pa-
SO arterior, mMarcamos umn arco que
interseque al ya trazado. Obtene-
mas el punto Q. -

e
Trazamos la recta PQ.

Afirmamos que

La recta PQ es perpendicular a | en P,

Demostracién. La distancia AQ es igual a la distancia BQ. (Pues
én los pasos 4 y 5 hemos usado la misma abertura del compés:) Por
consiguiente, el tridngulo ABQ es isosceles.

%

El punto P es el punto medio del lado AB. (Porque en los pasos 2 y
3 hemos usado una misma abertura del compas.)

Por lo tanto, QP es la mediana. Y como en un tridgngulo isésceles la
mediana y la altura son iguales, resulta que QP es también la altura,
Es decir, la recta PQ es perpendicular a I (Que es lo que se querfa
demostrar., )




4. Porun punio P; que no este en una vecta l, trazar una perpendicu-

ta_r a [

Consideremos el punto P y ia
recta L.

Pe

e

Apoyando el compés en P, y con
una misma abertura, trazamos dos
arcos que intersequen a . Obtene-
mos dos puntos A y B.

Apoyando el compés primero en
A y despuésen B, y con la misma
abertura que. antes, trazamos dos
arcos que se intersequen. Obtene-
mos el punto Q.

re

>
Trazamos la recta PQ.

Afivmamos que

2 .
La recta PQ trazada es perpendicular a 1.

Deniostracion. FEl cuadrilaterc AQBP obtenido al trazar los segmen-
tos AQ, QB, BP y PA es un rombo. (Pues en los pasos 2 y 3 hemos usa-

do la misma abertura del compas.)
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‘Q

Putoq las diagonales de un rombo son perpendiculares entre
PQ ¢ s perpendicular a I (Que es lo que querfamos demostrar,)

LT



8. Distancia de un punto a una recta

Se quiere trazar un camino recto que conecte una casa con la carre-
tera que pasa cerca de ella, Si la carretera es recta en este tramo, jcémo
trazaria usted dicho camino de modo que fuera lo mds corto posible? (Su-
penemos que el terreno en esta regién es plano,)

o

CASA

Desde luego, hay muchas posibilidades de comumicar la casa con
la carretera mediante un camino recto:

ChSA @9

Observe que hay unos mas cortos que otros. jCudl sera el mas corto?

Para resolver este problema podemos plantearlo en la siguiente
forma;
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Consideremos un punto P y una recta 1 que no contenga al punto.

De todos los segmentos que tienen un extremo en Py el otro en [, chabra
alguno que mida menos que todos los demas? ¢Cual serd este segmento?

De todos los segmentos que se puedan trazar, tomemos el segmento
PQ, perpendicular a [ y otro segmento cualquiera, por ejemplo, PR, De-

esta manera, los puntos P, Q, R determinarin un triangulo rectangulo
cuya hipotenusa sera el segmento PR.

Ahora bien, como en todo triangulo rectangulo la longitud de la hi-
potenusa es mayor que la longitud de cualquiera de los catetos, tenemos
que

PR > PQ
Por lo tanto, podemos afirmar que
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El segmento mids corto que va de P g la recta L es el segmento per-
rpendicilar a l.

Asi entonces, el camino més corto que comunicara la casa con la ca-
fretera serd el camino que es perpendicular a dicha cairetera.

'En general.

Kl segmento mas corto que va de un punto a una recta es el seg-

mento perpendicular a ella.

A la longitud de este segmento se le llama la distancia del punto a la
recti.

Ejemplo. Tomemos el punto Py la recta n, siguientes:

.P

La distancia de P 4 m se encuentra de la siguiente manera:

1, Trazamos un Segmento PQ
que sea perpendicular a m.
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2. Medimos el segmento PQ. Su medida es la distancia. del punto
P a la recta m.

(La distancia de P a m es 4 centimetros.)
Ejercicio 34. En cada inciso, encuentre la distancia del punto a la

recta,

a) b)
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9. Bisectrices

Ya en parrafos anteriores hemos hablado de las bisectrices de un
triangulo. Ademds usted ya estd familiarizado con el concepto de bisec-
triz de un angulo. Observe la siguiente figura:

La bisectriz ﬁ:}D del angulo < ABC es la semirrecta que: determina
dos angulos congruentes: el angulo (1) y el angulo (2). La medida de
cada uno de estos angulos es'la mitad de la medida del angulo ABC da-
do. Esto es,

<4 (1)i= A(2) = § 2XABC

A continuacion veremos algunos procedimiéntos para trazar la bi-
sectriz de un angulo.

Procedimiento 1. Podemos trazar la bisectriz de un 4angulo ABC
usando el transportador de la siguiente manera;

Medimos el angulo dado y después trazamos un angulo que mida la
mitad,
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Ejercicio 35. Utilizando el transportador, trace las bisectrices de los si-
guientes angulos,

X

Procedimiento 2. Otro método consiste en doblar el papel de tal
modo que el doblez pase por el vértice del angulo y que, una vez dobla-
do el papel, los dos rayos que forman el angulo se encimen. El doblez
determina la semirrecta bisectriz.

a
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Ejercieio 36. Copie los angulos del ejercicio anterior en un papel
transparente y doblandolo encuentre las bisectrices. Compare los resulta-
dos obtenidos aqui y en el ejercicio anterior.

Procedimiento 3. También se puede trazar la bisectriz de un Angu-
lo usando' compds y regla no graduada, Este procedimiento estd basado
en las propiedades del rombo, que ya estudiamos antes,

Consideremos ¢l siguiente 4n-| Apoyando el compés en el vértice

gulo O. 0, trazamos dos arcos con una mis-
' ma abertura. Obtenemos los pun-
tos A y B.
B
0O (0} |
I
Con la misma abertuira usada en Trazamos la semirrecta OP.

el paso anterior, y apoyando el
compds primero en A 'y después en
B, trazamos dos arcos que se in-
tersequen. Obtenemos un punto
P.

Afirmamos que:

—_—
La semirreeta OP, asi obtenida, es la bisectriz del angulo < AOB.
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Demostracién. Si trazamos los segmentos AP y BP, obtenemos un
rombo AOBP. (Porgue los cuatro lados se han marcado con una misma
abertura del compis.)

Si trazamos la diagonal AB, tenemos entonces que OP es perpen-

dicular a AB, (Pues las diagonales de un rombo son perpendicularés en-
tre si.)

Si observamos ahora el tridngulo /A AOB, notamos que es isosceles.
(¢Por qué? ) '

En ese triangulo el segmento OM es altura. (Porque OM es perpen-
dicular a AB.)
Esa altura OM también es bisectriz del tridngulo A AOB. (;Por qué?)

—
Por todo lo anterior, concluimos que OP es bisectriz del dngulo <
AOB. (Que es lo que se queria demostrar.)

‘Ejercicio 37. Utilizando compas y regla, trace la bisectriz de cada
angulo.

a) b)
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c) d)

Veremos ahora c6mo caracterizar ia bisectriz de un 4ngulo utilizan-
do el concepto de distancia de un punto a una recta.

Observemos la siguiente figura:

En esta figura se tiene que la distancia de P a I, es igual que la dis-
tancia de P a l,. Es decir,

PA es perpendicular a I,

PB es perpendicular a I,

y AP = BP
Esto se acostumbra mencionar diciendo que P equidista de los dos
lados del dngulo < AOB (“equidista” significa “estd en la misma dis-

tancia”).
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Tracemos la bisectriz del angulo

Observamos que, en este caso, P esta en la bisectriz.

Ejercicio 38. En los fres incisos siguientes, el punto P equidista de
los lados del angulo respectivo. Trace la biseciriz de cada angulo y vea
si ésta pasa por P.

a) b) c)

En todos los ejemplos anteriores hemos observado que P esti en la
bisectriz. Esta propiedad es cierta en general y lo demostraremos usando
el teorema de Pitdgoras.

Si un puntoe P equidista de los lados de un angulo, entonces P esta
en la bisectriz de dicho adnguloe.

Demostracién. Consideremos un angulo cualquiera y un punto P
que equidiste de sus lados. Tracemos el segmento 613
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Con esto determinamos dos tridngulos A AOP y /\ BOP P que son
triangulos recténguios porque PA es perpendicular a2 OA vy PB es pex-
pendicular a OB.

En esos dos triangulos llamamos ¢ a la medida de OP y llamamos
« a la medida de AP y a la medida de BP,

Si calculamos 1a medida de los catetos AQ y BO, encontramos que:

AD = Vo — @

BO - V& — @

Por lo tanto, los dos triangulos tienen sus tres lados respectivamen-
te congruentes: Luego sus angulos respectivos son también congruentes.
En particular, (1) = 2(2).

.ﬁ -
En consecuencia, OP es la bisectriz del dngulo y P estd en esa bisec-
triz, (Que es lo que queriamos demostrar.)
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También es cierto que:

Cualquier punto de Ia bisectriz de un angulo equidista de los dos
lados del angulo.

Omitiremos' la demostracion de esto. Simplemente lo ilustraremos en
el ejemplo y en los ejercicios siguierntes.

Ejemplo. Consideremos un éngulo, su bisectriz y un punto cualquie-
ra en ella, digamos P,

— L

Para medir la distancia de P a [, trazamos desde P una perpendicular
a 1, Lo mismo hacemos para encontrar la distancia de P a L,

Medimos AP con el compas y comprobamos que BP mide lo mismo.
Es decir, cualquier punto P de la bisectriz equidista de los dos lados del
dngulo,

Ejercicio 39. En cada inciso trace primero la bisectriz del angulo.
Tome un punto cualquiera en la bisectriz. Después encuentre la distan-
cia de dicho punto a cada uno de los lados y compruebe que es la mis-
ma. Es decir, cualquier punto de la bisectriz equidista de los dos lados
del angulo,
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Podemos enunciar las dos proposiciones anteriores diciendos

La bisectriz de un angulo es el conjunto de todes los puntos que
equidistan de los dos lados del angulo.

Veremos ahora una propiedad de las bisectrices de un triangulo:

Ejercicio 40. Trace las tres bisectrices del siguiente triangulo.

En este ejercicio habra usted observado que las tres hisectrices se
cortan en un mismo punto. Obserye la misma propiedad en otro triangulo:

Las bisectrices 'se
cortan en: un punto.

JSerd cierta esta propiedad para cualquicr triangulo? Podemos hacer
‘mas experimentos.
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Ejercicio 41. Recorte un triangulo de papel y, doblandolo convenien-
temente, encuentre las tres bisectrices.

Observe gque se cortan en un punto.
Este resultado es cierto para cualquier tridngulo y podemos de-
mostrarlo:

Las fres bisectrices de un triangulo se intersecan en un punto.

Demostracién. Consideremos el siguiente tridngulo ABC y sus bi-
et el .
sectrices AP y BQ, que se cortan en un punto O.

Ay

B
__ Tenemos entonces que el punto O equidista del lado AC y del lado
AB. (Pues esta en la bisectriz AP.)
El punto O también equidista del lado BC y del lado BA. (Porque
¢sta en la bisectriz BQ.)

Si O equidista del lado AC y del lado BC, entonces ese punto esta en
la bisectriz del dngulo C. '

Por lo tante, las tres bisectrices del triangulo seé cortan en un punto
O. (Que es lo que se queria demostray. )
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10. Circunferencias

Como ya sabemos, una circunferencia de radio r y centro C €s el
conjunto de todos los puntos P del plano, tales que la distancia de P a ©
es 7. Es decir, PC =, Al segmento PC se le llama también radio,

Consideremos ahora dos radios en una circunferencia, digamos PCy
QC y tracemos la cuerda PQ:

i Q :

Obtenemos un tridngulo isésceles (PC & QC). Sabemos' que la altu-
ra CM de este tridngulo es mediana, es decit,
PM = MQ.

En otras palabras, tenemos que;

El centra de una circunierencia estd en la perpendicular en el punto
medio de cualquier euerda
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Este resultade lo utilizaremos en- los pmblemas. 2 y 3 que plantea-
mos en seguida.
Problema 1. Dado un punto, frazar und circunferencia que pase

por este punto.
Es muy facil resolver este problema de trazado. Ademas, vemos que

se puede resolver de muchas maneras:
Punto dado

B L
Elegimos un punto C arbitraridmente y lo tomamos como centro,
Peo
Elegimos C arbitrariamente
Ce

Apoyamos el compas en C y lo abrimos de tal manera que la otra
punta quede en P

c

Giramos después el compas; apoyados en C, y trazamos ‘la circun-
ferencia.

Vemos asf que podemos trazar tantas circunferencias como quUeramos,
que pasen por D !

Problema 2. Dados dos puntos Py Q, trazar una circunferencid. que
pase por ellos.
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Desde luego que ahora no podemos: elegir €l centro € en cualquier
parte. Por ejemplo, si se elige C como en la siguiente figura, la circun-
ferencia que pasa por @ no pasa por P,

Q

(Dénde deberemos elegir el centro? Recordemos que el centro de una
circunferencia estd en la perpendicular en el punto medio de cualquier
cuerda.

Usemos entonces este resultado:

Si la circunferencia ha de pasar por los puntos P y @, entonces el
segmento PQ es cuerda de esa circunferencia.

Trazamos el segmento PQ y la perpendicular que pasa POr Su pun-
to medio.
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Elegimos ahora como centro. eualquier punto € de esta perpendicular.

mos de tal manera gue la otra punta

Apoyamos el compas en C, lo abri
‘Esta pasa también por Q!

esté en Py trazamos la circunferencia.

A continuacién demostraremos que efectivamente pasa pot Py Q.
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Demostracién.

I

.

as, en el triangulo rect:

Segtn el ‘teorema de Pit

agor

y en el tridngulo rectangulo QMC, se tiene que

az ﬂ %

QC
Por consiguiente, PC = QC, es decir, Py Q estin en la circunferencia.
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Con esto observamos que dados dos puntos Py Q podemos trazar
tantas circunferencias como queramos que pasen por P y Q. Ahora bien,
los centros no los podemos elegir arbitrariamente. Los centros: son los
puntos de la perpendicular a PQ en su punto medio.

Problema 3. Dados tres puntos no colineales P, Q y R, trazar una
circunferericia que pase por ellos. '

JCémo atacar este problema?

Consideremos los puntos P, Q y R no colineales. Sabemos como trazar
circunferencias que pasen por dos puntos por ejemplo P'y Q. Hacemos

la construccion respectiva.
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P Py 2 ; -'tambien' traza:r c1rcunferen.,_ as que.
pasen por Q y R. Hacemo_ la construccisn,

v/
VA
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Cualquier punto de I, es'centro de una circunferencia que pase por @y
R. Por lo tanto, el punto C, interseccion de I, y I, sera el centro de una
circunferencia que pasa por Py Q (por estar en L) y por Q y R (por es-
tar en I.). Luego, es centro de una circunferencia que pasa por P, Qy R.
La trazamos y con esto queda resuelto €l problema.

Observe usted que hay una sola ci-rcunfefencia que pasa por 3 pun-
tos no colineales dados.

Ejercicio 42, ‘Trace una circunferencia que pase por los tres pun-
tos dados.
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Ejercicio 43. Localice, en €l siguiente mapa; un punto que equidis-
te de los tres puntos A, B, C, que se senalan, Indique usted la distancia
real de ese punto a cada uno de log puntos A, By C.

A O

e B

/'\—’/\//\—/WM

ESCALA
' 1:10 000

Ejercicio 44, Encuentre el centro de la siguiente circunferencia.
(Sugerencia: Considere tres puntos cualesquiera de la circunferencia.)

Lo que acabamos de ver nos permite demostrar facilmente la siguien-
te afirmacion:

Las perpendiculares en los puntos medios de los Iados de un trian-
gulo se cortan en un punto,
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I

L

Demostracién. Consideremos’ el punto O, interseccion de las rectas
Ly L.

Como O esta en f. O e'quidis‘ta de A y de B.

Como O ésta en L, O equidista de B y de C.

Entonces, 0, equidista de A y de C y, por lo tanto, O esta en l;. (Que
es lo que se queria demostrar.)
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Capitulo séptimo

Transformaciones del plano




1. Simetria axial

En la escuela primaria usted aprendié a usar el doblado de papel para
obtener figuras simétricas con respecto a un eje. Por ejemplo, si le daban
en una hoja de papel una figura,

usted marcaba un doblez en Ia hoja para tomarlo como eje de simetria;

1
|
|
|
|
|
|
[
|
[
I
J
1 L
!

l

|
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después doblaba la hoja. perforaba con un alfiler algunos
puntos de la figura dada,

desdoblaba la hoja y trazaba la otra figura

A la figura que se obtiene con un procedimiento como el que se acaba
de ilustrar se le llama imagen simétrica de la figura original, con res-
pecto al eje de simetria dado. _ )

En el ejemplo anterior, la figura A'B/C'D'E!, es, con respecto a la rec-
ta . la imagen simétrica de la figura ABCDE.

A%Iml —
& ll’ljl.'liﬂl?ﬁ'mﬁ%@,.,

o /
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También se acostumbra decir que la figura original ABCDE'se trans-
forma en la figura A'B'C'D'E’, por medio de la simetrfa axial considerada.
(La palabra axial proviene de axis, que en griego significa eje.)

Ejercicio 1. Calque la siguiente figura en una hoja de papel y haga
lo que se le pide.
B

c

1. Doble su hoja a la mitad y tome ese doblez como eje de Simetria.

‘2, Trace la imagen simétrica A'B'C’,

3. Mida los lados y dngulos de las dos: figuras y complete las expre-
siones

AR = BT = CD = DIA? =

s = LB

Il
B
Q
[l

m;

i1l

Por lo tanto, las figuras ABCD y A’B'C'D’ son:

4. Una con segmentos 10s puntos A y A, By B, Cy (" y D y D'. Estos
segmentos son perpendiculares al -

9. Mida las distancias al eje de simetria y complete las expresiones.

Lla distancia de A’ al ejeses igual a la distancia de al eje de
simetria.

La distancia de B’ al eje es igual a la distancia de al eje de
simetria.

La distancia de C” al eje es igual a la distancia de al ‘eje de
simetria.

La distancia de D" al eje es igual a la distancia de - al eje de
simetria.

En el ejercicio anterior hemos observado ‘que una simetria axial tiene
las siguientes propiedades:

1. La imagen simétrica de un segmento AB es otro segmento A'B’
congruente con AB.

2, La image  simétrica de un 4ngulo £ ABC es otro angulo £A’B'C’
congruente con / ABC,
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3. La imagen simétrica de un poligono es otro poligono congruente

con €l

Consideremos nuevamente un plano con un eje de simetria y refle-
xionemos un poca sobre lo que estamos haciendo,
De hecho, a cada punto del plano le estamos asociando otro: su si-

miétrico, o transformado, segun la

Funtg, dado

simetria axial que se considera.

Al punto Pile
asociamos el
punto B

Punio transformado

Eje de simetria

Observemnos que los puntos Py P cumplen las siguientes condiciones:

1. El segmento PP’ es perpendicular al eje de simetria.
2. La distancia de esos dos puntos al eje de simetria es la misma.

Hechas, estas dos observaciones, podemos encontrar el transformado
de cualquier punto sin necesidad de doblar el papel, Por ejemplo; si nos
dan el siguiente eje de simetria y un punto Q, para encontrar su trans-

formado Q' procedemos asi;

Eje de simetria y punto dado.

Trazamos una perpendicular !
al eje de simetria, que pase por Q.
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Medimos QM y marcamos sobre El punto @ en el transformado |
la recta | un punto @, tal que | 0 simétrico de @, seglin la simetria |
QM = QM. axial que se considera.

Ejercicio 2. Encuentre la imagen simétrica de cada una de las fi-
guras dadas, segun el eje de simetria que se sefiala en cada inciso.

a) b)

S |

simetria
‘Eje de
simetria

Hje de
simetria
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A medida que -hemos ido avanzando en el estudio de las matem_éticas,.
nos hemos dado cuenta de la importancia que tiene el uso de los numeros
y otros simbolos para describir los fenémenos que se nos presentan.
Ahora trataremos de hacer eso mismo con las simetrias axiales.

Para ello es conveniente trazar un sistema de coordenadas en el plano,
de tal forma que uno de los ejes del sistema sea el €je de simetria. Por
ejemplo; tomemos al eje de las ordenadas como eje de simetria.

‘ /E,_ie de las
\ ~"\ ordenadas
'-Eje' de simetria

Marquemos un punto A, digamos A = (7, 4 y calculemos las coor-
denadas de su transformado A’. Este calculo puede hacerse. considérando
lo siguiente:

a) El segmento AA” es perpendicular al eje de simetrfa y, por lo
tanto, paralelo al eje de las abscisas, Por €s0, la ordenada de A’ es la
misma que la de A:

b) La distancia que hay de A al sje de simetria es 7 y esta ‘misma
distancia debe haber de A’ al eje de simetria, Por lo tanto, la abscisa de
A’ es
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A=, 4 AT, 4y

@ @
| |
| |
| |
| : '
li 1 I
I |
: I

o 1 J
Asi tenemos gue
A= (—T,4)

Segln observamos, tomando como eje de simetria al eje de las orde-
nadas, el punto A = (7, 4) se transforma en el punto A* = (=7, 4). Sim-
bélicamente esto se indica ‘en la siguiente forma:

Al A’
o bien,

(7. 4)t> (=T, 4)

Ejercicio 3. Localice en un sistema de coordenadas los puntos gue
se indican y sus simétricos con respecto al eje de las ordenadas. Luego,
complete las expresiones.

ay (4, D= ()

b) (5,8)=>( ., )

)l =821 (N S

d) (—2.5,4) ( ; )
e) (—4,—1)b ( ] )
) (=6, —358)k ( ” )
g (5.-2)( . )

R (315, =50 5

En el ejercicio anterior se observa facilmente que, si un punto tiene
coordenadas (x, y), entonces su simétrico con respecto al eje de las
ordenadas es el punto (—x, ¥). En simbolos;

(x,y) e (—x9)

Ej_er_cicio 4, Considere como eje de simetria al eje de las ordenadas
y complete las expresiones. Luego. trace la imagen simetrica de cada
figura.
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== B, & — .
) SO IS
a)
' - B =(31) |
1 L I 3=
A =G | i
|
BE=Ge )
] = = I
|
|

SR Ik d) B | TA=Gs)
: - it b — = 1 e ey /’1’ :
| A | A
| | A= iy HE = /;‘,_# |
[ ) 57l (R |
£ — & —_£ = ) L] _ "a" ] |
| A= =82 | /
I — | @ = | | ..f" = =
CEXE T J
| | | | _ ' _.'-
o] L = | "", / |
o B=c-ti-2y | | | b |
\/
| Bi—(3,. =39
I i
|
@ | :
u ISR | pac=aeril B = )
C=(—6;5) L let=a i D

Ejercicio 5. Trace la figura que, con respecto al eje de las ahscisas,
es'simétrica a la figura dada.
[ a) I A= e
B'—=(
CT:._'(

b) |

B = (0,6

A A




En ejemplos anteriores hemos observado que, en una simetria axial,
la distancia AB' entre dos puntos A y B es igual a la distancia A’B’ entre
sus transformados A"y B,

Ahora, usando coordenadas, podemos demostrar esto.

Analicemos primero un ejemplo.

Ejemplo. Tomemos como eje de simetria al eje de las ordenadas y
supongamos que-

A= (83)yB=1(4,86)
Los transformados de estos puntos son
A'=(-8,3)y B =(-4 6)

Hagamos una figura, en la que consideraremos también los puntos
CyC.

De esta manera obtenemos los tridngulos rectangulos ABC y A'B'C.
Observamos que

AC=8—-4—= 4 BC=6—-3= 3
AC = (—4)—(—B)=-4+8= 4 BC=6-3= 3

Podemos calcular la distancia entre A y B (es decir, la longitud de‘la hi-
potenusa) utilizando el teorema de Pitagoras:

AB = V (AC)? + _(BC)‘2 — 4z 3t = V16 + 9= V25=5
Analogamente,

AR = V(AC)* + (BC)? = V4 + 3 =5

Por lo tanto, 1a distancia AB es igual a la distancia A'B/. (Que es lo que
queriamos demostrar.)
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Fista misma demostracién puede hacerse para cualquier pareja de
puntos A y B y sus simeétricos A’ y B’, Observe la figura siguiente:

A= (=xu4) A= (XnHs)
————— —— e ® B = (xz 2)

B! (=) ler cl |

| | | |

[ | | |

Tenemos que

AC = Y, — Yo BC = X —Xp

AlCh= Ui, —Ye BIC: = ((—x) — (_xz) =Xz — %

Por lo tanto, AC = A’C’ y BC = B’C’. Ahora bien, las hipotenusas de los
triangulos rectangulos ABC y A’‘B’C’ miden

AB = V/(AC)® + (BC)* A'B’ = \[(A'C")2 + (B'CY)?,

de donde, como AC = A'C’ y BC = B/C/, resulta que AR = A'B’,

Como vemos, usando convenientemente sistemas de coordenadas, po-
demos demostrar una de las propiedades bésicas de la simetria axial que
anteés hemos observado.

Utilizando ésta y oiras demostraciones parecidas pueden demostrarse
también las demds propiedades de la simetria axial.

Ejercicio 6, Considere un tridngulo cuyos vértices son A = (3,4),
B =(-2,5)yC =(1,2). Tome como eje de simetria el eje de las abs-
cisas y calcule las coordenadas de los puntos A’B’ y C'. Demuestre que
el tridngulo A’B'C’ es congruente con el tridgngulo ABC.

Observacién. En una simetria axial, a cada punto P del plano le
asoctamos su transformado P'.

En situaciones asi se dice que se tiene una transformacién del plano
en si mismo 0, simplemente, una transformacién del plano.

En los parrafos siguientes hablaremos de otras transformaciones del
plano: las traslaciones, las rotaciones y las transformaciones de semejanza.
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2. Traslaciones

En este péﬁ'afo estudiaremos las transformaciones del plano que re-
ciben el nombre de traslaciones.
Si tenemos una figura en el plano como, por ejemplo, la siguiente,;

=

podemos “trasladaria hacia la derecha” y obtenemos otra figura con-
gruente:

=S

Podemos trasladar varias veces la figura obtenida y asi obtenemos
un motive decorative, una. ‘greca’,
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Veremos come podemos utilizar los sistemas de coordenadas para des-
cribir este tipo de transformaciones. _

A continuacion .tenemos un sistema cartesiano de coordenadas en el
que hemos colocado tres pequenas fichas,

¥

Las coordenadas de los lugares que ocupan estas fichas son:

A= (1,0) Bi=(2, 99 6 = (=1, 4

Vamos a colocar ahora las fichas en otro lugar de acuerdo con la si-
guiente ordemn:

“Mueva cada ficha tres unidades hacia la derecha y dos unidades
hacia arriba”. _

¢A qué lugar fue a dar cada ficha? Podemos verlo en la siguiente
figura: .

o
/
= =
o< 0O
= e
:B‘"/_/@ E
—_ I=——F— et
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Las fichas ocupan ahora los lugares

A= (4,2) B’ = (5,4) Ci =126}

Si colocamos tres flechitas que vayan desde cada punto al punto tras-
ladado, obsexrvamos que se obtienen flechas paralelas de la misma longitud
y con la misma orientacidn.

¢Podria usted decir ahora cémo obtener las coordenadas de los pun-
tos A’, B'y C'a partir de las coordenadas de A, By Cy de la orden dada?
Por ejemplo,

A= (L0) A= (4,2)

v la orden es “mueva cada punto tres unidades a la derecha y dos uni-
dades hacia arriba’. Vemos que esto equivale a dar la orden: “Sume 3
a la abscisa y'2 a la ordenada de cada punto’.

Af= (1 + 3,0+ 2) = (4, 2)
Para los puntos B y 'C tenemos que

B'=(2+3,2+2)=1(54)

C=(-1+34+2)=1(26)

Se dice que una orden como ésta define una transformacion del
plano que recibe el nombre de fraslacion.
Escribiremos, como en €l caso de las simetrias axiales,

A A" . BB , CuU

O bien,
(10)e>(42) , (22)r(54) , (—14)~ (2,6)
y diremos que A se transforma en A/, B en B', etc.
En general, un punto cualquiera Q = (x, y) se transformara, bajo esta
traslacion; en
Q= (x+3y+2)
y hablaremos de la traslacién dada por la férmula
(y)t>(x+ 3,4 + 2)

(Es decir, la traslacién que consiste en sumar 3 a la abscisa y 2 a la
ordenada de cada punto.)

Ejercicio 7. ;En qué puntos se transforman mediante la traslacion
anterior los siguientes puntos? Marque en un sistema de coordenadas los
puntos dados y sus transformados.

P=(=5,-38) Q= (23) R=(0,-2)
S=(—-3. 4) T = (0,0) U=(-3,0)
=it 8 4 3y 82 = (2 =1

QY =
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RY= =
St = =
T = -
U = =

Una los puntos dados con sus transformados mediante flechitas. jQué
puede decir de éstas? '

Ejercicio 8. Encuentre los transformados de los puntos indicados
bajo la traslacion dada por

(x,l{)‘—* (.x ir 8:?9“—4) '

| "
I a
|'Eﬂ '
A
| @ :
.D- | = —
Fa .I - ' !
2 = - +
; o
_ S I |
N
¢ |
| I
i
[
|
A=( 2,8) A =( +8.—4}:( -
B:(—4,4)H.B’: =

C=( 0,0)p C = =
D=(-3,5)D = =
E={( 07)eiB= -
F=(-84)F = =
Una con flechitas algunos puntos con sus transformados y observe

como son éstas.
Consideremos la traslacién dada por la férmula

(%, y)F> (x+'5, ¥+ 8)
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y los puntos A = (4, 2) y B= (1, 6): Sus transtormados son
At = (4 + 5,2+ 6)= (9:8) ¥ B’ =1+ 5 6 +6)=(6,12)

La siguiente figura ilustra la situacion.

1. B!

At

Podemos medir el segmento AB y el segmento A'B y comprobar gue
miden lo mismo. En otras palabras.

Bajo una traslacién, Ia _‘c'l'i_s_ta_ncia' entre: _dos puntos A y B es igual

a la disancia entre los puntos transformados A’ y B

JPodriames encontrar una demostracion de este hecho que pudierd
hacerse en general sin tener que medir?
No es muy dificil, Si le parece interesante, véala a continuacion.

e -
BA= (B, '121-T
A =109, 8)
|
?Bl—_ (1, 6
&————0—
T=(1 @y A=A 2)
| ! -~
! >
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Marcamos los puntus € § €' de modo que se obtengan dos widngulos
rectangulos. Evidentemente, las coordenadas de estos puntos son

1. La longitud del cateto CA es 4 — 1 = E (o sea, la diterencia
de las abscisas de A y C). La longitud del cateto A’ es 9 — 6 = 3]
(o sea, la diferencia de las abscisas de A" y C’). De aqui vemos que
CA = E°A7;

2. En forma andloga, la longitud del cateto CB es la diferencia de
las ordenadas de B y C, o sea, 6 — 2 = La longitud de (O'B’

es la diferencia de las ordenadas de B’ y C’, o sea, 12 — 8 = |4.| Por lo
tanto, BC = B/C".

3. Segun el teorema de Pitagoras.

AB = \/’(4"!1(-’3)34—(BC}2 = VA =105 =

A'B! = VTAICTE T (BIC): = V3° 7 4 = V05 =5

Por lo tanto, AB = A’B’, (Que es lo que queria demostrar. )

Ejercicio 9. Considere la traslacién dada por la famula
(o g =it =4, 1) + 5
a) Calcule los transformados de los puntos.
A= (10, 1) A=
Bi=(2,7) B =
b) Trace los puntos C y €’ de tal manera que los triangulos

ABC y A’B'C’ tengan los catetos paralelos a los ejes de coordenadas y
encuentre sus coordenadas.

¢)

AC = BC =
ACr= Be’
d)

AB =/ *f 7=
A'B’ = =

Por lo tanto, AB = A’R’,

Asi pues, en el ejemplo y ejercicio anteriores hemos demostrado que
la distancia entre los puntos A y B es la misma que la distancia entre
los puntos trasladados A" y B’
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Esto que hemos demostrado para dos traslaciones particulares; jpo-
driamos hacerlo para cualquier otra traslacion y cualquier pareja de
puntos?

Tomemos la- traslacion del plano indicada por

(%, y)= (v + @ y o+ by
y dos puntos arbitrarios,
A= (X, 1) B = (20, 1)
Sus trasladados son, respectivamernte
A= (o + a, g+ ) Bf'= (xs + a, s + b)

‘Observe la figura siguiente, en donde se han marcade dos ftridngulos
rectangulos,. '

Tenemos que

AE — e, ) (e =

BIC’ = (s + B) — (o +B) =i

Por lo tanto, AC = A’C’ y BC = B'C’. Ahora bien, las hipotenusas
de los tridngulos rectangulos ABC y A’B’C’ miden

AB = \/CAC)® T (BO)? AR = [(AICTE + (BT,
de donde, como AC = A’C’ y BC = B/C’, resulta que AB = A'B’,

Eg decir, hemos demostrade gue

‘Bajo una traslacién, la distancia entre los puntos es igual a la dis-
tancia entre los puntos transformados.

276



Esto se acostumbra mencionar diciendo que las traslaciones conservan
la distancia,

Aungue aqui no lo haremos, se puede demostrar que toda transfor-
macion del plano que conserve la distancia transforma cualquier figura
congruente ¢on ella. '

Ejercicio 10. Considere la traslacién dada por la formula
(x, y)=> (¥ — 2,y +4)

a) Calcule los trasladados de los puntos siguientes:

A=(2 —2) A=
B = (4, =1) Bl =
G = (T-—32) =
D= (4, —-4) =
B=(5, —4) E’ I=

b) En un sistema de coordenadas trace el pentagono ABCDE y el pen-
tagono A'B'C'D'E’. Observe que son congruentes,

".ﬁf_/ ,/5/'{///! -’ 9 R :"A/ /

' é//g///f/é»” ;j;%%f,%

G Yty 1/
AT
DY %&%4@/ 0
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3. Rotaciones

En las tramsfomn aciones: que acabamos de estudlar (s;metnas a;ﬂales;

el sigmente experunen 10

Sobre esa hoja ponemos otra y cal-
camos el punto y la figura.

; amas la 1‘143]3 de enmma (E] A B v C, para pasar: estos a la ho—
g;re ‘s arbitrariu, ) ia de abajo.
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Quitamos la hoja de encima y, con. Todo este proceso que hemos se-

las marcas dejadas por los alfileres, guido nos permite ahora asociar

trazamos el triangulo A’B'C’, puntos de la figura ABC con pun-
tos de la figura A’B/C.

Cualquier asociacién que se haga entre puntos del plano siguiendo
un proceso como el de nuestro experimento, sera una transformacién a
la que daremos el nombre de rotacién.

Ejercicio 11. Con un precedimiento como el que acabamos de des:
cribir, a partir del AABC se obtuvo el AA’B'C’, tomando como centro de
rotacion el punto O,

A

e
[Ty
/ .
/ 7B
.} -
-
/ =
A P
L=
-
A

o®
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a) Trace usted los segmentos AO, BO, CO, A70, B'O, y C'O, y midalos
en milimetros.

Resulta que /O = , B'O =~ y =~ CO

b) Mida usted los: angulos £ ADA’, £ BOB' y £ COC". La medida de

{

todos y cada uno de esos angulos es En este caso lo usual, es

decin que se hizo una rotacion de 80 grados.
¢) Ahora mida los segmentos y los 4ngulos de los dos tridngulos. Se

encuentra que

AR’ ~ B'C =~ y C7A" =~
A= LB~ L=

En la rotacion del ejercicio anterior observamos lo siguiente:

1. El transformado de cualquiel segmento €s un segmento congruen-

te con €l.
2. El transformado de todo 4ngulo es un dngulo congruente con él.
b

3. Todo poligono y su transformadoe son congruentes.

Toda rotacion posee estas tres propiedades que acabamos de mencio-
nar. Esto es, toda rotacion conserva la congruencia de figuras.

Ejercicio 12. Tal como se hace en a), en cada inciso tome el punto
O como centro de rotacién y efectue la transformacién indicada.

a) Rotacion de 100°

280



Resolucitn.

Solucion.
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b) Rotacién de 907

¢) Rotacion de 135”

Las. rotaciones, al igual que las simetrfas axiales y las traslaciones,
también pueden estudiarse utilizando coordenadas; pero por ¢l momento
no haremos esto, pues necesitariamos para ello algunos conocimientos,
que todavia no tenemos, sobre funciones trigonomeétricas,

282



Hasta aqui hemos estudiado tres transformaciones del plano que con-

servan la congruencia de figuras: Estas transformaciones han sido las
simetrias axiales, las traslaciones 'y las rotaciones.

Ahora veremos cémo, dadas dos figuras congruentes en el plano, es
posible aplicar sucesivamente varias de esas transformaciones para trans-
formar una de esas figuras en la otra.

Ejemplo. Consideremos los dos triangulos congruentes ABC y A'B'C

B

B

LA’

‘Hagamos primero una traslacion:
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A continuacion efectuenios una rotacion:

~
S
~< )
o
S
- k. B’
o e
= £y
< /
e £
~
f~
i ~
/
,‘3
Fi
~ J
~, F -
~ J =
= / -
/ -~
) P, S
™~ / -
. i
Y A
oy
S
.-
-

Aqui vemos que el tridngulo ABC se transformé en el tridngulo AA’B"C"
por medio de una traslacion seguida de una rotacion.

Ejemplo, Consideremos los siguientes triangulos congruentes.

Como antes, efectuemos primero una traslacion:
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Ahora hagamos una rotacién:

Finalmente, considerando la recta [ como eje establezcamos una simetria
axial.

En este caso observamos que ¢l tridngulo AABC se transformoé en el
triingulo AA'B’C” por medio de una traslacion, seguida de una rotacion
y una simetria axial.
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4., Transformaciones de semejanza

En los tres parrafos anteriores hemos estuchado transformaciones del
plano que preseryan la congruencia de las figuras. Ahora veremos otras
transformaciones del plano que no conservan ya la congruencia; pem 81
la semejanza de flgm as: es decir, con estas transformaciones cada figura
se transforma en una figura semejante.

Consideremos un sistema de coordenadas en el plano y definamos una
transformacion que consista en asociar a cada punto A del plano otro
punto A’ de acuerdo con la siguiente orden:

“Multiplique por 8 las coordenadas de A”.
Asi, por ejemplo, si A = (3, 4), el transformado de A serd el punto

A= (8 X 3.3 % 4) = ((9; 12).

El transformado de B = (—2, 5), ser4 el punto

B = _(3(‘.:_._2:)_, 3 X 5_)'; =

Fl transformado de C = (4, —2), sera el punto

€= (3% 4,83 X (=2)) = | (12, =

i l||||”‘| il

‘III
l

il 1l | "|”.; |

||I|'IIIIIII |
i II|‘|II I|| | |:|"||I




En el siguiente dibujo se ilustran los puntos A, B y C y sus transformados.

i v e 3 = e ]
Ll I 28 1 O [
| { | - | g | |
| B=t-p.15) 8 | |
|
| ! | | | A =g oy
. . . i
7
| |
. 2|
B=(-2 5)8 A7 |
1 , 2 o= by
| ¥y
| =)
1 |
i | | .
i | : ' @C|=(12,-86)
=t - o ) 1 !
| f
| .

Como en las otras transformaciones que hemos estudiado, para indicar
que un punto A se transforma en A’ escribiremos A 1> A’, o bien, (3,4 )~
(9, 12). Asi, por ejemplo,

(6, 2) > (3 X6; 3% 2)=/(18, 6)

(=5,0)> (8 X (=5),3 X 0) =/(=15, 0)

(4, =5) = (B8 X 4,8 X (—5)) = (12, —15)

(0, 0) > (3 X0,3X0)=(0,0)

¥, en’ general,

Ejercicio 13. En la anterior transformacién del plano, es decir, en la
transformacion dada por la formula

(x, ) (3%, 3y)

a) Encuentre los transformados de los puntos siguientes:
(P=i(—1,8] PP P=i(3x(—1), $x13) = (=3.9)
Q=(1,2) Q> Q@ =@X ,3X )= (., )
R=(2,15) R»R R-=
K=(-2,1) KK K'.=
L= (—1,0) L L I/ =

M=(1,-2) MM M=



b) En el dibujo siguiente se han marcado los puntos P, Q, R, K, L y M
del inciso a). Marque sus transformados P/, @, R/, K’, I/ y M'. Ohserve
que los puntos P, Q y R son colineales. ;Cémo son sus transformados
P', Q" y R’? Observe lo mismo con los puntos K, L, M y sus transformados.

b= ; |
| ¥ ! 1
: ] f RN
| | 1
il 1 |
n
N |
J T :
i Yo —I -
¥ | I
X | oot —
(I I P«' I : | | _,
i i i '
e
: ' | 1 ! @ = |
= K. I,I a8
MLl 3! ol
= i |
.- e
by I

RS S R W

Se puede demostrar que en esta transformacién la imagen de un seg-
mento AB es el segmento que tiene por extremos los puntos A’ y B’ trans-
formados de A y B respectivamente.

288



Ejercicio 14. En el siguiente dibujo se ilustra el triangulo ABC,

A=i{—1,2) B=(2,1) C=i(s 4]
a) Los transformados de los puntos A; B'y € son, respectivamente,
B =

Glic

b) Trace en el dibujo anterior los puntos A, B" y C’. Debido a que la
imagen deun segmento, por ejemplo 4B, es el segmento A'B’, el tridngulo
ABC se transforma en €] tridngule A'B'C”,

¢) Trace en el dibujo el AA’B'C’, transformado del AABC.

d) Midiendo los lados respectivos, encuentre las razones siguientes:

AB BEC CA _
AR BC A’

¢) Recuerde la definicién de semejanza de triangulos. Lo que se¢ en-
contré en el inciso d) indica que los tridngulos.ABC y A’B’C” son
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£) En dos tridngulos semejantes, los angulos respectivos son
Por lo tanto,

LA = ’ A8

13

- L C =

‘Observe que la razon de semejanza del tridngulo ABC al triangulo

transformado A’B/C" es % i
En el ejemplo y los ejercicios anteriores hemos examinado la transfor-

macién del plano dada por la férmula

En general, podemos considerar transformaciones del plano determinadas

por la regla

(2..9) & Ckx, ky)
donde k es un numero cualquiera diferente de cero.
~ En este tipo de transformaciones se puede ver que cada figura se trans
forma en una figura semejante a ella.

Ejercicio’ 15. FEn la siguiente figura esta ilustrado un cuadrildtero
ABCD,

. A= (—2.2)
| Br= {371
C=(8,86)
D= (51D

Z

a) Considerando la transformacion dada por la férmula (x. y)—
(2x, 2y) encuentre los transformados de los puntos A, B, C y D.

Al = Bl = = Y =

b) Trace en el dibujo anterior los puntos A’, B’, €'y D).

¢) Debido a que en esta transformacién cada segmento se transforma
‘en un segmento, €l cuadrilitero ABCD se transforma en el cuadrilatero
A’B’C'DY. Trace el cuadrilatero transformado.

d) Midiendo los lados respectivos, encuentre las razones siguientes:

AB BC cD DA

A'B’ BIC! c’'D" DrA’




e) Compruebe que

4 A = Al LB Bl

LC= L C Y 4 D= LD,

f) Ded) y e) podemos concluir que el cuadrilatero ABCD y su trans-

formado A’B{’D’ son

g) Larazén de semejanza del primer cuadrilatero a su transformado es

Ejercicio 16, Haga los mismos pasos que en el ejercicio anterior con

la transformacion dada por la formula

(x, 4) = (—2x; —2)

i A T L 1
- 5 o » —/'.L‘-\““c .
| "/ il
I .! | - :ll l ' X;
Lol | | | o | | |
=T | |
o =
Bt
I ! | | 4 I | i |
| I i g | i i [
A= (=2, 2)’ B = (1, 7)
C= (8 6) D= (6, 1).

a ella,

En general la transformacién del planoe dada por la regla (x, y)—
(kx, ky), con k==0, tiene las siguientes propiedades:
a) El transformado de cualquier figura es una figura semejante

. . . 1
b) La razon de semejanza de una figura a su transformado es —

k

En los dibujos siguientes se ilusiran algunas figuras y sus imagenes

segun las transformaciones indicadas.
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Capitulo octavo

tfricas

Funciones trigonom




1, La funcion coseno

Con frecuencia el empleo de algin material o instrumento facilita
el estudio de algunos temas. En este caso, para iniciar el estudio de
las funciones trigonometricas. emplearemos un semicirculo de madera
y una variila a manera de manecilla de reloj.

Supondremos que sobre el semicirculo actian rayos de luz verticales.
‘De esa manera, la varilla proyectard una sombra sebre la base tal como
se muestra en la figura.

En las siguientes ilustraciones podemos observar claramente que a
diferentes posiciones de la varilla corresponden sombras de diferente
tamanao,
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A
Podemos’ graduar convenientemente el semicirculo y colocar
gla sobre la base; de modo que se pueda medir el angule determinado
por el giro de'la varilla y la longitud de la sombra,

A éontinuacién ilustramos: esto:

Aqui apreciamos que ¢l giro de la varilla es de 60° Yy que la longitud
de la sombra es de 0.5, (La regla sobre la base tiene como umdad la
longitud de la varilla. )

Construceion de una grafica
Por ahora consideraremos en ¢l semicirculo de madera, dnicamente
giros de la varilla menores de 90° y tomando en cuenta que a cada

angulo se le puede asociar la longitud de la correspondlente sombra de
la varilla, construiremos una grafica.

Ejemplo.

Al angulo de 15° le corresponde el nimero 0.96, al dngulo de 25°
le corresponde el nimero 0.90 y al 4ngulo de 35¢ el numero 0.81,
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como se muestr-a -a_ .con_tlnu_acio_;-_.

]‘T‘!_“'l 5 EO LT ) 1
a1 02 0.3 01.4- 05 06 07 08 09

Aqui, en particular, a un angulo de 80° le corresponde el numero
0.17. :

Ejercicio 1. Use la ilustracion anterior y una escuadra, para com-
pletar la’ siguiente tabla. '

100 | 20° | 30° | 40° | 50°| 60°| 70° | 80° | 90°

017
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Ejercicio 2. Con los datos de la tabla anterior, complete la siguiente
grafica. |

0.9 +

0.9+

0.6+

e e o

DB ———————— i —— ===

044

Longitud de la sombra
g--—-i-—-——l———_.____;____
[+

0.3+

0.2+

0.1+

—I—————+_—_—l_._ e

| i L 1
T Ll

| 1
30° 40° 50% B80° T0° 80° 90°

h |

L
0 10°
Angulo determinado por €l giro de la varilla

Ejercicio 3. Observe la grifica que construy6 y luego conteste las
preguntas y complete las expresiones.

a) (Estan los puntos de la grafica contenidos en una recta?

b) Para un angulo entre 40° y 50°, el niumero correspondiente esté
entre y

c) A dngulos cada vez mayores, corresponden ntmeros cada vez

d) Para un angulo entre y , €l mimero
correspondiente estid entre 0.5 y 0.

e) A édngulos mayores de 70° corresponden nimeros menores que

f) A un angulo ‘mayor de 10° y menor que 40°, le corrresponde un
nimero mayor que —____ y menor que
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g) ¢El nimero que le corresponde al dngulo de 607, es la mitad del
nimero que le corresponde al angulo de 30°7

A fin de precisar las ideas anteriores vamos a considerar en un
sistema de coordenadas una circunferencia cuyo centro esté en el origen
y cuyo radio mida una unidad. Esta unidad sera precisamente la longi-
tud de la varilla que hemos usado en el semicircule de madera.

Y A

NP (2 y)

p

i 4

En esta forma, cada punto P de la circunferencia en el primer cua-
drante determina una posicién de 1a varilla; o sea, un angulo y la sombra
de la varilla quedan determinados precisamente por la abscisa de cada
punto P.

Considerando lo anterior, estableceremos una correspondencia, de
tal modo que a cada /R OP se le asocie la abscisa del punto P. Y
esta correspondencia entre dngulos y nimeros la llamaremos funcion
coseno.

Observe que en la tabla anterior que usted elaboré aparecen algunos
valores de esta fumncion coseno.

Existen diversas tablas de esta funcién elaboradas de tal manera
que puedan contener mas valores y con una mayor precision. Por ejem-
plo, en la siguiente tabla se anotan los 4ngulos de grado en grado, y el
coseno correspondiente aparece con tres decimales.
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T Cos 7 e COs T T COS.7
1o 1.060 319 .857 61° .485
24 999 329 .848 627 469
&0 999 33° .839 639 454
4o 1998 340 829 649 438
50 996 359 /819 65° 1423
6° .995 36° .809 66° 407
e 993 a7° 799 67° 391
8° 990 387 788 68° 375
g° .988 39° Bk 69° 358
10° 985 40° 766 70° 1342,
11° .982 41° 755 71¢ 1326
12° 978 429 743 72° 309
13° - 974 43¢ 731 732 292
142 970 449 719 74° 076
159 566 459 707 752 959
16° 861 46¢ 695 76° 942
172 .956 47° 6892 77° 295
18° .951 48> 669 78° 208
19° .946 49° 656 79° 191
20° 1840 50¢ 643 80° 174
91° 934 51° 629 81° 156
29.° 1927 525 616 82° 139
230 921 530 602 83° 129
24° 914 54° 588 84° 105
95° 1906 552 574 85° .087
26° .899 56° 559 86° 070
27% 891 57° 545, 87° 052
9R° .883 58° -530 882 035
9g° 875 59° 515 89° 017
30° 866 60° 5 9g0° 0

Hay otras tablas en las que aparecen anotados los dngulos de minuto
en minuto y el coseno correspondiente con 6 decimales.

Existen también pequefias calculadoras que indican el coseno de un
ingulo con 6 decimales.

Estos instrumentos son empleados generalmente por ingenieros o
técnicos muy especializados que deben resolver problemas cuya solucion
exige una gran precisién. Para el tipo de problemas que resolveremos
aqui es suficiente la tabla anterior, de 3 decimales,

A continuacion veremos como se puede usar la tabla de la funcién
coseno en la resolucién de algunos problemas.

301



Ejemplo. Se tiene un fxidngulo rectdngulo cualquiera, A ABC, en
el cual se conoce la medida del angulo / A y se desea saber cudl es el
cociente de la medida del cateto adyacente al £ A entre la medida de
la' hipotenusa.

Observacién. En un tridngulo rectangulo hablamos de cateto adya-
cente, con respecto a un angulo, cuando el cateto estd contenido en uno
de los:lados del dngulo, '

cateta adyacente

' Para resolver esto, primero tracemos en el tridngulo un sistema de
coordenadas y una c1rcunferen<:1a de radio 1.

? :
>
e

k2

\ [

cateto adyacente

Por lo visto anteriormente, sabemos que

cos LA =—
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Y como los triangulos de la figura son semejantes, tenemos que
x  medida del cateto adyacente

1 medida de la hipotenusa
Por lo tanto, en ese tridngulo cualquiera se tiene que

medida del cateto adyacente

cos LA =
A medida de la hipotenusa

Es decir, en cualquier trizingu]_o. rectangulo A A B C, el cociente de
la medida del cateto adyacente ‘al £ A entre la medida de la hipotenusa,
es-el coseno del angulo £ A y, por consiguiente, podemos buscarlo en
la tabla de cosenos. , ' |

Asi, por ejemplo, si en la tabla encontramos que el coseno de 40°
es 0.707, concluimos que en cualguier tridngulo rectangulo que tenga
un angulo de 40°, el cociente de la medida de cateto adyacente entre la
medida de 1a hipotenusa serda 0.707.

Ejercicio 4. Usando su tabla de la funcién coseno complete las si-
guientes expresiones.

a)

cos 35° =
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h)

: cos 28°9=
1) cos59°=
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Antes de que resuelva usted algunos problemas veamos el siguiente.

Problema. Sobre una pared se apoya un vidrio formando un 4ngulo
de 73° con el piso. Si se sabe que el vidrio mide 1.80 m de largo, jcual
es la distancia de la pared a la base del vidrio?

Resolucion. Por 1o que sabemos,

cos 737 = =
1:80

En las tablas encontramos que
cos 73° = 0.292

Entorices tenemos que

La solucién de esta ecnacién es
x=0.52 m

Por consiguiente, la vespuesta al problema es:
Respuesta. La distancia de 1a pared a la base del vidrio es .52 metros.
Problemas.
a) De acuerdo con la figura calcule la longitud de la viga cuyos
extremos son Ay C.
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b) Un barco cambia su rumbo 197, como se muestra en la figura.

Q
|
-‘-""f
—
~ |
—

= 5

R

Si la distancia enire P'y Q es de 8 millas, jcual es la distancia entre
Py R?

Una antena de television estd
sujeta como se muestra en la figu-
ra. Si el cable que va de T'a S mide
4.5 m y la altura R T de la antena
mide 3.5 m, gcudl es la medida
del dngulo / RT §?

Observe la figura. ;Cual es la
longitud F G de 1a losa?

| 38 m |

5i la longitud del tablon para
‘descarga es 3.15 m y la distancia
entre M y N es de 2.85 m, jcual
es la medida del dngulo que forma
el tablén con el piso?




2. I funcién seno -

Veremos a continuacion otra correspondencia entre angulos y nu-
‘meros, a la cual se le da el nombre de funclén seno, Y ta.mblen utiliza-
remos una tabla de esta funcién para resolver algunos problemas.

Consideremos nuevamente nuestro semicirculo de madera y hagamos
‘una. correspandenma de modo gue a. cada angulo se le asocie la distancia
que hay entre el extremo libre de la varilla y la base.

Ejemplo,

‘Al angulo de 35” le corresponde el nimero .57; al dngulo de 45°;
el nimero-.70; al angulo de 557, el nimero .81 y al angulo de 65°, el

numero .90. (Recuerde que la longitud de la varilla se toma como uni-
dad.)

Ejercicio 5. Use la siguie:nte ilustracién y, como en el ejemplo ante-
rior, asocie a cada angulo un numero para completar la tabla que apa-
rece abajo.
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— 04
— 3
2

B

0.n 10_0 20.:, 300 : 40;: .50:9 605 7—'04, 809 goa

0.64

Ejercicio 6. Con los datos de la tabla anterior complete la siguien-
te ‘grafica.

¢
1.0:
Y Do
@
=)
=
o 08
&
.3.'}'
& 06
2
2 o5
o
£
£ os
+ O
%
5
@ 0.3
2
o
o
g 02
g
-m :
8 01
0 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
Angulo ‘determinado por el gire de la varilla
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Ejercicio 7. Observe la grafica anterior y conteste las siguientes pre-
guntas,

a) Estan los puntos de la grafica contenidos en una recta?
b) ¢Eg esta grafica igual a la de la {uncion coseno?

c) ¢A édngulos cada vez mayores; corresponden numeros cada vez
menores?

d) ¢A angulos cada vez menores, corresponden numeros cada vez
menores?

e) ¢A un angulo entre 207 y 307 le corresponde up 'ndmero entre
34 y .57

t) ¢Hay en la grafica dos dngulos a los que les corresponda un
mismo  numero?

g) tHay un angulo al que le corresponda el mismo mimero tanto
en la grafica de la funcion ceseno como en ésta?

Nuevamente, a fin de buscar una mayor precision al estudiar la
funcién seno, consideraremos en ¢l plano cartesiano Una circunfterencia
de radic 1 que tenga su centro en el origen.

P(x,Y)

A
|
i
I
]
1
|
|
r R

v

De esta manera encontramos que/la funcién seno asocial a cada at-
gulo / R O P, la ordenada del punto P. Y por lo tanto, podemos escribir:

sen LBOP =¥

En la siguiente tabla aparecen anotados ios angulos de gradeo en
grado y los senos correspondientes con 3 decimales:
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T sen 7 T sen F T sen. 7
et 017 31¢ 515 61° 875
2° -035 32° 530 62° -883
3° 052 3A0 545 637 .891
4% 070 34 559 642 899
5° -087 35° 574 652 -906
6° -105 36° 588 66° 914
s 122 37° 1602 B7¢° +921
g 139 386 616 68° 927
9 156 39° 629 69" 934
10° 174 407 643 70° 940
11° 191 41° 656 7l e 946
129 203 42.° 669 7P 851
13° 225 43° 682 73e 956
142 949, 440 695 74° 961
159 259 450 707 759 966
16~ 278 46+ 719 762 970
17 292 47 731 Tre 974
18¢ .309 489 743 78° 978
197 396 49¢ 755 792 982
20% 342, 50¢ 766 80° 985
s 358 51< it 812 988
29 375 il 788 &2° 990
930 391 530 799 - 83 .993
24° 407 549 .809 84° .995
25¢ 423 55 819 85° 996
26 438 56¢ 899 86° 908
27 454 572 839 87° 999
28° 469 58° 848 88> 999
29° -485 597 857 89° 999
30° 5 60° 866 el i

Esta tabla de la funcién ‘seno también puede utilizarse en la resolu-
cion de algunos problemas:

Ejemplo. Supongamos que un triangulo rectangulo cualquiera A A B C;
conocemos el valor del dngulo /A y queremos calcular el cociente
de la medida del cateto opuesto entre la medida de la hipotenusa,

\_eateto
qpues to

4

A B

Para resclver esto podemos considerar en el tridngulo un sistema de
coordenadas y uiia circunferencia de radio 1 como se muestra a con-
tinuacién,
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4

cateto
>- opuesto

sen LA = Y

= I

Y como los tridngulos de la figura son semejantes, tenemos que

medida del cateto opuesto

medida de la hipotenusa

¥
1

Por lo tanto, en cualquier tridngulo rectdngulo A A BC ocurre que

_ medida del cateto opuesto
sen LA =

medida de la hipotenusa
Esto es,

en cualquier fridngulo rectdngulo el cociente del cateto
opuesto a un 4ngulo /A entre la hipotenusa es el seno de ese 4ngulo

A 'y, por lo tanto, dicho cociente se puede buscar en la tabla de senos.
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Ejercicio 8. Use su tabla de la funcién seno para complefar las si-
guientes expresiones.

a) b) c)
gen 77 =

1 k
77
k -
I ==
d) €)
sen 39°=
g
»
g —
q
h) i)
sen 47° =
w
¢
t
——
Ejercicio 9. Resuelva las siguientes ecuaciones.
a) sen = 0.36 d) cos 25° =
b) cos = 0.39 e) x = sen 75°
¢) x = cos 58° f) sen x = 0.59
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Ejercicio 10. En cada inciso encuentre el valor de z.

a)

19

15° I

Problemas

a) ¢Cudnto mide el cable de extremos A y C; sila altura del anun-
cio es de 3.5 m y el cable forma con el suelo un 4ngulo de 29°7
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b) Se guiere construir una “resbaladilla® de manera que forme un
dngulo de 367 con el suelo. Si la altura debera ser de 4 m. ¢eual de-
bera ser la medida entre los puntos A y B?

A A

7 T [ s |

> '._3_60 |—

A

¢) El 4ngulo /T RS mide 36° y la distancia entre Ry T es de 36
m, ;cudl es el ancho del rio?

1P

<
d) Observe la ilustracién. Si la distancia de H a G es de 75 m y
el angulo /HGF es de 43°. ;Cudl es la altura de la piramide?

H -
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. ©) Si un proyectil se desvi6 1° de su trayectoria, jcudnto se ha
apartado de ésta al recorrer 800 m?

800m
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3.. La funcion tangente
Consideremos nuevamente la figura va conocida por nosotros: la
circunferencia de radio 1 y cuyo centro estd en €l origen de un sistema

de coordenadas.

A

Hablaremos ahora de la funcion tangente, la cual asocia a cada an-

gulo LROP, el cociente %; es decir, la ordenada del punto P sobre la

abscisa del mismo, Escribiremos -entonces

tan FROP =

= |

Anteriormente vimos gue
sen /ROP =y
cos LROP =x

Entonces, sustituyendo estos valores en la definicion anterior, tene
mos que

sen./. R OP

tan ZROP = ———
cos/ROP
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Ejercicio 11. Pruebe que en un triangulo rectangulo cualquiera
A A B C, la tangente del angulo / A es igual a la medida 'del cateto opues-
to entre la medida del cateto adyacente.

medida del cateto opuesto

tan LA = :
medida del cateto adyacente
c
cateto
opuesto
[
A B

catetc adyacente

(Sugerencia: Considere en el tridngulo un sistema: de coordenadas
y una circunferencia de radio 1 con centro en el origen.)
= sen LA
Usaremos ghora la expresion tan / A = ———— para obtener la tan-
cos L A
gente de un angulo.

Ejemplo. Queremos obtener la tangente de 15% y sabemos que
sen 15% = 25 y cos. 15° = .96.

Escribimos entonces

tan 150 = Se—n..};s_. = .-2—5 = .26:
cog 15° .96

Ejercicio 12. Empleando el seno y el coseno de cada uno de los si-
guientes angulos, obtenga su tangente.

Angulo 0° [ 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80% | 90¢

tan del
dngulo

Como en los casos de las tablas para la funcién seno y la funcién
coseno, la tabla para la funcidén tangente también nos serviri para
‘resolver algunos problemas.
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Ejercicio 13. De acuerdo con la tabla anterior, complete la siguien-
te' grafica. '

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

tangente del angulo

0.4

0.3

(0] 107 20 307 401 509 602 e 850° Q0°

angulo

Ejercicio 14.

a) Por los puntos de la grafica anterior, trace una linea: curva,

b) Utilizando la grifica obtenga la tangente de 35°. Comparela con
el valor correspondiente en las tablas de la Pag. 320.

¢) Usando la gréfica calcule aproximadamente el angulo cuya tan-
gente es 4.
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d) Usando la grafica obtenga la tangente de 25°. Comparelo con
¢l valor correspondiente en las tablas de la Pag. 320

@) JPuede obtener en la grafica la tangente de 88°2

f) Busque en las tablas (P4g. 320) la tangente 88°.

¢) Busque en las tablas (Pdg,/'320) el seno de 88° y el coseno de 88°.
con estos datos obtenga la tangente de 88°, compare su resultado con el
resultado del inciso anterior.

Observacién. Con respecto a la fi_gur;a, cuando el punto P esta so-
bre el eje Y, el angulo /PO R mide 90 y lag coordenadas del punto

son (0, 1).

y 4

P(o,1)

=V

De acuerdo con la funcién tangente al angulo / R O P deberiamos
asociarle el cociente o perc esta expresion ya sabemios que carece de
sentido, por lo que decimos que la tangente de 90° no esta definida.

Nota. A la tangente de un 4ngulo también se le denomina pendien-
te, En algunos problemas emplearemos esta denominacion.
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A continuacién presentamos la siguiente tabla para las funciones
seno, coseno: y tangente.

TABLA DE RAZONES TRIGONOMETRICAS

T sen T | cosr tan T T sen T | cos.r fan 7
1? 017 1.000 017 467 | 719 .695 1.035
22 ||l =035 £999. .035 47° 731 682 1,072
3° 052 1999 052 48° 43 -669 10111
4% 070 J99R: 070 497 155 656 1,150
x| 087 /996 .087 s0° | 766 | .643 1,192
6° 105 2995 -los sie | an 629 1:235
e 122 1993, 123 52° 188 616 1.280
g 139 .990 _141 53° 799 .602 1.327
9o | 156 1988 .158 547 809 _588 |.376
16> 174 985 176 55° BIY 574 |.428
[l .19 982 . 194 56° (B29 .559 | 2483
12° 208 578 213 57° B39 545 | 540
13° 225 974 .231 587 848 -530 |.600
142 242 570 249 592 8:y) 2S4S I\ 664
15> .259 1966 .268 60° 868, S 1732
16° (276 961 L2817 6l° 875 485 I.804
172 292 1956 /306 62° .B&3 1469 | 881
|82 2309 951 325 3% (B9 454 1.963
19° 326 546 .344 64° 899 | 43¢ 2.050
20° 342 .940 364 65° 506 423 2. 145
213 .358 .934 384 66° 914 ,407 2246
¢ 75 927, 404 67° 921 391 2.356
23° 2391 921 -d24 68° 927 375 2,415
24° 407 Jgl4 443 68° 934 358 2.605
252 423 .906 . 466 70° 1940 34z 2.747
26° 438 .899 .488 71° 946 | 3286 2.904
27° /454 .891 510 ek .95 309 3.078
28% 469 ,883 532 73° 956 292 3271
29° | 485 (875 .554 742 1961 276 3487
30° 5 .866 577 75° 966 ,259 3732
3t 515 857 601 76° 970 | 242 4.011
3z 2530 848 L625 77" 974 225 4. 33|
33° .545 .839 649 788 978 ,208 4.705
34° .559 829 675 792 482 191 5, 145
35° 574 819 700 80° .G85 174 5 671
36° 58K (809 27 817 988 (156 6.314
37° 602 759 754 820 .990 139 7.115
3g° 616 .788 781 83° .9493 22 B.144
39° 629 77 810 84° .995 105 9.514
40° 643 766 B39 852 1996 .087 11:430
41° 1636 755 /369 B&? ,998 070 14,301
42° 669 .743 900 87° .999 052 19,081
43° /682 731 933 88° .999 .035 28.636
44° 695 119 966 892 2999 017 57.290
45° 707 .707 | 90° | 0

Ejercicio 15. En cada uno de los siguientes incisos encuentre el
valor que se pide,

a)

32° I
20
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Problemas

a) Cen los datos de la figura, calcule la: altura de la torre.

I : |
I 56 m |

b) La méixima pendiente autorizada en la construccién de un ferro-
carril es de .03. jCumple el proyecto del dibujo con el requisito?



¢) Calcule la medida del apotema de un exagono cuyo lado mide
5 em, (Sugerencia': Haga el dibujo: del exagono y encuentre después
la medida de cierto angulo.) '

d) En una presa se desea construir un muro de contencién. Fl An-
gulo / C'A B debe ser de 65° y la altura del mure de 30 m. Calcule el
anche A B de la base del muro, '

e) La ilustracion muestra una parte de Guanajuate. La longitud
A B de una callees 19 m y la longitud BC es de 7 ni. ;Cual es la medida
del angulo £ BAC?

Il
|
X
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Problemas

| /Cudl es la medida de AC? El £ ACEB es de 39° y la longitud
de CB es de 15 m.

b) Las coordenadas del punto P son (10, 9). Obtenga la medida
del ZPOQ y la medida de OP.

&

¢) La direccién de los rayos solares con la horizontal es de 557. Si
la sombra proyectada por una planta de maiz es de 1.5 m. (eudl es la
altura de ésta?
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d) Un proyectil es disparado con un angulo de 35° y choca con una
pared. Si BC mide 3 m, gcudl es la distancia recorrida por la bala?

e) Una carretera forma un angulo de 5° con la horizontal. ;Cual
es la distancia P R recorrida por la carreta, si RQ mide 8 m?

—— ri
Q

50

f) En un exdgono regular. el apotema OB mide 7.5 m, encuentre
la medida de AB. (Tenga en cuenta que el / AOC mide 60 y que
/AOBS/BOC.)
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!I;: I

A

g) Si tenemos un rectangulo de 9 m por 4 m, g,cué.l es la medida
del angulo formado por la diagonal v el lado mayor?

h) Un triangulo equilatero mide 15 m por lado. Encuentre la me-
dida de la altura.

i) Una fuerza f de 500 kg forma un angulo de 38¢ con la horizon-
tal. Encuentre la componente horizontal fx de la fuerza.
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j) Una fuerza T de 250 kg forma una angulo de 45° con la horizon-
tal. Encuentre la componcnte vertical fy de la fuerza.
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Soluciones a los ejercicios




Capitulo Sexto

Semejanza y congruencia

1. Figuras semejantes

Ejercicio 1.

a) LA = 40° 4P'= 60°
B = 80° 4Q = 405
4C = 60° SR =800

El AABC y el APQR son semejantes.

b) 4R = 450 L = 105°
48 = 1059 M = 30°
AT = 30° 4N = 45°

Los triangulos RST y LMN son semejantes.

c) A = 28° A= 28°
S Bi=d4T? A B4
€ = 105° 0= 105¢

El tridgngulo ABC y el triangulo A’B'C’ son semejantes,

Hjercicio 2.

a) AB =1 cm MN =2 em
BC = 2 cm NS =5 cm
‘CA =25 cm SM= 4 cm

La razén de semejanza del AABC al AMNS e‘s;§, o sea 1:2.
La razén de semejanza del AMNS al A ABC es 2,0 sea, 2:1.

" b) RT=7 EF =1
TS = 3 FG =2
SR =6 GF = 2.3

L.a razén de semejanza del AEST al AGEF es 3, 0 sea, 3:1.
_ 1 |
La razén de semejanza del AGEF al ARST es 3 0'sea, 1:3.
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Ejercicio 3.

a) APBY=3, BGI'=9, wrar=4

b) R/S'= 12, 8T =6, TR =3

¢) FH' =2, G'H! = 1

La razén de semejanza del AFGH al AF'G'H’ es 4:1.

Ejercicio 4.

2y AB_RT AB _ 2
S8 ST'+9 15
AB = 12

La altura del poste es 12 metros,
b), Los triangulos CAB y CMN son semejantes,
M

€A

¢) £(1) =/ (2), los tridngulos son semejantes.
La razén de semejanza del AABC al ACDE es 5.
AB = 200, AC = 250

2. Perimetros de poligonoes semejantes

Ejercicio 5.

a) P=5.5 em
. 5
b) La razén de semejanza de la primera a la segunda es o 2,

por lo tanto P’ = 18
¢) P = 85. Los lados ‘de la segunda figura miden: 4, 4, 6, 3.

1
La razén de semejanza de la primera figura a la segunda es 5" La

razén de semejanza de la segunda figura a la primera es 2.

Problemas:

a) El perimetro del dibujo a escalares 27 cm.
El perimetro de la cancha de voleibol es 5.40 m.
b) 3.5 kilémetros.
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3. Areas de poligonos semejantes

Ejercicio 6.

a) La razon del drea del cuadrado ABCD al 4rea del cuadrado A‘B/C'D'
1

9’

b) El drea del segundo cuadradoes 10.24.

es

¢) Como % = (1.2)*, entonces A = 144 cm’.

A L. —
) i — %% = .64, por lo tanto 1a razén de semejanza es /.64 = .8.

e) La razén de semejanza del primer cuadrado al segundo es .7.

Ejercicio 7.

a) Al =9 mz
b) A = 300 cm?®

. . 1
¢) Larazén de semejanza de la primera figura a la segunda es . La

3
altura del primer tridngulo es entonces 5y A = 7.5 Por ultimo A’ = 67.5,
1
d) La razén de las areas es ﬁ =5

€) La razon de semejanza pedida es 1.2.

£) A =195 cm?

g) El area que ocupa realmente ese jardin es de 1 600 metros cua-
drados.

h) Como ¢l segmento rojo mide 4.5 cm. La escala es El area

2,000 °
del terreno en la realidad es de 16 000 metros cuadrados.

Problema. Como la razén de las ‘Areas es %, entonces la razén de

. o
semejanza sera 5
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4. El teorema de Pitagoras

Ejercicio 8.

a) ¢ =20 b) b=28 c) a—=8.7
d) c=99 e) y=2
Ejercicio 9.
a) a=6 b=15 AB = 7.8
b) a =4 b= 4 AB = 5.6
c) a=6 = AB = 6.7
d) a=1 b=14 AB =41
e) a=17 b=2 AB = 13
£) a=4 bi=5 AB = 64
Ejercicie 10.
a) AB = 103 b) €D = 64
¢) EF =22 dy GH = 136
ey JK =98 £y LM = 10.3
g) SP =9 h) QR = 16
i) TO= 86 i) Wo=8.5
5. Triangulos isosceles
(&

Ejercicio 11.
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Ejercicio 12.

Ejercicio 13."

Ejercicio 14.




Ejercicio 15.

Ejercicio 16.

AC = 43 mm BC = 43 mm
Ejercicio 17.
ZPRQ = 259 4PQR = 130° |
Ejercicio 18.
©
A B
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‘Ejercicio’ 19.

E_j’ert’:iéio’ 20.

AC = 10 cm BC = 10 cm perimetro = 32 cm

Ejercicio 21.

Altura CD = 12.5 cm Area = 43.75 cm?®

‘Ejercicio 22,

x= 1,65
6. Rombos:
Ejercicin 23.
a)
s
. o W
7
P
; X
Q M N
PR PN WY
) MO XZ
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Ejereicio 25.

Ejercicio 26.

aj

s.

Cada uno de los lados del cuadrilitero PQRS mide 10 cm, por lo tanto,
i es un rombo. ‘
b)
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Cada uno de los lados del cuadrilitero EFGH mide 14 mm.

Desde luego que si se pueden calcular los lados utilizando el teore-
ma de Pitagoras.

Ejercicio 27.

;

D .
M
\"‘I |’-l‘
\
\.
Ejercicio 28. -
La diagonal BD mide 40 mm., ; =
AC = 30, AM = 15 A 5
AR—25.
MDP = /257 — 15 = /400 = 20
BD = 40 mm. v

Ejercicio 28.

La otra diagonal mide 91.6 mm.

Ejercicio 30,

La otra diagonal mide 56.6.
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Ejercicio 31.

4B = 110, € = 70°, 4D =110°

Ejercicio 32.

Si. un lado mide a, entonces la otra diagonal mide V/3 a.

Ejercicio 33.

Dos dngulos miden 120° y dos dngulos miden 60°.

7. Construceiones geométricas (No hay ejercicios)

8. Distancia de un punto a una recta

Ejercicio 34.

a) 39 milimetros
b). 37 milimetros
¢) 47 milimetros

d) 48 milimetros

9, Bisectrices

Ejercicio 35

a) b)
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c) / d)

Ejercicio 36.

Las bisectrices encontradas con el doblado del papel coinciden con
las que se trazaron usando el transportador.

Ejercicio 37.

.a)
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Ejercicio 38. En los tres angulos la bisectriz pasa por el punto P.

Ejercicio 39.

La distancia de P a cada uno de La distancia de Q a cada uno de
los lados del 4ngulo es la misma. los lados del dngulo es la misma,

Ejercicio 40-
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Ejercicio 41. Los tres dobleces coinciden en un punto,

10. Cireunferencias

Ejercicio 42.

Ejercicio 43.

\ ~ !
\ I e e
\ ! =< =
\ (5
N
‘&./ {
- X I
/"L—/\_’//_i_\_’/—\\/%/\/
\ .
N\
\ ESCALA
e 1 10000
\
\

El punto E equidista de los puntos A4, B y C. La distancia de E a ca-
da uno de esos puntos es de 39 milimetros en €l mapa. _

Considerada la escala 1 : 10000, la distancia real del punto E a
cada uno de los puntos A, B y C es de 390 000 mm; o ‘sea, ‘390 metros.
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Ejercicio 44.
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Capittﬂo séptimo

Transformaciones del plano

1. Simetria axial

Ejexcicio L.

LAl | LA | LBl =
Por lo tanto, las figuras ABCD y A’B'C’D’ son

4. Los segmentos AA’, BB, CC" y DIV son perpendiculares a]Ieje .da

5. La distancia de A’ al eje de simetria es igual a la distancia de A
al eje de simetria.

fi
o
o
Q
Ii
()
o
=
s
[
=
=

Ifé
[
Q
[l
EI
Iy
=}
li
[
=

La distancia de B’ al eje de simetria es igual a la distancia de B al
eje de simetria.

La distancia de C” al eje de simetria es igual a la distancia de C
al eje de simetria.

La distancia de D’ al eje de simetria es igual a la distancia de D al
eje de simetria.

Ejercicio 2,

P — 1 — —op

Sl AL R =g

Eje de
‘simetria
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b))

d)
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Ejercicio 3.

a) (4,1) & (-4, 1) bY (5, 6) b5.(=5,6)

-IC) (=8, 2) 118, 2) ) (=215, 4) (2.5 4)

e) (-4, —1) (4, —1) £). (=6, —3:5) 13!(6,— 85)
g) (5, —2) > (-5, —2) h) (3.5, =5) > (=85, —5)

Ejercicio 4.

a) A= (—1,4), B*=(—3,1). b) A’=(2, 1.5). B'=(4, —3).

Al =(4,/23; Bt=i(1, ~2)), A'= (-5, 5), B"=(3, —3),
Cr = (6, —5). o= (-1, 1).
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Ejercicio 5.
a) A = (5, —1),B" = (0, —6),
= (-3, ~2)

A

Ejercicio 6.

N s

C B'=(—2, —5)
= (1, —2)

Y

El trisngulo A'B'C’ es congruente con el triangulo ABC por que los
lados respectivos son congruentes. '

AB =& =5) ¥ B= (—2)F = V(=1 £ 55 = V1 +25
= /26
AB =8 = (—BF B (—2)F =VI*F£5 = y1+25
= /26
BC —/(6 —2F F (-2 17 —/3+ (—3)° = V9t 9= /18

BC =[5 (=2 F (—2— 1Fr=vV(=3F+ (3
=9 +9=y18
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CA =/(A—2¢+ @B -1F=yEF+2=+/4+3=3
CA=TA—(-DFF@-1)P =V &
= A F4i=1/3

2. Translaciones

Ejercicio 7.

Pr=(=5+3, —8+32)= (-2, —1)
Q= (2+3 3+2)=(55)
R'=(0+3, —2+2)=(3, 0)
§'=(—-8+3, 4% 2) = (0, 6)
T'= (0 +3, 0+2)= (3, 2)

U= (=8 +3, 0 +2) =(0,2)

Las flechas sen congruentes, paralelas ¥ con el mismo sentido,

Ejercicio 8.
A= (2 + 8, 6—4) = (10,2)
B'=(—418,4—4)=(4,0)
C'=(0+8,0—4)=(8, —4)
D'=(-318,5—4)=(5 1)
E'=(0+8 7—4)=(8, 3)
Fr=(-8+8 4—4)=(0,0)
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Las: flechas que van de los puntos a sus transformados son con-
gruentes, paralelas y de igual sentido.

Ejercicio 9.
a) A’=10+4, 1+ 5) = (14, 6)
b) B’=(2+ 4, 7+5) = (6, 12)

’ O O S G

—

e et

¢) AC =10 —2=28, BC=7—=1=6
AC'=14 — 6 =8, _ BEr=12 —6=256
d) AB = /8% + 6 = /100 = 10
A’B' = /8% + 62 = /100 = 10

Ejereicio 10.
a) A/=(2—2, —2+4)=1(0, 2)
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C=(7-92 —2+4)=(5 2)
D= (4 -2, —4-+4)= (2, 0)

E'=(5~2, —4+4) =43, 0)

3. Rotaciones

'Ejerc'iéio 11.

‘B
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a) A0 =~ AD, BO=BO yCO=C

b) XADA’ = 4BOB” = 4COC’ = 80

¢) A'B = AB, B'C’ ~BC y C’A” = CA
LA=A, [Br=/B y [C'=/C

Fjerecicio 12. .
b) Rotacion de 90°.

A

c) Rotacion de 1359,

A

d) Rotacion de 180°.
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4. Transformaciones de semejanza

Ejercicio 13.

3) Pi= [33 (=19,8¢3]] =(—-319)
Q=3 x 1 3 X 2) —3(13,6).
R = (3% 2, 3x1.5) = (6, 4.5)
K'= [8iX (—2), 3 x 1] = (—86, 3)

= [B(=—1) 8 X0l =1
M=[3X1,8X(-2)] =13 —6)

b) [

Los puntos P, Q" R, transformados de los puntos P, Q, R, respecti-
- vamente, son colinéales. Los puntos K, L y M son colineales, asimismo
lo son sus transformados, los puntos K/, L y M.
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Ejercicio 14.

) A= [B(=1), 3 % 2] = (=3, 8)
B =/(8%X2, 3x1) = (6, 3)
C'=(3 %X 1,8 X 4) = (3, 12)

b) y ¢)
|
N
I
— ==
i |
@ | | |
e
.;._ -k 1. -‘\
vh S | !
i |
]
]
|
L
| | b i
!
i |
| | 1 _-x:_w
_|
|
q) AB _22 1 BC 22 1 eAl 2 1
AB" 66 3 BC 66 3 CA 6 3

¢) Los tridangulos ABC y A’B’C’ son semejantes,

) En dos tridngulos semejantes los angulos respectivos son conl-
gruentes. Por lo tanto,

LA = /A", [B=/B, [(C=/LC.
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Ejercicio 15.
a) A'=(—4,4); B'=(2,14); € = (16, 12); = (12, 2)

b) y ¢c)

e) Las parejas de angulos dados son congruentes.
f) El cuadrilitero ABCD y su transformado A’B'C'D’ son semejantes,
g) La razén de semejanza del primer cuadrildtero a su transformado

1:2 bien; —.
es ;0 mn2

Ejercicio 16,
a) Ar=/(4, —4) B'= (-2, —14); C = (-186, —12);
D= (—12, —2) '
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b) v €)

ep: 19 1 DA 2.9

1
D 38 2 DAT 58 2

e) LA== /A", (B =/Br i0= /',
£D = 1TY,

) El cuadrildtero ABCD y su transformado son semejantes.

g) La razon de semejanza del cuadrilatero ABCD a su transformado

€s :
5
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Capitulo octavo

Funciones trigonométricas

1. La funcién coseno

Ejercicio 1.

Angilo

00

10°

20°

30°

40°

50°

60°

70°

80¢

90~

Niimero

.98

94

.86

76

G4

34

0:17

Sus respuestas pueden diferir un poco de las que aqui damos.

Longitud 'de la sombra

Ejercicio 2.

0.5

0.8

7

0.6

0.5

4

0.3

62

0.1

a0

30™

40?

ges

70°

80°
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Ejercicio 3.

a) no

b) entre 0.76 y .64
¢) menores

d) 60° y 907

e) i34
t) mayor que .76 y menor gue .98
g) no

Ejercicio 4.

_ ] t _
a) cos 35 = 819 d) %= 616 g2) e 883
Y ¢ . T : ; . .
b) S = 819 €) = 616 h) cos'28° = .883
) 2= 819 £) cos 52° = 616 i) — = .883
T W
Problemas,
s s A . o PQ
.:3.) cos 30 = E b) COs: 19 = ﬁi—
=0t _ PQ
cos 30° ~ cos 19°
4 8
A== IR= =
.866 B 846
AEC = 4.61 m PR =845 m
"FR
C) 0> £RTS = TS T Sern T cos T tan. T
cos (BTS = 2 3 515 .857 601
45 32° 530 848 625
cos ZRTS = 0.777 33 <345 839 649
34° 559 829 1675
. _ _ 359 574 8ls | 700
Para encontrar e] valor del ZRTS 36 1588 809 727
buscamos en lg tablza en la co- 37 602 -793 ;f;:
lumna “eos 7, el nimero 0777, 3_3« ‘.';2%3. 3,§7 810
st s Wl 40° 643 766 .839
ncontramos que e s e 869
Va0 — | ()T g 1669 743 .900
€D%, 89 R ﬁ_ﬂ (682 731 933
Por lo que 44° 1695 719 966
. Ry 45% 701 707 1
/RTS8 = 352
d) cos 12° i‘—g—- e) cos LLMN = ﬁl:
3.8 : 2.85
— cos' ZLMN = ——
~ cos 127 _ 3.15
e 2.8 cos ZLMN = 0.804
978 Para encoritrar el valor del ZLMN
FG'=3.8% m buscamos el nimero 0.904 en la
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solumna “ct ? como no apave- e |
colu 1a €05 T, Como no apare- . sent | cost | tani
ce ‘el numero 0.904 tomamos el -
que mMAs se aproxima, en este £aso 230 391 21 474
0.906, Leemos: entonces’ 24° 407 J814) (445
N 25° 423 L9068 (AEh
0 27° 454 /891 510,
Por lo que el valor aproximado 28° A6 1883 532
del LLMN es 259,
2. La funcién seno
Ejercicio 5.
Angulo 0> 10% | 20° [ 30° | 40° [ s0* | 60° | 70 | go= | so*
Ntmero | 0 |.a7 34 | 5 064 | 76 | 85 | .94 | .98 1
Ejercicio 6.
A
0.1 F —
- = |T
0.9 =<
j
o 7
=] ne =
o’ ,,/
S |
£ 07 —
S s
i )
= ’,
&
ﬂ ¥
g5 05 4
-_0 '!
% 0.4 -
i
3 %
@ ,K
E oz ;
B /
s
o f’
(Y I E
gz 9
'
_}
1.0 -
N 4
a’{ i
Q 10° 207 fi<Teld 407 507 60" o 80¢ 20°
Angulo deéterminado por el giro de la varilla
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Ejercicio 7.

a)y no b) no ¢y no d) si e) si t)mno gy si al dngulo de 45°

Ejercicio 8.

. . k . m -
a) sen 77° =.974 b) 7=.974 ) =974
p Al i x = 57 b
d) sen 39° = .629 e) — 629 £) 0 629
e I N sen 470 = 72
g) o 751 h) sen 47°% = 731 ) _E_: 731

Ejercicio 9.
a) sen 217 = 0.36

b) cos B7% = 0.38
¢) x'= .530

d) cos 25i”_: 0.906
e) x = 966
&) %= 36"

Ejercicio 10.
z
8 357 =-——
a) sen 15
z—sen 35°% x 15
Z— Sed A
z=:8.61

c) sen 28° = E
S

“~ Sen 28°

13

“= 469

z = 2771

z

19

z=sgen 15° X 18

z=.259 X 19

z = 4,92

€) sen 15° =

Problemas.

. . . 35
a._) sen 28°9 = Yl
3.5

AC= sen 990

358

b)) sen 43° =

18
sen. 43°
.18
582
7z = 96.39
d) sen 50° = 55
z = sen| 50% X 25
z = 766 %25
z = 1915

18
%

N|'¢‘_§

£) sen, 687 ="
24

sen 68°
24

“= o7

7z ='25.88

L, O - 4
b) sen 36 A8
4

B e




: 3.5 4
- »48% o 588
AC =721 m AB = 6.80' m
TS . HF
AT F 360 — A 4 - — i 2
o)) sen a6 d) sen 43 '_H7'_5

TS = sen 36° X 36
TS = /588 X 36
TS =21.16'm

x

800

x = sen 1% X 800
x = .017 X 800

x =136 m

e) sen 1% =

HF = sen 43° X 75
HE = .682 X 75
HF = 51.15 m

3. La funcion tangente

Ejercicio 11.

—~

catero opuesto

Sabemos que

tan /A = g
x

cateto ‘adyacente

~

como los tridngulos de la figura son semejantes

y  medida del cateto opuesto

%  medida del cateto adyacente




tan LA =

medida del cateto opuesto

medida del cateto adyacente

4, La funcion tangente

Ejercicio 12.

Angulo

10°

20

30°

50.0

60°

70°

80°

90

Tangente
del angulo:

fa K

36

57

B3

1.19

1.73

2.74

5.67

Nota:

La tangente de 90° no estd definida.

Ejercicio 13.

1.0

0.6

Tangente del angulo
fr=3
&

0.4

0.3

0.2

0.4

360
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40°
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Ejercicio 14.

b) La diferencia entre los valores que se comparan debe ser pequena.

c) El angulo es aproximadamente 227,

d) La diferencia entre los valores que se comparan debe ser pequena.

e) No:

f) La tangente de 88° es 28.636.

g) La diferencia entre los valores que se comparan debe ser pequena.

Ejercicio 15,

r

a) tan 3 :‘26
r=tan 32° X 20
7= .625 X 20
p= 12.50

¢) tan 35° = -ltg

L 19
tan 35°
i 19
T
L =27.14
259 = _U_

e) tan 25 37
¥ = tam 25° < 31
v= 466 X 31
v = 14.44

Problemas.

h
a) t B0 =
) tan 5( 56
h'=-tan 50° X 56
h=1.192 X 56
h =66.75 m
c) tan 30° = 2—&1
a
_ 25
tan 30°
_ 25
B77
a=433 cm

d)

£)

b)

d)

Hi 5
s = tan 19° X 25
s= .344 X 25
s =86
5 W
tan 43 _,_‘Z,E
= tan 43” X 26
= .933 X 26
= 24.25

tan 98° = 36
w

= b
tan 58°
_ 36
16
w =225

15
— = .018
790

El proyecto cumple con el requi-
sito ya que .018 < .08.

L s B0
tan 65° = AR
30

tan 65°
30
- 2145
AB = 13.98 m

361



¢) tan LBAC = L

19
tan /BAC = 0.368
LBAC = 20°
Problemas,
: o OB P
a) cos LACE = e b) tan ZPOQ = o
: 300 = 15 tan APOQ = .8
e = (POQ = 42°
15 - 9
[l o= sen 425 = ——
cos 397 QP
16 2l
=== O
AC AT sen 42°
AC — 19:30'm op — 9
669
QP = 1345
."""—h. = {')_3
c) F;an ob5" = 15 d) sen 35° = i
h=rtan 55° X 1.5 3
. le —
b= 1428% 1.5 sen 35°
h—2.14 m AR — 3
574
AB = 522 m
3 AB
At s - [ 4 =il i B ';. g == =—=-
e¢) tan 5 PR 1) tan LAOB Ob
: 3 _ . . AB
PR—‘tan—T tan 30 —7-5
8 AB = tan 30° X 7.5
~ 087 AB = 577 X 7.5
PR = 91. 95 m AB = 432 m
He e 4 " o.:_h_
g) tan LA = 9 h) sen: 60 i
tan LA = .444 h =sen 60% X 15
LA = 24° k = .866 % 15
i = 12.99 m
Nota: La altura también puede
obtenerse a partir de
< Wk
tan 60° = 7E
1 fx : v FiR
e QORI W ; AR =
1) cos 38 500 i) sen 4 950
fx = cos 38° X 500 fy = sen 45° 3¢ 250
fx =788 X 500 fy = 707 > 250
fo- =394 kg. fy = 176.75 kg,
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