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introduccidén

"El deseo de saber y de
superacion es innato en
el corazon del hombre"

Benito Juarez

Estimado lector:

Ahora que usted ha terminado los estudios del primer grado de Secundaria, y esté
dispuesto a continuar por la ruta ascendente que se ha trazado, permitanos desearle
éxito en su labor, a la vez que felicitarlo por su afan de superacion.

En este segundo curso de matematicas usted lograrad conccimientos y habilidades
superiores a los del curso anterior.

Entre ellos, los mds importantes son los siguientes: _
a) Conocerd nuevos nlimeros y aprenderd a operar con ellos.
b) Aprenderéd a resolver algunos problemas con esos nuevos nimeros.

c) Aumentara su habilidad para interpretar y manejar expresiones que' represen-
tan ndmeros:

d) Aprendera a resolver ecuaciones mas complicadas.

e) Aprenderd a representar ndmeros y relaciones numéricas por medio de gra-
ficas.

f) Llegara al concepto de funcién, que tiene gran importancia en el estudio de las
matemaéticas.
g) Adquirira un conocimiento mas avanzado de la Geometria.

Una vez que usted, amigo lector, haya dominado el contenido de este libro, estara
en posibilidades de presentar el examen correspondiente y acreditar su segundo
curso de matematicas.




Algunas orientaciones
para el estudio de este libro

A fin de lograr una mayor eficacia con un menor esfuerzo, en el estudio de este
libro, nos permitimos sugerirle a usted lo siguiente:

1. Prepare un sitio adecuado para sus estudios. Un lugar en el que se sienta
comodo y tranquilo para trabajar a gusto.

2. Elabore su propio horario de estudios de acuerdo con sus otras ocupaciones.
Es conveniente estudiar entre 50 y 60 minutos diarios, por lo menos 5 dias a la
semana,

3. Empiece cada sesion de estudio teniendo a la mano los uUtiles que va a nece-
sitar: cuaderno; lapiz, papel, pluma, goma, pinturas, etc.

4. Procure usted cumplir con el horario gue se haya fijado para estudiar. El con-
tenido de este libro podra cubrirse aproximadamente en 150 horas de trabajo; pero
esto es muy relativo, pues todo depende de las condiciones y necesidades dé cada
persona.

A continuacion le explicamos como estd hecho el libro y le indicamos como estu-
diar en él para obtener el maximo provecho:

Cada leccién en el libro consta de una breve, explicacién, algunos ejemplos y' va-
rios ejercicios y problemas.

Lea cuidadosamente la explicacion hasta que capte la idea que se expone. Los
ejemplos ayudan a aclarar la misma idea; por eso, léalos también con mucho cui-
dado. Finalmente, resuelva los ejercicios.

Existe al final del libro una seccion en la que se encuentra la solucién de todos
los ejercicios. Compare sus respuestas con las que ahi se dan. Si tuvo errores,
analice por qué, repase las explicaciones y ejemplos y, poer dltimo, corrija las fallas
que haya tenido en su resolucion. No pase usted a la leccién siguiente sin haber
hecho este trabajo por completo. Esto es de vital importancia para lograr un apren-
dizaje firme.

El presente libro es, al mismo tiempe, un texto y un cuaderno de frabajo. Espera-
mos que su estudio le ayude a lograr los objetivos que usted persigue.

Los autores.
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Los numeros racionales
no hegativos.

En el libro correspondiente al curso anterior usted adquirié algunas ideas acerca
de los nimeros racionales. ;Recuerda usted la aclaracién que hicimos entonces? Di-
jimos que los nimeros racionales estudiados no eran todos los nimeros racionales.

En este segundo curso de matematicas si estudiaremos todos los nimeros racio-
nales y, para evitar posibles confusiones, cuando hablemos de los nimeros estudia-
dos en el curso anterior, diremos que esos son los niimeros racionales no negativos.

Antes de iniciar nuestro curso hagamos un repaso de los principales conceptos
dados en el libro anterior acerca de este tipo de numeros:

1. Son nimeros racionales (no negativos) todos aquellos nimeros que se pueden
representar por medio de fracciones.

2, Una fraccion es un simbolo de la forma -—i—. en donde ‘a es un numero natural

o cero, y b es un namero natural. (Mas adelante ampliaremos este concepto de
fraccion). ’

Ejemplo.

a) Los siguientes simbolos son fracciones y, por lo tanto, representan niimeros
racionales.

2 15 1 0

3 8 6 4

b) Las siguientes expresiones no son fracciones y, por lo tanto, no representan
nimeros racionales.

A 2 3 & 9
0 0 0 0 0

3. Cada namero racional [no negativo) se puede expresar con una infinidad de
fracciones.




4. Todo nGmero natural'y el cero se pueden representar por medio de fracciones.
Por lo tanto, los nimeros naturales y el cero son numeros racionales mo'negativos.

Ejemplo.

1 2 3 5 9

Dicho en otra forma, el conjunto formado por los nimeros naturales y el cero esta
contenido en el conijunto de racionales no negativos.

Y‘\“ﬁ\}.“;_v;.zos RACIONALES s

Conjunto\
de los
numeros
naturales
y el cero. |

5. Todo ntimero racional no negativo puede expresarse también en notacién deci-
mal. Para cada racional hay sélo un decimal que lo representa, y éste puede ser
finito o periddico.

Ejemplo.
4 — l E— B’
a] '-5—' B b] 3 6
150 =i o5 29 3
C] ? = 1.875 d] E 1.93

14



6. Los ndmeros racionales se pueden sumar, multiplicar, restar y dividir.

7. La adicién y la multiplicacion de nameros racionales no negativos tienen las
siguientes propiedades:

Adicién Multiplicacién
Conmutativa R s L8 = 8.
Asociativa r+s)+t=r+(s+ t):9t=r(s- 1
Elemento neutro r+0=0+r=r rel =19 .p=r
Elemento inverse £ s —:— = 1 r=£ 0)
Distributiva r.fs +t)=r.s+r.t

8. En la sustraccion, la diferencia es el nimero que sumado con el sustraendo
da el minuendo.

Ejemplo.
9 2 R - 9
e — 1 orque ===
5 O i, o8
minuendo  sustraendo diferencia diférencia  sustragndo  minuendo

34 — 25 = {8 porque 9 + 25 = 34

mindendo  sustraendo  diferencia diferencia _s;ustraendc. minuendo

9. Para poder efectuar una sustraccion con racionales no negativos es necesario-
que el minuendo sea mayor o igual que el sustraendo.

10. En la division, el cociente es el nimero que multiplicado por el divisor. da el
dividendo.

Ejemplo.
2 . 1. ﬂ%_i=_2_
_ﬂlwdTentfo dn:irsor cogiente cacients divisor dividendo

+ 4 =f|§‘riﬂ porque ld?‘i-#—s

dividends  divisor cocients cogignte’ divisor  dividendo

11. Un ndmero racional no puede dividirse entre cero. Las expresiones como
28 = 0y 0 = 0, carecen de significado.

12. En la divisién de nimeros racionales se puede usar la propiedad del inverso
multiplicativo para encontrar el cociente. Sélo tenemos que multiplicar el dividendo
por el inverso multiplicativo del divisor.

15



Ejemplo.
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Numeros racionales
no negativos y segmentos
de recta.

Algunas veces hemos oido que los nimeros naturales se usan para contar y que
los nimeros racionales no negativos se utilizan en algunos procesos de medir. Asj,

por ejemplo, se habla de una longitud de 5.3 metros, de un peso de —i— de kilogramo,

de una velocidad de 60 kilémetros por hora, etc.

Usted aprendio en la escuela primaria un procedimiento para medir segmentos de
recta con una regla. Pero ;jsabe cuéles son las ideas matematicas que justifican ese
procedimiento que usted conoce?

Cada vez que medimes Un segmento con una regla estamos aplicando nuestro
conocimiento sobre segmentos, sobre congruencia de segmentos y sobre subdivision
de algun segmento en segmentos congruentes. Repasemos todos estos conceptos
para darnos una idea de como se relacionan los nimeros racionales con los seg-
mentos de una recta, cuando se realiza un proceso de medicién de segmentos.



1. Rectas y segmentos de recta.
Usted representa lineas rectas usando lapiz y regla, de la siguiente manera:

|IllIIIIIIIIII!’IIIII]III|III_F|IIII|I.
2 14 w_k

(En esta ilustracion aparece sélo una parte de recta pues, en matematicas, las rec-
tas se consideran ilimitadas en ambos sentidos).

Si tenemos una recta cualguiera y tomamos una parte de ella, que esté formada
por dos puntos y todos los puntos comprendidos entre ellos, decimos-que esa parte
es un segmento de la recta.

Por ejemplo, en la siguiente ilustracién tenemos un segmento de recta pintado
de rojo.

Para poder referirse cémodamente a un segmento dado, primero se nombran sus
puntos extremos, con las letras A y B por ejemplo,

B
A ;

y luego se emplea la notacién AB (Léase: "segmento de extremos A y B, o bien
“segmento AB").

A un segmento cuyos extremos son los puntos A y B se le puede denotar también
como BA ("segmento BA")

18



2. Segmentos congruentes

Consideremos los segmentos AB y RS siguientes.

A B R S

Coloquemos un compés sobre los puntos A y B, como se ilustra.

A 3

Si con esta abertura del compas colocamos ahora una punta en uno de los extre-
mos de AS, vemos que la otra punta coincide con el otro extremo.

A B

En este caso decimos que RS es congruente con AB: o bien. decimos, que AB es
congruente con AS; o bien, decimos que AB y RS son congruentes entre si.

El uso del compas, como acabamos de ver, nos sirve para saber cuéndo dos seg-
mentos son congruentes o no. Por ejemplo, veamos los siguientes segmentos:

P@ es congruente con CD
MN no es congruente con PO
MN no es congruente con CD

19



En' caso de no tener un compas podemos poner marcas en el filo de una hoja de
papel, para saber si los segmentos son congruentes o no.

Ejercicio 1. Use un compés o una hoja de papel para saber cuéles de los siguientes
segmentos son congruentes con AB.

! b) }

d)

e)

Ejercicio 2. Analice cada situacidn y conteste a la pregunta.

a) En el ejercicio anterior, AB es congruente con IJ. ;Es congruente JJ con AB?

__b] Ta_mbién encontramos que AB es congruente con Cﬁy GH es congruente con
IJ. ;Es AB congruente con /J? |

¢) Si un segmento RS es congruente con MN y MN es congruente con DE, ison
congruentes entre si RS y DE?

20



3. Subdivision de un segmento en segmentos congruentes

Deseamos subdividir el segmento PQ en 5 segmentos congruentes usando sola-
mente regla, compés y escuadra.

Para efectuar esta subdivision podemos valernos del siguiente procedimiento:
1. Trazamos una recta auxiliar que pase por el punto P.

2. Con una abertura cualquiera del compés, y empezando en P, marcamos sobre
la recta auxiliar 5 segmentos congruentes como se muestra en la figura.

21



3. Trazamos una recta que pase por Q y por el extremo final del dltimo seg-
‘mento trazado.

4. Usando la regla y la escuadra, como se muestra en la figura, trazamos paralelas
a la dltima recta dibujada, de modo tal que esas paralelas pasen por los puntos mar-
cados en la recta auxiliar.

22



Con los puntos A, B, C'y D queda dividido PQ en 5 segmentos congruentes. Esto
es, PA, AB, BC, CD y DQ son congruentes entre si.

Ejercicio 3. _Aplique el procedimiento visto en el ejemplo para subdividir el siguien-
te segmento MN.

a) En 3 segmentos congruentes.
b) En 4 segmentos congruentes.
c) en 5 segmentos congruentes,

d) En 7 segmentos congruentes.

Ahora ya podemos ver como se usan los nimeros racionales no negativos en la
medicion de segmentos.

23




4. Numeros racionales como medidas de segmentos

En la practica nos encontramos frecuentemente nimeros racionales asociados con
seamentos. (Observe usted los dibujos siguientes).

N 24 cm |
T

32 em

i4cm

dem

Cuando ocurre esto se dice que los nimeros racionales asociados con los seg-
mentos son las medidas de esos segmentos.

Para poder asociar un nimero racional a un segmento, como se hizo en los dibujos
anteriores, es necesario comparar tal segmento con otro- que se elige arbitraria-
mente y gue se denomina unidad

En el proceso de medir se pueden asociar nimeros racionales a segmentos o, Vi-
ceversa, segmentos a ndmeros racionales. Veamos este lltimo caso.

Ejemplo 1. Tomando como unidad el siguiente segmento AB, podemos construir
un segmento que se asocie al nimero 3, con el procedimiento siguiente:

A B!

a) Consideramos una recta cualquiera y en ella marcamos un punto 0.

e

b) A partir del punto 0 trazamos tres segmentos congruentes con la unidad AB.

0 A

Ahora podemos asociar al niimero 3 el segmento OR. Y al hacer esto decimos que
'3 es la medida de OR si se toma como unidad AB

Ejemplo 2. Tomando como unidad el segmento RS, mostrado abajo, construimos

un segmente gue mide % de unidad, en la siguiente forma:

f . 8
¥

a) Dividimos la unidad en 4 segmentos congruentes:

R : s
=

24



Cada uno de estos segmentos es % de unidad.

b) A partir de un punto 0 en una recta, trazamos 3 segmentos de - de unidad.
1 - 3
X 1 = 35
(B X =t = )

-y

La medida de OP es -i- si se toma la unidad RS.

Ejemplo 3. Si la unidad es ST, lamedida de ON es -g—

~

=0

Ejercicio 4. Considerando la unidad que se indica en cada inciso, encuentre el
segmento que se pide.

a) f=———1 uidad  El segmento OA debe medir 5 unidades.

f
o]

b) ! unidad  El segmento OB debe medir 3 unidades.

0
C) femfpmmbina}  unidad El segmento OD debe medir g— de unidad.
0
~E 1 - 18 ,
d) 1= \ uridad El segmento OF debe medir 5 de unidad.

€) tdeledbdbdadedel  unidad

El segmento OF debe medir 3.6 unidades.

25




f) ddpdbdda unided  El sEgmMento OG debe medir 4.3 unidades.

}
0

Ejercicio 3.

a) Con la unidad AB construya dos segmentos distintos cuya medida sea 4. ;Son
congruentes estos dos segmentos?

A B
| —

b) Con la unidad MN construya dos segmentos distintos cuya medida sea 2.5.
;Son congruentes esos dos segmentos?

M N
|

L L Il 4 Il L Il L il 1
T ¥ u ¥ ¥ ¥ T ¥ T

¢) Con la unidad mostrada abajo construya dos segmentos que midan 1.8 uni-
dades. ;Son congruentes esos dos segmentos?

Observacion: Habrd usted notado que en cada inciso del ejercicio anterior, los
dos segmentos que usted consiruyd resultaron congruentes. Note también que para
construjr cada paregja de segmentos usted usé una misma unidad.

Ejercicio 6. Considerando la unidad que se da en cada inciso, construya segmentos
OP cuya medida sea 4. ;Son congruentes entre si todos los segmentos construidos?

a) b |

Q
C] L |
: 5
(o ) [ Se—
= ! |
o
e) f——i
[ | |
(7]

26



Observacion: Note usted que todos estos segmentos no son congruentes, a pesar
de que la medida de todos ellos es el numero 4. Esto se debe a que la unidad em-
pleada para construirlos es diferente para todos.

Lo que observamos en estos dos dltimos ejercicios nos sugiere lo siguiente:

Dos o méas segmentos son congruentes si tienen la misma medida, midiéndo-
los con la misma unidad. '

Ejercicio 7. Analice cada situacion y complete la oracion,

a) . segmento OB mide 2.8 unidades y el segmento BC mide 3.5 unidades
—
L L L i L Il 1 I
0 B C
El segmento OC mide . unidades.
b) Si OA mide 4.3 unidades y 0B mide 6.2 unidades, entonces AB mide uni-
dades.
—t
I L |
A 0 8
¢) Si 0B mide 12 unidades y OA mide 7 unidades, entonces AB mide uni-
dades.
F S
- | !
0 1 4
d) Si AB mide 6.8 unidades y OB mide 4.2 unidades, entonces OA mide uni-
dades, '
—_i
I | I
A 0 2
e) Si OA mide 4 unia tes yﬁmide 3.6 unidades, entonces OB mide uni-
dades.
H-—l
| — | {
B A 0
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f) Si 08 mide 10 unidades y OA mide 4.5 unidades, entonces AB mide uni-
dades.
A

Ejercicio 8.
al Considerando la unidad PA, y partiendo del punto P, encuentre segmentos en
la siguiente recta que correspondan a los nimeros 2, 5,6, 9 y 11.

P A

b) Tomando a OB como unidad, y partiendo del punto 0, marque sobre la recta los
segmentos correspondientes a los nimeros 14,25y 2.9.

5 5

Para medir, usted ha usado una regla como la que se ilustra a continuacion:

‘Hﬂl”ll'lIIT'I]'HI'IlIIII|FIH|I111['IH'I|I'II1|i!l'lllllliIl]!'lHIIllIlTIIlIII.-H[llii_f‘FI!l'H'fl'lilillTllHl-IF-l

k0o I =2 3 4 5 6 7 B8 9 10

Agui podemos hacer las siguientes observaciones:

1. Elfilo de la regla representa una parte de una recta en la que se han puesto
marcas para sefalar diversos segmentos. Estos segmentos se consideran siempre.
a partir del punto que se senala con el cero. Por ejemplo,

b)

a)

2. Esos segmentos en la regla se miden considerando como unidad el segmento
que va del punto cero al punto senalado con el 1.

Mm-qrm]nttpnlriiqnn.’rmi-l-u||||r||u

(Usted conoce esta unidad con el nombre de centimetro].
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3. Todos los segmentos se construyeron en la regla de tal mode que su medida
puede darse hasta en décimos de la unidad.

Ejemplo.
) b)

] w‘lllillII[PI]IIH[II”I“T

1 2

'ml__”“lm']"!';”I”“’I”"

i

La medida de este segmento lLa medida de este segmento
es % de unidad, es .9 de unidad.
c) | d)
: w[mi|uu|n

o 1 2

14

Este segmento mide — Este segmento mide A2

10 10

de unidad. de unidad.

4. Algunos de los segmentos en la regla ya tienen indicada su medida en unida-
des enteras. Por ejemplo,

a) rmfnu]nnfn‘ b}

La medid: de este segmento es La medida de este segmento es
1 centimetro. 3 centimetros.

c)

La medida de este segmento es 7 centimetros.
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Esto nos permite saber répidamente la'medida de cualquier segmento de la regla.
Por ejemplo,

a) % er||r||r11||u|!n|||ufl b]
0 I 2 3 4

T

Este segmento mide 1.6 centi- Este segmento mide 3.3 centi-
metros, o sea, 16 décimos de metros, o sea, 33 décimos de
centimetro. centimetro..

Aclaracién. Se pueden tener reglas en las que [a unidad no sea el centimetro.
Usted conoce, por gjemplo, algunas en las que se toma otra unidad llamada pulgada.

En resumen:

En el filo de una regla se representa un conjunte de segmentos cuya medida se
determina fécilmente de acuerdo con una unidad elegida previamente sobre la mis-
ma regla. x '

Ejercicio 9. En el filo de cada regla se ha ilustrado con color uno de sus segmen-
tos. Indique usted la medida de cada segmento.

a)

i
e

Este segmento mide

b)

Este segmento mide
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Este segmento mide

d)
ll'lflIII'|1I¥|I'[T|I]'I;\
3 _ )
(Aqui la unid‘é‘d se llama pulgada)
Este segmento mide pulgadas y de pulgada.
e)

Este segmento mide
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5. Uso de Ia regla en la medicion de segmentos

Usted sabe medir segmentos con una regla, y sabe que el procedimiento que se usa
esta basado en las ideas que hemos venido exponiendo en las péginas anteriores.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

a) Determinemos la medida del siguiente segmento AB.

Para medirlo procedemos a compararlo con algin segmento de la regla

A B

sl

AB es congruente con el segmento de la regla cuya medida es 7.4 centimetros.
Por lo tanto, la medida de AB es también 7.4 centimetros.

b) Busquemos la medida del segmento RS, siguiente,

A s

RS mide lo mismo que el segmento azul de la regla. Por lo tanto AS mide 4.7 cen-
timetros.

c) El segmento MN, siguiente, mide 3.7 centimetros
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Al medir algin segmento puede ocurrir que no sea congruente con ninguno de
los de la regla. Por ejemplo, vea el siguiente:

En este caso se dice que AB tiene una medida aproximada de 4.2, pues el segmen-
to que en la regla mide 4.2 es el que estd més cerca de ser congruente con AB.

Ejemplo.
a) El segmento CD mide aproximadamente 3.7 centimetros.

(El segmento azul, en la regla mide 3.7 centimetros y es el que estd mas cerca de
ser congruente con CD)

b) Midamos FG.

FG mide aproximadamente 4.9 centimetros pues el segmento de la regla que mide
4.9 centimetros es el que esta mas cerca de ser congruente con FG.
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El conjunto de los numeros
raclionales.

Hasta aqui hemos venido trabajando sélo con los ndmeros racionales no negativos,
nimeros que nos han servido para resolver cierto tipo de problemas, y para inter-
pretar algunas situaciones. Pero existen otros problemas y situaciones en la técnica
y la ciencia que no pueden resolverse o interpretarse adecuadamente con estos ni-
meros.

Por primera vez surgié |a necesidad de crear otro tipo de nimeros cuando se in-
tentd resolver ecuaciones como las siguientes:

a] x +5=2

¥

(*;Qué ndmero sumado con 5, da por resuitado 27")
h) x + 83 = 441
(“;Qué namero sumado con 8.3 da por resultado 4.17")

En la primera ecuacién no se encuentra ningiin namero racional, no negativo, que
al sumarse con 5 dé como suma el nimero 2.

En la segunda ecuacién tampoco hay solucién porque, de los niimeros conocidos
hasta el momento, no hay ninguno que sumado con 8.3 dé 4.1 como suma.

Para poder dar la solucién de ecuaciones como éstas se inventaron otros nimeros
racionales a los que se dio el nombre de niimeros racionales negatives. Estos nume-
ros, que estudiamos a continuacién, fueron al principio sélo una curiosidad matema-
tica; pero con el tiempo se les encontraron muchas aplicaciones y pasaron a formar
parte importante del acervo matematico.



1. Los numeros racionales negativos.
Los numeros racionales negativos estdn intimamente relacionados cen los raciona-
les que ya conocemos.

Para cada nimero racional no negativo, excepto para el cero, existe un namero
racional negativo que se denota como vemos en los siguientes ejemplos:

A 1 le corresponde el racional negativo denotado como —1 ("menos 1")

A 2 le corresponde el racional negativo denotado como —2 (“menos 2"}

A —2—- le corresponde el racional negativo denotado come -—--% (“menos %"]

A 6 le corresponde el racional negative denotado como —.6 ('mienos 6")

A .825 le corresponde el racional negativo denotado como —.825 ('menos .825"]
Etcétera.

Observacion:

Observe usted que en la notacién empleada para representar a los ndmeros nega-
tivos el signo (—) forma parte de dicha notacién y de ninguna manera indica sus-
traccién.

Ejercicio 1. Complete cada expresion nombrando el nimero racional correspon-
diente.

a] A 25 le corresponde

b) A 12.83 le corresponde

c) A -5?- le corresponde

d) A 4.05 le corresponde

e) A 252 le corresponde

f) —7 es el que corresponde a
gl =25 es el que corresponde a
h) —-2 es el que corresponde a

8

i) —283 es el que corresponde a

De esta manera podemos considerar los siguientes conjuntos de nimeros ra-
‘cionales:
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ionales negasi
RaCIO e e Pty

L LI —
o 5 DN A 5
Observaciones:

1. Si sacamos al cero del conjunto de racionales no negativos, lo que nos queda
recibe el nombre de “conjunto de niimeros racionales positives”. Asi que ahora te-
nemos tres conjuntos: el de racionales positivos, el de racionales negativos y el
que sélo tiene al cero como elemento.

ionales pogjy, .~nales n .
paslo——2livyg @S0l S8
W - 2 : }\L - 5 _‘2
4 \ g ;
= 5 £, LA :
| 4 8 L 3 - _g_. \4
. Al 0 \ 18 g
e W MW 6 P ~ -;._4” o ; "'-.». i 2 ? L

¢Nota usted que el cero no es un nimero positivo ni negativo?

2. Si formamos un sélo conjunto con todos los racionales positivos, todos los
racionales negativos y el cero, a ese conjunto e llamamos simplemente “el conjunto
de los nimeros racionales”.
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2. Una ilustracion de los nimeros racionales.

Ya sabemos nombrar a los nlimeros racionales. Ahora, para tener una idea méas clara
de lo que son estos nimeros, los representaremos de una manera especial.

Imaginemos que una persona llamada Juan se mueve solamente en linea recta
y so6lo puede cambiar de direccién dando media vuelta. Consideremos ademas que
sus recorridos se miden en metros.

Acordemos que cada recorrido de Juan representara un nimero racional. Si va en
una direccién, los niimeros representados serén positivos, y si va en al direccion
contraria, los nimeros serdn negativos. Por ejemplo:

Si Juan avanza en esta direccidn, cada recorrido ilustrard un ndmero positivo.
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Si va en esta otra direccién, sus recorridos ilustrardn nimeros negativos.

Ejemplo

a)

Juan avanz6 8 metros a la derecha. Su recorrido representa al racional positivo 8.

b)

Juan avanzé 8 metros hacia la izquierda. Su recorrido representa al racional ne-
gativo —8.
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c)

el i e

Juan avanzé 2.6 metros a la derecha. Su recorrido representa al racional po-
sitivo 2.6.

d)

Juan avanzé 6.7 metros hacia la izquierda. Su recorrido representa al racional ne-
gativo —8.7.

Para no tener que estar dibujando constantemente a Juan, vamos a representar
sus recorridos por medio de flechas. Asi, por ejemplo:

N

a)

Juan recorrio 8 metros hacia la derecha.

b)

Juan recorrié 8 metros hacia la izquierda.



26
c)

Juan recorrid 2.6 metros hacia la derecha.

=67

A~

d)

Juan avanzd 6.7 metros hacia la izquierda.

Ejercicio 2. Represente con una flecha el numero racional indicado en cada inci-
so. Empiece la flecha en el punto rojo:

p——!
fm
a 5
f—
im
b) —3
D ——
1m
¢ =25
| e e |
fm
d) 24
im )
e]_ —1.8

41



B o e =l =

! ' 3 5" St ol nd iR B LS B el

Ln r. [ |
L] = pii o I : =TT =" —-T o
RS . C - N
o [ [ LU [
" | - " 1 .II | .

e L

|
| ,e-i-'l'l-—'-_'Ill'l'lr

| |
|
- I

1 HE NN - - N
- - r : |
|
" = “ | - -
— - Ll e | H B e el I ISR S ——

=1

Bpen AR e e o i B TS e gy s e e <
TR, - = =l -

w

F . ¥ Mo o o ol WPl WE e
i
i

- - 1 - - -I
N S
i - = I " .l - 1
:___'.—.-l_.—ln—l—l.—:-l;'—-——-l_- M=
- O Ll . 1 1 1
T N N

-
f . sl " -
U ——— SEs
1 . - & .
1
. 7 | . ” - [ e
- L ‘-—:_I—"— 1
' -
" g ——————— e k% A%
I 1 1
1
| I . 1 I -
- B
1 L] I " A
[ - b e




Adicion de numeros
racionales.

En esta seccion estudiaremos la adicion de nidmeros racionales y veremos qué pro-
piedades tiene. Encontraremos solamente una propiedad nueva, que no conociamos,
y que se agrega a la lista de las propiedades vistas en la adicidon de racionales no
negativos.

En la adicién de nimeros racionales se pueden presentar tres situaciones diferen-
tes: Hallar ta suma de dos racionales positivos; o bien, hallar la suma de dos raciona-
les negativos; o bien, hallar la suma de un racional positivo y un negativo.

A continuacion estudiaremos por separado los tres casos.



1. Adicion de racionales positivos.

Usted ya conoce este caso. Ya sabe encontrar la suma de dos ¢ més racionales
positivos cualesquiera.

A fin de facilitar el estudio de los otros casos de adicion vamos a utilizar aquf la

ilustracion a base de recorridos que vimos en el pérrafo anterior. Por ejemplo, con-
sideremos la siguiente adicion:

36 + 58 = 94

Podemos pensar que esta adicién corresponde a la siguiente situacion:

Partiendo de un cierto punte, Juan hace un recorrido de 3.6 metros a la derecha
y & continuacion hace otro recorrido de 5.8 metros en la misma direccion (a la dere-

¢ha). De eca manera, Juan recorre en total 914 metros a la derecha de su punto de
partiga.

Esta situacion puede ilustrarse con flechas en la siguiente forma:

Flnto de
paitiva

I!Il

|llu||||| |‘|ll| Jren

5 B T 8

9.4

La flecha azul representa el primer recorrido (3.6) y la flecha roja representa el

segundo recorrido (5.8). Con los dos recorridos juntos, Juan se encuentra 9.4 metros
a la detecha del punto de partida.

Ejemplo. La adicién 4.7 + 29 =

7.6 puede ilustrarse con flechas en la siguien-
te forma:

is '\
Y T 0 DLl | 1'||||||u|-1:|u|---lrll-l
1 z 3 A a7 5

T8

Ejemplo. La adicion 131 + _g_ =

-%?- puede ilustrarse asi:

.
wf
tifm

wl
-
u];—
-
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+

Ejercicio 1. En cada inciso encuentre la suma y luego ilustre con flechas la adicién,
tal como se hizo en los ejemplos anteriores.

3 )
a)4-!f-4 t
7 6 i
— e = 1
b) 3 3 a
¢) 48 + 73 = 'IJ
d] 29 + 57 = i
e) 84 + 53 = !
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2. Adicion de racionales negativos
Consideremos la siguiente situacién:
Juan parte de un cierto puntoc y recorre 6 metros a la izquierda. A continuacion re-

corre otros 8 metros en la misma direccion (izguierda). Al finalizar esos dos reco-
rridos se encuentra 14 metros a la izquierda de su punto de partida.

Punto de
partida

En lo anterior hemos ilustrado la adicin

-6 + (—8) = —14
Veamos otro ejemplo de adicién de racionaies negativos:
—57 + (—88) = —143

Esta adicién podria corresponder a la siguiente situacidn:

Juan recorre 5.7 metros hacia la izquierda de un cierto punto y posteriormente
recorre 8.6 metros en la misma direccién. Al final de sus dos recorridos se encuen-
tra 14.3 metros a la izquierda de su punto de partida.

Punto de
partida

—86 b

Eje_mpla. A continuacién fenemos algunas adiciones de racionales negativos con
sut correspondiente ilustracién a base de flechas

—24 + (—-33) = —57




+

=42 + (—27) = —69

UL AR LR A AALN UL AR |
! ] 3

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

Ejercicio 2. En cada inciso se indican recorridos que Juan hace a partir de cierto
punto. Complete la tabla como se hace en a).

Despuds ' : Total J

5 4 9
10 12

34 19

83 9.5

15.6 10.7

17.4 268

15 23

- =

34 47

9 9

Ejercicio 3.

al —10 + _[-3]

Efectie las siguientes .adiciones de nimeros racionales negativos.
Imagine cada adicién como recorridos hacia la izquierda e ilistrela con flechas.

c) — 2+ [(—1)

4

) —— +

2

~ L
(=5

it

b) —8 + (—4) =

d —-12+(—-7) =

fil —62 + (—45) =

47



g) —80 + (=27 = h) —195 + (—23.7) =
) —5426 + (—2083) = ) (—5487) + (—3825) =

Ejercicio 4. Resuelva usted las siguientes ecuaciones:

a) 8 + = 10 b) — 8 + = =10
¢) 12 + = 18 d)l  —12 & = —16
e)] 88 + = 127 fl —96 + = —12.7

2 =7 e ) il
k)l 134 + = 289 N —134 + = —28.9
m) + (=7} = —25 n) + [(—34) = —127
0) —465 + = —15.70 p) —6.12 + = —13.2

Observacion: Habrd usted notado que al efectuar la adicidn con racionales nega-
tivos, aplicamos nuestros conecimientos sobre la adicidn de positivos. Por ejemplo,

a) Para hallar la suma de —37 y —12, pensamos en la adicién 37 + 12 = 49,
y escribimos —37 + (—12) = —49

b) Si deseamos hallar la suma de —32.8 ¥ —17.5, pensamos en la adicién
328 + 17.5 = 50.3 y escribimos —328 + (—175) = =503 -

Ejercicio 5. Efectie las siguientes adiciones de racionales negativos.

a) —675 + (-5 ) =
b) — 1487 + (— 45.94) =

c) —2327 + (—5145)
- (-13) =
d) =57

el —

-bIU'l mll\a

+ (-1 =

f) —5068 + (—305.1) =

g) —495 + (—2687) =
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3. Adicién de un racional positivo y un negativo.

En el estudio de este caso de adicion vamos a emplear nuestro conogimiento
de los dos casos anteriores, ademas de una propiedad que analizaremos a conti-
nhuacién.

Observemos la siguiente ilustracién:

3.9

|
i
{73

|
ne

.Tym
T_

-4

|
-!

|

0

- |
|
|

|

I

|

|

|

En esta ilustracion hemos marcado con color algunos puntos. 8i doblamos nues-
tra hoja por la linea punteada, ;qué ocurre con los puntos rojos?; ;céma quedan
los puntos azules?

En este caso se dice que los dos puntos rojos son simétricos con respecto a la
linea punteada. También los dos puntos azules son simétricos, pues al efectuar el
doblez de la hoja esos puntos coinciden.

De los nimeros 2 y —2 se dice que son inversos aditivos. Estc es, 2 es el inverso
aditivo.de —2 y, viceversa, —2 es el inverso aditivo de 2. Lo mismo se puede decir
de los nimeros 3.9 y —3.9. Ellos son inversos aditivos.

Ejercicio 6. Observe la ilustracion y luego complete las expresiones. (Si lo de-
sea, doble la hoja por la linea punteada).

~& -5 | —a =3 —2 =3 a £l g vl A 4 3 h
]'“'r"”|”|‘1”|rT'”H””IHITI[Hll’lllTIillIl']'!_rll|llll[||||]|?;l|rlnf'lllll_l|i||||ITI1TI|IIIIIIIlllll_ll;ll!l}lillf
=7, T
|
[
|
|
|
a) Los ndmeros 3y son inversos aditivos.
b} Los nimeros —4 y son inversos aditivos:

¢) El inverso aditivo de % es
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d) El nimera —2.7 es el inverso aditivo de

e) Los ndmeros —1 'y ‘son inversos aditivos,

Ejercicio 7. Complete las siguientes expresiones:
a) El inverso aditivo de — 7.5 es

b) El inverso aditivo de 11.5 es

¢) El inverso aditivo de — 300 es

d) El inverso aditivo de — 1000.5 es

22T ag

e) El inverso aditivo de — TiE

f) El inverso aditivo de 3 080.075 es
Todo ndmere racional tiene un inverso aditivo Unico,

La nueva propiedad que encontramos en la adicion de racionales, y que vamos-a
utilizar para resolver nuestro tercer caso de adicién, es la siguiente:

Si se suma un numero racional con su inverso aditive, el resultado de esa
adicién es cero. '

(Mas adelante volveremos a mencionar esta importante propiedad).
Ejemplo. —3 es el inverso aditivo de 3 y la suma de estos dos numeros €s cero.

3+ (=9 = 0

Esta adicién podria corresponder a una situacion como la siguiente:

Partiendo de un cierto punto, Juan hace un recorrido de 3 metros hacia la derecha.
(llustrado con |a flecha azul).

A continuacién efectda un recorrido de 3 metros hacia la izquierda. (llustrado con
la flecha roja).

30



Al finalizar esos dos recarridos, Juan se encuentra a cero metros de su punto de
partida. Es decir, regresé al mismo punto donde habia empezado,

Ejlemplo. El inverso aditivo de: —4.6 es el numero 4.6, y la suma de estos dos
namerns €s cero:
=46 -+ 46 = 0

Podemos ilustrar esta adicion en la siguiente forma:

(Primero hacemos un recorride de 4.6 metros hacia la izquierda (flecha azul), y
luego hacemos un recorrido de 4.6 metros hacia la derecha (flecha roja). Al final
de los dos recorridos estamos en el punto de partida).

Ejercicio B, Resuelva usted las siguientes ecuaciones:

a) + 15 =0 b) =120 + 8 =0
8] _._{;4._ 1 =0 d) 183 + =0
e) =6+ np =0 h =

f) a + [=35) = 0 g =

g) 432 +y =0 Y=

H) O+ x = 0 X =

Hemos dicho antes que la adicion de racionales en general tiene las mismas pro-
piedades que la adicién de racionales no negativos. Una de esas propiedades, que
también vamos a utilizar en este tercer caso de adicin, es la del elemento neutro
y consiste en que

Ejemplo.
al] 15 + 0 = 15 b] —8 + 0= —8
3 3 .
4 2o = M — ———
c) 0 i 7 dl 0.4 (=7 =7
e) 0+ —86 = —86
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Teniendo en mente lo que se ha visto en las paginas anteriores, podemos atacar
el caso de adicion que nos ocupa: Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. ;Cuél es la suma de =5y 77
-5 + 7=

Podriamas interpretar esta expresion en la forma siguiente:

(Se hace un recorrido de § metros hacia la izquierda de un cierto punto]. Luego
se hace un recorrido de 7 metros hacia la derecha. Después de estos dos recorridos,
;a cuéntos metros quedamos del punto de partida?

—5 —4 -3 —p | ¥ 1 ¢ 4 1
L}

Como sabemos que 7 es igual a 5 + 2, padriamos expresar nuestra adicion asi:

—~ 5.+ 5|+ 2 = ——— .
—

Ya que —5 -+ 5 = 0, nuestra adicion queda como 0 + 2 = 2 .

Es decir,

-5 4+ 7 = 2

Ejemplo 2. ,Cudl es la suma de 5y —8?
5 (=8 =

(Se hace un recorrido de 5 metros hacia la derecha de un cierto punto y & continua-
cion se hace un recorrido de. 8 metros hacia la izquierda. jEn donde quedamos des-
pués de realizar esos dos recorridos?).
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0 5 e
= §

Expresamos al —8 como —5 + (—3), pues —8 es igual a —5 + (—=3). De esa
manera, nuestra adicion quedard como

5 + (—=5) + (—=3) M :a; | |

Aplicamos la propiedad asociativa y sumamos primera el 5 y el —5.

5§+ (—5) + (—3) = e

Como & + (=5) = 0, nuestra adicién quedard asi: 0 + (—3) = —3. Esto es,

5+ (—8) = =3 — e——

Ejemplo 3. ;Cuadl es la suma de 8 y —3?

B ((=3) = —?v—l—w—;—“—

Como 8 = 5 + 3, podemos escribir

5 4+ 3 + (—3) =

=

Ya que 3 + (—3) = 0, nuestra adicion sera 5 + 0 = 5
Esto es,

8+ (-3 = & N
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Ejemplo 4. ;Cual es la suma de —6 y 4?

-6 + 4 =

Yaque —6 = —2 + (—4), escribimos

2+ (-8 +a=

Como —4 + 4 = 0, nuestra adicién sera —2 + 0 = =2 , Esto es,

7 8
-

—6 + 4= —2

Ejercicio 9. Anote los numeros que faltan en los siguientes desarrollos. Observe
el inciso resuelto.

a) B8 + (—8) = (—86)

2 + 8
=2 + @
= 2

Por consiguiente, 8 + (—6) = 2
b) 12 + (—5) = H & "= (=15]
= -
=
Por lo tanto, 12 + (—5) =
c) 28 + [(—15) = + 15, + (—15)
= =

Por consiguiente, 28 + (—15) =

d 26 + (—33) = 26 + -—26 +
= +

Por lo tanto, 26 + (—39) =
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e) 18 + (—43) = 18 + (—18) +
= +
Por consiguiente, 18 + (—43) =
f) —47 + 14 = + (=14) + 14
+

Por consiguiente, —47 + 14 =
g —8 + 68 = —-35 + 35 +
= s
Por lo tanto, —35 + 68 =

h) —-78 + 52 = + (-52) + 52
= +

Por lo tanto, —78 + 52 =

il —19 + 46 = —19 + 19 -+
+

Por consiguiente, —19 + 46 =

) 78 + (—182)

Il

8+ (—78) +
= +

Por lo tanto, 78 + (—182) =

Observacion. Hasta aqui hemos trabajado con numeros tales que al efectuar la
adicién podemos “adivinar' facilmente la solucién.

Habra usted notado, en los ejercicios anteriores, que al sumar un racional positivo
y un negativo la dificultad mayor estriba en descomponer uno de los sumandos (el
que indica un recorrido mayor) en otros dos sumandos, de manera que tino de éstos
anule al sumando que indica el recorrido menor.

Seguramente ha vista que, de hecho, al hacer esa descomposicién se aplica la sus-
traccion. Por ejemplo, para sumar los ntimeros 574 y (—213), procedemos asi:

574 + (—213) =

El problema principal consiste en descomponer 574 en dos sumandos, de manera
que uno de ellos sea 213 (Este sumando sumado con (—213) dard cero). El otro 'su-
mando se puede calcular facilmente asi: 574 — 213 = 361.
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Tendremos entonces, ‘que
574 + (—213) = 361 + 213 + (—213) = 361 + 0 = 361
Veamos ofro ejemplo:
37.5 + (—508) =

Aqui debemos descomponer a —50.8 (que representa el recorrido mas largo) en
dos sumandas.. uno de los cuales debe ser —37.5.

El otto sumando lo calculamos asi:

Pensamos en la sustraccion 508 — 375 = 133

y escribimos: —50.8 = (—37.5) + (—13.3)
Con esto tenemos gque
37.5 + (—50:8) = 375 ik (=375) * + (=133) = 0 + (=133) = =133

Ejercicio 10. Efectie las siguientes adiciones en su cuaderno.

a) 325 + [—58) = b) 867 + (—412) =
¢} 1796 + (—815) = d) 18064 + (—12085) =
e) [—468) + 306 = f) (—1561) + 801 =

gl (—128600) + 9506 = h) 718 + (—315) =

i) 78 + (—425) = i) (—84) + 1230 =

Anteriormente hemos usado expresiones como |+ s para indicar sumas de ra-
cionales no negativos. Ahora, cuando consideremos que la r y la s representan ni-
meros racionales cualesquiera, usaremos también |a expresion ¢ s'para indicar la

sumé de esos dos racionales cualesquiera. Asi, por ejemplo, la expresion ¢l i# 8 indi-
cara la suma de —4 y 2 en el caso de que r sea —4 y s sea 2. Esa misma expresidn

serd igual a —15 + (—23) = —38cuandor = —15ys = —23
Si consideramos que r = 289y s = —13, entonces r + s = 1.6; sir = 23 ¥
s = —62, entonces r + s = —3.9; etfc.

Ejercicio 11. Tal como se hace en a), diga usted qué nimero representa la ex-
presion a + b al sustituir las letras par los valores que se indican.

a) Sia =45y b= — 98 entoncesa + b = —53
a+ b =45+ (—98) = —53
b) Sia= —196 y b = 238, entoncesa + b =
c) Sia= 364 y b= —230, entoncesa + H =
d) Siga= —6907y b = 479, entoncesa + b =
e)] Sia= —183 y b = —146, -entoncesia + b =
f) Sia= —272 y b= — 68, entoncesa + b =
gl 8l a =369 y b = 746, entonces a + b =
hl Sia = —387 y b= —229, entoncesa + b =
i) Sia= 483 y b = —147, .entoncesa + b =
) Sia= —128 y b =0, entoncesa + b =



4. Propiedades de la adicion de racionales.

Por la forma en gue se define la adleidin de nimeros racionales, tal operacion tiene
las mismas propiedades que la adicion de racionales no negativos. (Esto se puede

demostrar rigurosamente; pero aqui no lo haremos). Y, segin hemos visto,
de esas propiedades, tiene otra nueva. Veamos el siguiente cuadro:

ademas

de la adicion no negativos, _ cualesquiera,

Propiedades Si a, b, ¢ son racionales Si r, s, t son racionales

Conmutativa a+ b=b+ a3 r+ s =s=+r

Asociativa @+ b)+c=a+b+a)|lr+s)+t=1r+(s+ 1

Elemento neutro a2+ 0= 3 F4+0=r

Inverses aditives I

| UAllsumar r coni-su inverso
(aditivo, se obtiene cero

Usando las propiedades anteriores, podemos encontrar la suma de cualquier nu-

mero de sumandos. Por ejemplo, ;cudl es la suma de 5, —8, 13, =2,y —127
5 + [—8) + 13 + (—2) + (—12) =
Nos conviene sumar por separado los positivos y los negativos.

&+ s + & & + iR = @+ =22

De esa manera nuestra adicién se reduce a sumar dos sumandos, 18 y —22.
18 + (~22) = -4
Por consiguiente,
5+ (—8) + 13 + (=2) + (—12) = —4
Ejemplo. ;Cual es la suma de los ndmeros —7.6, 152, —2.3, =8 y 6.27

=76 + B2 + [FZd + G + sR = =9 + 2es

= 3b
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Ejemplo.
143 + 12 + [(—12) "+ (—148) = 263 + —263 = 0

Ejercicio 12. Efectie las siguientes adiciones en su cuaderno..
a) 18467 + 52611 =
b) 1214 + 15 + 186 =
c) 34 + 1825 + 6 =
d) —3 + (—85) =
e) —147 + (—2036) =
£}, "=10.6 ¥ [=18) + (—53) =
g) —312 + (—506) + (—186.9) =

h) 15 + (—29) =

]

i) —12 + 34 + (=20)
) 14 + (—28) + 328 + (—125) =
k) 468 + 0 =

) —912 + 0 =

m) 13 + (—13) + 567 =

n) —908 + 1574 + 908 =

o) 1706 + (—14) + (—17068) = 14 + 18 =

Ejercicio 13. Calcule el valor de la expresién 2 + b + ¢ + d para los valores
de a, b, c y d que se indican en cada inciso.

a) a= 5, b= 2, e ol d = —12
by a =1, b = 1.5, ¢ = = 2 d = —386
c]a=--32a, b=-—--53— c=%- dz_si
d) a = 132, b = —178 c = 14, d = 17
el a = —83, b = —11.7, ¢ = —6.2, d = 0

f) a= 173 b = —28, ¢c = —173, d = —173
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1. Una regla para efectuar sustracciones de nGmeros racionales.
En cursos anteriotes aprendimos a efectuar sustracciones con numeros racionales

positivos. ;Recuerda usted que para ello era necesario que el sustraendo fuera me-
nor o iguzal gue el minuendo?

Ahora vamos a efectuar sustracciones con nlmeros racionales tante positivos co-
mo negativos y veremos gue, ai manejar estos numeros, no es necesario que el
sustragndo sea menor o igual que el minuendo.

“Efectuar una sustraccion’ significa encontrar la diferencia cuando se concecen el
minuendo y el sustraendo. (Recuerde usted que la diferencia es el ntimero que su:
mado con el sustraendo da el minuenda).

La sustraccion de ndmeros racionales seindica como en los siguientes ejemplos.
Ejemplo 1,
..-3 Ay 5 —
ninvends sustragnds difererivis
(Hay que encontrar la diferencia entre los nimeros —3 y 5)
Ejemplo 2.
12 = =0 =

(Buscamaos la diferencia entre los nameros 12 y —7)

Ejemplo 3.
=7 — [=12) =
(Queremos saber cuél es la diferencia entre los nimeros — 7y —12),

Observe usted que en estos dos Ultimos ejemplos hemos puesto entre parentesis
el sustraendo. Esto se hace asi, para evitar que se confundan los signos, el que in-
dica la sustraccion 12-— (=7} y el que indica que el sustraendo es un nimero
negativo 12 — [=T7).

Para efectuar una sustraccion de nimeros racionales cualesquiera aplicamos la si-
guiente regla:
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Esta regla no fue inventada arbitrariamenite. Se creo de tal modo que al utilizarla
pare efectuar una sustraccion, siguiera subsistiendo aquelila. propiedad gue: estudia- .

mos antes, ¥ que se enuncia asi:

con el

! ||E'““II il

Ejemplo 1. Efectuemos la sustraccion. 7 — (—5) =

I ﬁ,iﬂlﬁ;:f-;.%ﬂ_

Como aqui el sustragndo es —5 y su inverso aditivo es 5, pata hallar la diferen-
cia sumaremos 7 + 5 = 12

Por lo tanto,
7 —[=5) = 42

Note usted que, 'éfe'cti\_ta'ment'e la diferencia es 12 porque al sumar 12 mas -5,
obtenemos el minuendo 7.

Ejemplo 2. Efectuemos la sustraceién. —8 — 7 =

Aqui el sustraendo es 7 y su inverso aditivo es —7. Asi que para hallar la diferen-
cia sumamos, —8 + (—7] = -1§

Po 1o tanto,

-8~ 7 = =18

Obsrrve que 45 + 7= —8

rnmue Ad ditarencia
s.zstmandc

Ejemplo 3. Efictuemos la sustraccion. —15 — (—21)=

Pussto que aqui ol inverso aditivo del sustraendo es 21, hallamos  la diferencia
sumando =15 + 21 = 6

‘En consecuencia, tenemos que
-15 — (—21) = &
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y, efectivamente, 6 mas —21 es igual a —15. Esto es, diferencia mas sustraendo
es igual a minuendo.

Veamos otras sustracciones mds, efectuadas de acuerdo con [a regla.
Eiemplo.
a) 23 — (— 49) = 23 + 49 = 72

bl —119 —17 = —119 + (—=17) = —288

) —9—(-3N=-9+3=~—358

Ejercicio 1. Tal como se hace en a), efectie usted las siguientes sustracciones
y compruebe que la diferencia sumada ¢on el sustraendo da el minuendo.,

a) 12 =-(—8)= 12 + 8§ = 20
Comprobacién 20 + (—8) = 12

b) 25 — (—13 ) = + =

Comprobacion

c) 17 — (—23 ) = + =
Comprobacién
d 28 —(—42) = + =
Comprebaclen,
e) 347 — (—282 ) = + =
Comprobacion
1 B5r==1.28 ) 5= + =
Comprobacion
g —18-7= + =
Comprobacidn
h) —36 — 49 = i =

Comprobacion
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) — 37 — 188 =

i e ST s
i) 3 3

_ 12 _ 5 .
< 3 9

) — 7 — (—28) =
mll —258 = (=0 =

n) —39 —(—72)=

0) —1742 — (—10.05) =

SR i L
p) 10 (=T

q) —~1—32-—[-B]=

3 S it +

s] — 38 =0= +
=gl S ahs

t) = 0 “+

u) 0= —3_ = 4

v) 0— (— 38) =

w) 0— [—172) =

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacitn

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacién

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacion

Comprobacién

Comprobacidn

Comprobacién

Comprobacion
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Ya se habra usted dado cuenta que al aplicar nuestra regla para efectuar sustrac-
ciones, cualquier sustraccion de nameros racionales es posible y no importa gue el
minuendo sea mayaor, 0 menor, o igual que el sustraendo. Esto no ocurria con los
racionales no negativos, pues con esos ntmeros no era posible efectuar sustractio-
nes como 13— 52 = y 80 — 98 = ,en las que el sustraendo era
mayor gque el minuendo. Ahora podemos ver que cuando Se presenta un caso: asf,
la diferencia siempre es un nimero negativo.

Ejemplo.

a 13 — 52 = 413 + [[=52) = =38

by 45 — 107 = (B8 + |(=107) = —62

dl 375 — 296 = (@75 + |(—286] = —29225
¢} 57 — 108 = [@H + RS = 82

Ejercicio 2. Efectie usted las siguientes sustracciones.

a) 2 — 25 = by 36 — 78 =

c) 41— 125 = d) 0—-1=

e 3 —15 = f] B85 — 3'=

g) 3962 — 968 = h) 11.3 — 56.75 =
i} 253 — 357 = i) 1t ~— 1000 =

k) 25 — 375 = N .18 — 32 =

m) 0 - 12 = n. 4 ~ 59 =

Desde luego, nuestra regla de sustraccion también es aplicable a los casos que
estudiamos con racionales no negatives; es decir, los casos en que se restan dos
ntimeros positivos y el sustrasndo es menor o igual que el minuendo.

Ejemplo.

al] 13 — 9 = 4
13 — 9 = 13 + [(+9) = 4

b) 285 — 63 = 222
2865 — 63 = 285 + (~6:3) = 222
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12 — -3 —-pus
- T 5
195 — 3
B ey

Ejercicio 3. Tal como se hizo en los ejemplos apteriores, efectie las siguientes

sustracciones en dos formas, la que usted sabe desde la escuela primaria y la que
estudiamos en este libro.

a) 23 = 5 = b) 35 — 15 = e) 27 — g =
d) 100 — 10 = el 28 — 13 = f) 1591= .=
g) 935 — 183 = h) 46 — 1.8 = i) 369 — 8 =
N5g = Kl'g = 3 DT -3

¢Son diferentes sus resultados al efectuar las sustracciones en las dos formas?
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2. Notaci6n para el inverso aditivo de un namero racional.

Durante el desarrollo de nuestros estudios matematicos hemos empleado, en mu-
chas ocasiones, letras del alfabeto castellano para representar nimeros. Ahora nos
pondremos de acuerdo en lo siguiente:

Si 2 representa un naimero racional cualquiera, entonces el inverso aditive de
ese numero se denotard con —a:

Esto es, si el nimero 8 se denota con la letra x, por ejemplo, entonces el inverso
aditivo de 8 lo denotaremos con — x. Asi, el simbolo —x querré decir —8.

Si n representa al nimero 1.3, entonces —n represeéntard al nimero —1.3,

Si r nombra al nimero —9, entonces —r nombrard al nimero 9, jUsted encuen-
tra il6gico esto? (Recuerde que —r sélo es una notacion para el inverso aditivo del
nimero que represente la r.)

Si la letra a denota al nimero —34, entonces e! simbolo —a representard al nd-
mero 34.

Ejercicio 4. Complete usted las siguientes expresiones.
a) Si a = 3, entonces —a =
b) Si p = .5 entonces —p =

¢l Sit = 3.007, entonces —¢ =

d) Siw = -3, entonces —w =
= sl iy =

e] Six io" entonces —x

f) S8i y = —.001, entonces —y =

g) Sin = —.1, entonces —n =
h) Si —h = ‘386, entonces b =

i) Si —d = —1.8, entonces d =

) 8 —uy = =38, entonces u =

kKl Si —z = 1, entonces z =

I)) 8i —r = 0, entonces r
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m).  Si m es un nimera racional positivo, entonces —m es un

n) Si x es un racional negativo, entonces —x es un

o) Si p representa al cérb. entonces —p es igual a.

Eiieric'lcio 5. Complete usted la siguiente tabla.

=15
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3. La definicion de sustraccion.

Anteriormente hemos efectuado sustracciones con la regla que se expresé més o
menos asi: 'Para encontrar la diferencia entre dos nimeros racionales; se suma al
minuendo el inverso aditivo del sustraendo’.

Ahora, si empleamos la notacién de los inversos aditivos, podemos expresar la
sustraccion de racionales en la siguiente forma:

Sl a y b son dos nimeros racionales cualesquiera, entonces la diferencia
a — b se encuentra sumando a + (—b).

En simbolos,
a—b. =a+ (—b)

Esta dltima expresion,a — b = a + (—b), es considerada por algunas personas
como “la definicién de sustraccion'’.

Més adelante nos encontrarnos expresiones como x — 3, m — .7, y - [-—-%},

etc., con las cuales se indica alguna sustraccién. Si aplicamos la definiciéon que aca-
bamos de ver, podemos interpretar esas expresiones como sumas.

X —=3= x4 (—3)
m=9=m+ (—=.7)

s 1
y [3) y

Ejercicio 6. Tal como se hizo con las expresiones anteriores, interprete cada sus-
traccion como una suma. (Apligue la definicion de sustraccion).

a) x — 5 = b) m — 7 =

gl iri=an = d]s—-:ls-=
Ay = e =

B]t'_'d—— f]u 5

g) v—q = h) x — 01=

i) d — 37= ) e — (—12) =
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==t
 f = (-5

Il
=
=

!
-~

I
o)
S

I

m)] m = (—1)

il
=)
N
=
|
=
|

Ejercicio 7. Complete |as siguientes igualdades usando la definicion de sustrac-
cion y la notacion del inverso aditivo.

al] a — b= b) r = p =
c) x —y = dl d = f =
el r— s = l t—w=
gl g i=ra == h) ¢ =@¢=

Ejercicio 8. Complete Ias siguientes igualdades usando la definicion de sus-
fraccion.

a) r¥+ [—=m) = b) x + (=t) =

¢l p+ (—q)= dl a + (=b)

e) z + (—w) A w+ (-w)

1l
il

Ejercicio 9. Complete las siguientes oraciones

a) Si.m es un ndmero racional, entonces la expresion m + (—m) denota al nu-
mero

b) Por la propiedad conmutativa de la adicién tenemos que la expresion
—m + m también denota al ndmero

¢) Como m + (—m)es igual a m — m, entonces esta ultima expresién tam-
bién denota al niimero
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Ecuaciones.



1. Resolucién de ecuaciones con niimeros racionales.

En el curso anterior estudiamos un procedimiento para resolver ecuaciones como

en las que la solucién es un niimero racional no negativo, y vimos que cierto tipo de
ecuaciones como

‘no podian resolverse con los racionales estudiados en ese curso. Ahora sabemos
que las ecuaciones de este 'tipo tienen como solucién un racional negativo; pero no
conocemos un procedimiento sistematico para hallar dicha solucién. En lo que sigue
estudiaremos un procedimiento para resolver ecuaciones de ese tipo y otras como

en las que aparecen nlmeros racionales cualesquiera.

Empezaremos haciendo un repaso de las ideas que adquirimos en el primer curso,
y que vamos a utilizar aqui:

1. Son ecuaciones las expresiones como

R
o

en las que hay, cuando menos, un nimero desconocido. (La letra que representa a
ese nimero desconocido recibe el nombre de incégnita).

2. Se llama solucion de una ecuacién el nimero que, al sustituir a la incégnita,
hace cierta la expresion de igualdad.

Ejemplo.
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3. Paraindicarque —2.5 es la solucién de la ecuacién x + (—2.5) = —B, se es-
cribe

¥ = =25
Para indicar que 8 es la solucion de la ecuacién p — [(—5) = 13, se escribe

p=28

Ejercicio 1. En cada inciso se dan una ecuacion y dos nimeros. Uno de ellos es
la solucion de la ecuacion: Llene cada cuadrito con el nimero adecuado,

o [FEEmaT. ] L
m =

B [n+ (=1 = —15] i
n =

Q) [p+ (23) = —18] — 49
p ]

d) [§ +(-82) = 28] [~ 108
q —]

o) [r—7=125 | 195
o

fl-5+s=—16 T - 11
gh =

g [—12= -7 +1¢ ~5
i =

N[ —2=u- (-2 0 ~4
u =

4. Hay muchas ecuaciones que tienen la misma solucién. Por ejemplo,
x + 3= —12ya + 8 = —T7 tienen la misma solucidn, Esta solucién es el nu-
imero —15. ' '

5. Si se sabe que varias ecuaciones tienen la misma solucidn, basta con resolver
una para tener resueltas todas.

6. Las expresiones como x = —3 'y 8 = 'n son ecuaciones simples en las que
la solucién se ve inmediatamente.

7. Las ecuaciones tienen ciertas propiedades que se utilizan en el procedimiento
de resolucién. Una de esas propiedades es la siguiente:

73



Si sumamos un mismo nimero a los dos miembros de una ecuacién dada, ob-
tenemos otra ecuacién que tiene la misma solucién. ”

Ejemplo.

a) Si tenemos la ecuacién m + (—2) = 7y le sumamos a ambos miembros el
namero 5, obtenemos la ecuacion

m F(=2) +5

Il
=3
+
o

que en forma simplificada es

m+ 3 =12

Esta nueva ecuacién y la ecuacidn original tienen la: misma solucidn. Esta solucion
es el nimero 9!

g9+ (-2)=7 y 8§+ 3 =12

b) Si sumamos —6 a ambos miembros de la ecuacién n + (—=7) = —15, obte-
nemos la ecuacion.

n o+ (=7 BERES = —15 FEl
0 sea,
n + (—13) = —21
Las ecuaciones n + (—=7) = =15y n + (—13) = —21 tienen la misma so-

lucion y ésta es —8 porque

—8 + (-7 = —45 y =8 + (—13) =21

Ejercicio 2. En cada inciso se indica una ecuacion y su solucion. Forme una nueva
ecuacion siguiendo las instrucciones que se dan y compruebe gue esa nueva ecua-
ci6n tiene la misma solucién que Ia ecuacion original.

a) x+ 14 = =3 Solucion: x = —18
Sumar a ambos miembros de la ecuacién el nimero —2.

by x+7= —1 : Solucién: x = —8
Sumar a ambos miembros de la ecuacién el nimero 10.

¢c) m+ (=32) = 27 Solucién: m = 59
Sumar 1 a ambos miembros de la ecuacion.

d r+ 7= —92 Solucién: F = =162
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Sumar —5 a ambos miembros de la ecuacion,

g) =13 =t + (—62) Solucion: t = —68
Sumar a los dos miembros el nimero 6.2

) n + 14,§ =25 Solucién: n = =123
Sumar a los dos miembros el nimero —14.8

g) 18 = r & [(=11) Solucién: ¢ = 29

Sumar a los dos mlembros el nimero 11.

Note usted que en los dltimos tres incisos del ejercicio anterior se sumé a los
dos miembros de cada ecuacion el inverso aditivo del nlimero que acompana a la
incégnita. Y al hacer esto se llegdé a una ecuacion simple, cuya solucion se ve de
inmediato. Esto nos sugiere un procedimiento para resolver ecuaciones como ésas.
Veamos los siguientes ejemplos.

Eiemplo. Resolvamos la ecuacién x + 4 = —6

Primero sumamos a los dos miembros de la ecuacion el inverso aditivo de 4:

x + 4 =

o+ o (IS - -o [N

Asi obtenemos una nueva ecuacion que tendra la misma solucion que la ecuacion
original;

x+ 4+ (=4 = -6+ (-4
x+0 = —1:0

En esta nueva ecuacidn se ve de inmediato que la solucién es el nimero —10.
Por consiguiente, |a ecuacion original estd resuelta. Su solucion es el ndmero —10.
Y podemos ver que asi es porque

—10 + 4 = —6

Ejemplo. Resolvamos la ecuacién —12 = m + (—5).

—12 = m + (=5)

—12 '+ 85 =m + (-5 + &
-7 =m + 0
-7 =
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Esta nueva ecuacidn tiene por solucion al numero —7. Por lo tanto, la solucién de
la ecuacion original, —12 = m + (—5), es el nimero —7. '

Comprobacién: —12 = =7 + (—5)
Ejemplo. Resolvamos l4 geuacion n — (—=2) = =7

En virtud de quen — (—2) esigual a n + 2 (por definicion de sustraccién), po-
demos escribir nuestra ecuacion asi:

y luego la resolvemos como ya sabemos:

p o2 ==
= -9
n=-9
La solucién de la ecuacionn — (—2) = —Tesn = —9
Comprobacion: —9 — (=2) = =9 + 2 = —7

Ejemplo. Consideremos la ecuacién x — 2.5 = 64

Por definicion de sustraccién, x — 2.5 es lo mismo que x + (—2.5), Asi que po-
demos escribir Ia ecuacién como

X 't [=25) 6.4
y Iuago procedemos a resolverla:

x + (—25) = 64

x + (—25) 28] = 64 25
x + 0 =89
x = 89

La solucion de la ecuacién original es el niimero 8.9

Comprobacion: 89 — 25 = B89 + (—25) = 64

Ejercicio 3. Aplicando.el procedimiento visto en los ejemplos anteriores, resuel-

va usted las siguientes ecuacliones en su cuaderno. (Compruebe su solucion en cada
caso).

a)] x + 6 = 10 b) y + 43 = 72
c) 100 = n + 100 d ¢+ 1.8 = 64
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B~

3

+ 4+

-+

h + %

85 = 34
i 4

145 = 82.7
13 = 0
(—5) = 12
(=7) = =19
2 = 155

6 =8

g = —22

S

h) 51 = n
i S e i
) 26 = 2

n) n + 3.7

it

o |en

59.6

0

Pl x + (=32 = 84

r) d + (—136) =

t) 13 = pr — 82

vl t — 28

x} w — 35

=10

=

=20
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2. Resolucitn de problemas potr medio de ecuaciones.

Ya antes hemos dicho que existen muchos métodos para resolver problemas, v que
uno de estos métedos se basa en el empleo de ecuaciones.

Algunos problemas complicados se resuelven méas facilmente si utilizamos para
ello nuestra conocimiente de las ecuaciones. A fin de que usted se familiarice con
¢l meétode, lo invitamos a que practique resolviendo los siguientes ejercicios.

Ejercicio 4, Encuentre la ecuacion que corresponda a cada problema; resuélvala y
deé' la respuesta de acuerdo con la pregunta.

a) & a un nimero se e suma —37 se obtiene por resultado 23. ;Cusl es el nu-
mero?

Ecuacién: x + [—37) = 23 _ Solucién: x = 60
Respuesta. El nimero es 60

b) 'Si a un ndmero se le resta 35 el nimero que se obtiene es —6 ;Cual es el
namero?

Ecuacion: Solucioén:

Respuesta,

cl Siaunnimero se le suma —12 el resultado es 26. ;Cudl es el nimero?

Ecuacidn: Solucidn:

Respuesta.

d) Si a un ndmero se le resta —6 el resultado &s 10, ;Cual es el nimeétro?
Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

e) Si a un ndmero se le suma —7 el resultado es —7. ,Cuél es e! nimero?
Ecuaci6n: Solucién:

Respuesta,

f) Si a un nimero se le resta —3 el resultado es —10. {Cudl es el nimero?
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Ecuacidn: Solugion:

Respuesta.

g) Siaun nimero se le resta —13 el numero que resulta es 0. ;Cuél es el
ndmero?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

Es préctica comdn considerar positivas las temperaturas sobre cero y negativas
las temperaturas bajo cero.

B e e  —————

1 1 1 1 L i ] 1 |
% 40 30 20 10 a 10 20 a0 40 50 élﬁ )
/

También se acostumbra denotar las variaciones de temperatura en racionales po-
sitivos y negativos, como se hace en los siguientes ejemplos.

Ejemplo. Si la temperatura aumenta desde —10 grados hasta 20 grados, se dice
que sufre una variacion de 30 grados-

=, —
40 20 10 [ in a0 50 60

\

Ejemplo. Si la temperatura disminuye desde 20 grados hasta —10 grados, se dice
que hay una variacion de —30 grados.

v o S o | i L
% £0 30 20 15 0 10 20 30 a0 50 60 )
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En los problemas del siguiente ejercicioc adoptaremos esta convencion.

Ejercicio 5. Los siguientes problemas se refieren a |las temperaturas de un cuer-
po que se estudia en el laboratorio. Encuentre la ecuacion que se adapta a cada pro-
blema; resuélvala y luego dé la respuesta correspondiente.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

80

A partir de una temperatura x se observa una variacion de —37 grados. Si la
temperatura final obtenida fue de 32 grados, ;Cudl era la temperatura de x?

Ecuacidn: Solucién:

Respuesta,

La temperatura inicial del cuerpo era m. Después hubo una variacién de 8.3
grados y se lleg6 a |la temperatura de —5.2 grados.

;Cudl fue el valor de m?
Ecuacidn: Solucidn:

Respuesta.

La temperatura Inicial del cuerpo era s y al variar s en —1.5 grados se llegé a
una temperatura de —4.3 grados. ;Cudl fue la temperatura inicial?

Ecuacion: | Solucidn:

Respuesta.

La temperatura inicial del cuerpo era r. Si al sufrir r una variacién de 12 gra-
dos se obtuvo una temperatura de 40 grados, ;Cuadl fue la temperatura inicial?

Ecuacion: Solucidn:

Respuiesta.

El cuerpo tenia una temperatura inicial de 5.3° y sufrié después una variacién
de x grados. Si la temperatura final obtenida fue de 25 grados, ;cual fue la
variacion de la temperatura?

Ecuacidn: Solucidn:

Respuesta.

La temperatura inicial del cuerpo fue de —7.5 grados y luego sufrié una
variacion de x grados. Si se sabe que la temperatura final fue de —1.3 gra-
dos, ;cudl fue la variacién que hubo?

Ecuacion: Solucidn:

Respuesta.




Multiplicacion de numeros
racionales.

Usted ya estudi6 la adicidn y la sustraccion de nimeros racionales y aprendié algu-
nas cosas acerca de estos: ndmeros. En esta seccién continuaremos con nuestro
aprendizaje al estudiar la multiplicacion de nimeros racionales.

Tal como lo hemos hecho anteriormente, indicaremos aqui la multiplicacion de
dos nlimeras racionales, a y b, en las siguientes formas:

a X b =.: o bien, a . b =.: o bien, (a) (b) =.; o bien ah .=.

Ademds, seguiremos empleando las palabras factor y producto para referirnos a
los nimeros que intervienen en una multiplicacion.

-

Para facilitar nuestro estudio, distinguiremos los siguientes casos de multiplica-
cion: 1. multiplicacion de dos factores positivos; 2. Multiplicacién de un factor posi-
tivo y un factor negativo; 3. Multiplicacién de dos factores negativos.

10




1. Multiplicacion de dos factores positivos.

Desde tiempo atras usted sabe multiplicar dos o mas nimeros racionales positivos.
Repase sus conocimientos en los siguientes ejemplos y ejercicios

Ejemplo.

a) Para multiplicar -%— por —g— procederemos asi:

3 2
A
5 7

b) Para multiplicar ?46 por 7 procedemos asi:

c) Para multiplicar 3.42 por 9.2 procedemos asi:

X 9.2
684
3078
31.464

Ejercicio 1. Efectiie las siguientes multiplicaciones.

33%x5—5= b]-}xjs—=
c]%%x-%: d]%x%:
e]%x%: f]%%xg:
9.]5><%= | h]'%x4=




5 . 85 "
i) siaixir = =R =
i) 7 i) 700

Ejercicio 2. Efectue las siguientes mutliplicaciones en su cuadefno.

a) 15.8 b) 75.32
X 6 X 8

¢) 142 ) 55
X 56 : X 9

" e) 456 f) 2.34
X 25 X 4.5

g) _ 2.65 h) 50.26
X 96 - X .85

i) 94 i) 65.43

‘ X 65 X 8.74
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2, Multiplicacién de un factor positivo y un factor negativo.

La multiplicacion de nimeros racionales se efectiia de acuerdo con ciertas reglas. A

continuacion enunciamos la que se aplica para el caso de multiplicacién que ahora
nos ocupa.

El producto de dos nimeros es negativo cuando uno de los factores es po-
sitivo y el otro es negativo.

Una multiplicacién de un factor positivo por un factor negativo, se efectlia como
si los dos factores fueran positivos y después se aplica la regla enunciada arriba.
Por ejemplo, a) Ya que (5) (4) = 20, entonces, (5)(—4) = —20. b) Ya que,
2.7 = 14, entonces, (—2)(7) = —14

Veamos algunas multiplicaciones de este tipo.

Ejemplo.

. 8, . _.2.8 - _16

a) [-.5—}[ '?] = 53 15
R O ST S

b} (=71 ) 7.8 56

c) 56 X (—8) = —448

d) (—125) X 46 = —57.50

Ejercicio 3. Efectie las siguientes multiplicaciones. Observe que en todas ellas
hay un factor positivo y un factor negativo.

a) (3) (—8) = | b) (5) (—12) =
¢) (4) (—16) = d) (50) (—6) =
e) (—2) (13) = f) (-7 (4) =

,Q-] (—12) (10) h) (=908) (3) =
3. G v : . Ty v B3
i} ['g'] ( '6—] = i) [:!-ﬁ] ( 2]
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12 . 2."*
k) [Tg][ 3—)—

_5, 3,
m) ( -9'—] [4)

o) (—132) (3)

q) (20.3) (—4)

s) (2.6) (—3.5)

1l

u) (—=1) (18.3) =

D G (=4 =

-85 3 =
n) { 15](4]

p) (—=12) (5.5) =
r) (59) (—4) =
t) (1.5) (—4.8) =

v) (1.48) (—1) =
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3. Multiplicacion de dos factores negativos.

Una multiplicacién de dos nimeros racionales negativos se efectia como si los fac-
tores fueran positivos y se toma en cuenta la regla que enunciamos a continuacion:

El producto de dos factores negativos es un nimero positivo,

Por ejemplo, ya que 4 por 7 es 28, entonces el producto de —4 por —7 también
es 28. Esto es,

(—4) (=7) = 28

Ejemplo.
al ( 3][ 7] 3.7 21
b) (—86) (—25) = 21.50 86
X 25
430
172
21.50

c) (—405) (—.6) = 243

Ejercicio 4, Efectlie las siguientes multiplicaciones en su cuaderno. (Observe que
en todas ellas los dos factores son negativos).

a) (—5) (—18) = B) (—8) (~35) =
2 1,40, _
o) (—50) (—612) = 9 -3 -5
o) (-3) (-2 = fi (=58 (-2) =
15 3

h) (=70) (—3.6) =

|

g) (—4) (—239)
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4. Propiedades de la multiplicacién de racionales.

Las reglas que se utilizan en la multiplicacién de nlmeros racionales no fueron es-
tablecidas arbitrariamente. Se crearon de modo tal que la operacion tuviera las mis-
mas propiedades que la multiplicacién de racionales no negativos. Esto es, la multi-
plicacién efectuada de acuerdo con esas reglas tiene propiedad conmutativa, propie-
dad asociativa, propiedad distributiva, etcétera. Veamos algunos ejemplos de cada

una de las propiedades.

Propiedad conmutativa. Si a y b son nimeros racionales, al multilpicar a por
b obtenemos el mismo resultado que al multiplicar b por a

a.b="hb-.a

Trabajando de acuerdo con nuestras reglas de multiplicacion, vemos que esta pro-
piedad se cumple para racionales en general pues, por ejemplo,

a) (=7 () = —35 b) [(—25)(—4) = 10
y y
B (—7) = &35 (—4) (—25) = 10
Esto es, Esto es,
(=7) (5) = (58) (=T7) (=25) (—4) = (—4) (—25)

Propiedad asociativa. Si a; b y ¢ son nimeros racionales, al multiplicar a « b
por ¢ se otiene el mismo resultado que al multiplicar a por b . ¢

(a.b) .c =al(b.co)
Al aplicar nuestras reglas de multiplicacién, encontramos que esta propiedad se
cumple. Par ejemplo,

a) Si consideramos los factores —2, 5y 4 vemos que

y también

Esto es,

@) = (-2 [
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b) Si tomamos los factores —3, —5 y —4, vemos que

s - ~ [l -0 = -e0
ol -
e

Propiedad del elemento neutro. Si a es un niimero racional, al multiplicarlo
por 1 el resultado es el mismo a

Aplicamos nuestras reglas y vemos efectivamente que, por ejemplo,

) (SRR =AY b) (1) (467) = 467

c) (—8) (1) = — d) (296) (1) = 2.96

Propiedad distributiva, Si a, b y ¢ son nuimeros racionales, al mufﬂphcar
por b + ¢, obtenemos el mismo resultado que al sumara - bmésa - ¢

alb + e =a-b +a.c

Ejemplo. Multipliquemos 5 par —3 + 7.

Puesto que —3 + 7 = 4, el resultado de esta multiplicacién es 20.

) |- -

Aplicando nuestras reglas de multiplicacion encontramos que se cumple la pro-

pledad distributiva.

(5) (=3 + 7) =

20

Esto es,
(5) (=3 + ) = (5 (=3} + (5) (7)

Ejemplo. Multipliguemos —4 por =5 + 8.
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Como —5 + 8 = 3, el resultado de la multiplicacién es —12.
(—=4) (-5 % 8 = (-49B) = —12

Si aplicamos las reglas de multiplicacién, encontramos que se cumple la pro-
piedad distributiva:

(—4 (=5 + 8)
T

Esto es,

[—4}( 5+ 8) = (—=4) (=5) + (—4) (8)

Ejercicio 5. Aplicando la propiedad distributiva, efectiie en su cuaderno las si-
guientes multiplicaciones.

a) (M (-6 + 8 = b) (5) (10 + (=3)) =

g) (12) (=8 * (—2)) = d) (20) (—8 + (—2)) =
e] (=5 (4 + 3 = ' fl (—2)(—15 + 18) =
gl (—4) (-2 + (—8)) = h) (—10) (=9 + (—8)) =
i) (—40) (—10 + 5) = N =12) (=500 48) =

Propiedad del cero en la multiplicacion. Si a es un ndmero racional, al mufﬂ
plicarlo por cero el resultado es cero.

a.0 =0

Si aplicamos las reglas de multiplicacién y la prop}edad distributiva, vemos que
esta propiedad se cumple.

Ejemplo.
al B)(~2+20= (B)(-2+ @)@ =-6+6= 0
Por otra parte, como —2 -+ 2 es cero, tenemos que
B)(=2+2)=@)(0O).= 0
Por consiguiente,
(B = 0

b) (=) (=3"+: 3= (=T [=3)s ¥ [=7)i(3) = 21 b [=21) = JO

89



Pero —3 + 3 es cero. Entonces; nuestra multiplicacion (—7) [—3 + 3) &s
(=71 (0) = 0

Propiedad de los inversos muitiplicativos.

(Recuerda usted en qué consiste esta propiedad cuando se manejan sélo na-
meros racionales positivos?
Segun aprendimos antes, todo nGmero racional positivo r tiene un inverso multi-

{o s 1 .
plicativo — con la propiedad de que al multiplicar r por ir el resultado que se ob-
tiene es 1. o

E}emplo.
1 _ 6 _ ; 1 a1l o i
a) Puesto que 6 . i 1 , decimos que 5 s el inverso multiplicativo
de 6 '
b) 2 es el inverso multiplicati 5 iig 0. = b &
) 3 iplicativo de 3 Porque — 3 15
¢) Los ndmeros - y 19 Son inversos multiplicativos y 4 10 4 1
10 4 ' ’ 10 4 40

En general, si encontramos que el producto de dos nimeros a y b, positivos, es el
nimero 1, entonces podemos afirmar que esos dos nimeros a y b son inversos mul-
tiplicativos entre si.

_E_iemplo.

Entonces, 3 y —;— son inversos

43 12 4
' multiplicativos.

12 1 12 . 12 , 1 ;
—_— = = = = Entonces, == y - 'son inversos
b) T 1 1 7 ) 58 )
multiplicativos.
c) (25) (4) = 1.00 Entonces; 2.5 v .4 son inversos
multiplicativos.
d) 1,25 Entonces, 1.25 y .8 son inversos
X 8 multiplicativos.
1.000

Note usted que en estos dos dltimos incisos hemos usado la notacion decimal;
pero también podiamos haber usado la notacién en fracciones, en la siguiente forma:
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25 10 _ 250 _ < 4 S 10:
c) 07" 55 50 1 (Véase gue T 25 ¥y = 4)
d) 125 100, . 250 _ 4 (Véase quei‘?é- = 125y 00 8)
100 125 250 100 125

Ahora bien, ;cualquier nimero negativo tendrd también su inverso multiplicativo?
Seglin recordamos, los niimeros racionales negativos fueron creados a partir de los
positivos, de modo que para cada uno de estos se inventd uno de aquellos. Asi por
ejemplo, para 5 se cred el —5; para 2.8 se cred el —2.8; etc.

Siguiendo esta idea, y recordando que el producto de dos nimeros negativos es
un nimero positivo, podemos encontrar inversos multiplicativos de racionales nega-
tives. Por ejemplo.

a) el inverso multiplicativo de 5 es % pues (5 . % = 1)
el inverso multiplicativo de —5 sera "—;— porque [[:—5_] [——-154" = 1)
b) el inverso multiplicativo de —3~ es L pues '[—3—' —'i = 1)
4 3 4 3
4 4
el inverso multiplicativo de = sera —— porgue {[“-E] [——=1 = 1)
4 3 4 3
c) el inverso multiplicativo de 2.5 es 4 pues ((25) (4) = 1)

el inverso multiplicativo de —2.5 seréa — .4 porﬁue ({—258) (—4) = 1)

Ejercicio 6. Complete usted la siguiente tabla de inversos multiplicatives,

Namero inverso multiplicativo Comprobacion
b) -7 -2 (=7) (=) = 1
¢) 2 - (20 )=1
d) -9 (=2), Rl = 1
e) -2 G- =
f — (~=) [ = 1
9 ~ 2 - (-2 =1
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Como puede usted darse cuenta, cada ndmero negativo tiene su inverso multipli-
cativo y este inverso es también un nGmero negativo.

Podemos decir entonces, que, con ia excepcion del cero, todo niimero racional tie-
ne su inverso multiplicativo. Esto es, si a es un nimero racional cualquiera, existe otro
racienal b con la:propiedad de que al multiplicar a por b, el resultado que se ob-
tiene es 1, '

Ejemplo,
2. 8o DSy 8.
3 ) : q y
=] [=—) = d —26) [—=) =1
¢) | 4_)( 3) 1 ) ) | 26]

Una notacién para el inverso multiplicativo de un nimero racional

La comunicacion de jdeas entre los seres humanos es muy sencilla cuando éstos
se ponen primero de acuerdo en el significado que tendra cada uno de los simbo-
los y sonidos que van a utilizar en su expresion oral y escrita. Nosotros ya nos he-
mos puesto de acuerdo en el significado que tienen las expresiones como —a, —x,
—n. etcétera Ahora, que estamos estudiando la multiplicacion, hagamos el siguiente
convenio:

8i a representa un ndmero racional diferente de cero, entonces el inverso mul-

WL 4 i
tiplicative de ese nimere se denota como =

Tomando en cuenta este convenio, sabemos qué significado tienen las expresio-
_ 1 1 ; '
nes como —, —, etcétera.

, X' n

Ejemplo.

- 5 : =H . 1
a) Si x es el ndmero 5, entonces la expresion — representa al nimero =

L b 3 : e : 5 4
b) si n s el nimero i entonces la expresion T representa al ndmero e
A s ! 1 - '
c) Si b.es el nimero —8, entonces B es el nimero —-;—

A . 1
d) Si a es el rdmero —-%, entonces = es el nimero ~19

Ejercicio 7. Complete las siguientes expresiones, de acuerdo con su conocimien-
to de los inversos multiplicativos.

a) Six = 3, entonces’-—;- =

Il

b) Sin = 18, entonces
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¢c) Sir= 5 entonces -
d) Sia = —5-. e‘ntcxm:esl =
9 a
el Siy = =2 en‘co'nces_.—"- =
i = -—_6._ ._1. =
fl Sig = entonces S
- 5 12 1
 8th = —=, — =
g} Si = entonces p

h) Si% = 7, entonces g =

i) S’i—l = — 4, entonces x =

j} Si 4= ~1—!. entonces n =
. 8

k) Si k % entonces k

Ahora podemos indicar la propiedad de los inversos multiplicativos en la siguiente
forma: '

Si a es un nimero racional, distinto de cero, entonces

1
g — =1
a

Est forma e indicar la propiedad de los inve sos muitiplicativos nos sugiere o
siquiente: : : .

Puesto que el cociente de la division 1entre a (1 + a) es el ndmero que al mul-

tiplicarese vor a nos da 1, tenemos qus _%. es precisamente ese numera

Es decir,
S decir 1-—3:_}_
=]

De acuerdo con esto, podemos calcular el inverso multiplicative deun ndmero
racional dividiendo 1 entre dicho ndmero racional.

Ejemplo.

a) inverso multiplicativo de .5 es 2. pues

. i+ 5= 2

b) El inverso muitipiicativo 2.5es.4es
1+ 25 = 4
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5. Uso de las propiedades de la multiplicacién,

El conocimiento de las propiedades de la multiplicacién nos ayuda a efectuar con
nids comedidad esta cperacién. Sohre todo en aquellos casos en los que hay mas de
dos factores. Por ejemplo, efectuemos la multiplicacion

B vy o) () (ol =
) ® (-5 ) (D

_ Por las propiedades conmutativa y asociativa, y el elemento neutro, podemos con-
siderar esa multiplicacion asf:

[%J (%1 (~5) (1) (8) = 8
() 1) @ 8

Ejemplo. Efectuemos la multiplicacién
(=8) (13) (3 (—2) (O) =

Por la propiedad asociativa y por la propiedad del cero, podemos considerar nues-
tra multiplicacion asi:

Il
ey

(—6) (13) {«?‘6-1 (—2) -0

Ejercicio 8. Efectde las siguientes multiplicaciones aplicando las propiedade que
gonvengan &n cads caso:

a) (2) (—48) (5) =

b) (—6) (7) (=5) =

c) (5) (13) (—4) =

dl, (—12) (5) (—=12) =

o) (—4) (12) (=3) (8) =
(-8 (=4 (-4 (-4 (—4) =

g) (—5) (7) (—2) (=9) =
h) () (428) () (—2)
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i (—8) (125) (10) t-—é—] =

) (=) 688) (D) (—10) =
K} (2.5) (4) (—8) (—12) =
) (29) (—5) (x) (0) =

) (=3) (=8) (&) (=) =
n) (a) (x) (n) (=714 (0) =

o (X -45 &)@ =

Ejercicio 9. - Antes hemos dicho que expresiones como a . b = indican la
multiplicacion de los nimeros que representan las létras @ y b. De acuerdo con esa
idea complete las siguientes expresiones. (Observe los Incisos resueltos).

a) Sia=8y b= —25 entonces ab = 8+ (—25) =

b) Sia =3 b=5yec= ?-15 entonces abc =

c) Six = —18 y a = —5, entonces ax =

d) Six = 8, y=—1yb=%,entoncesbxy=

e)] Sin= --%—, x = —@§ y a = —3, entonces.anx =
—4) by ey =
(=3) (=57 (=6)

f) 8Bia=15 b = =819y ¢ = 0, entonces abc =

gl Six =36 y = —5ya = 1, entonces axy =

h) Sia = —254y b = 3.5, entonces ab =

i) Sir = 4056 y s = —10, entonces rs =

J) Sia=3y b= —2 , entonces abh =

k] Sin = — 54, entonces nnn =
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6. El nimero —1 en la multiplicacién de racionales.

Cuando se multiplica un ndmero racional por —1, el producto resultante tiene una
caractetistica muy especial. trate usted de descubrir esa caracteristica en los pro-
ductos del ejercicio siguiente.

Ejercicio 10. Efectie las multiplicaciones que se'indican.

al (=1 (4)= b) (=10 {7 )=
e (=1 (—9) = d) (=1 (— 87 =
&) (=11 ( £) ) (=1 (=)
g) (—1) (—17.5) = h) (—1) (84) =
4) (—1) (534) = ) (=1)(—439) =

Como puede usted observar, en cada inciso del ejercicio anterior el producto
obtenido es el inverso aditivo del factor que se multiplicé por —1.

Esto mismo ocurre con cualquier racional distinto de cero. Y se puede expresar -
este hecho diciendo que:

§i a es un nimero racional, diferente de cero, entonces

—1.a = —a

Lo anterior nos proporciona un nuevo simbolismo para el inverso aditivo de un
ndmero.

Ejemplo

a) Sia es el nGmero 3, entonces —1 - @ nos representard al nimero —3

b) Six = 8, entonces —1 . x = —8
c) Sin = =4 entonces —1 .n = 4
Ejercicio 11. Considerando el hecho de que —1 . a = —a, complete las siguien-

tes expresiones.
a —1.14 = ' b} —1 .y =
¢)] =1.p = d) g(—=1) =
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e)

=1« X = =12
X =
=1« ¥ = 16
yi=
-1 (=13) = b
b =

f)

-1 .8 = a
a =

g (—1) = 1
g =

37 (=1) = z
7 =
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Vil

Potenciacion de numeros
racionales.

En ocasiones se presentan algunas multiplicaciones como
(—8)i(=4) =18
o = 344
—15.625

Tal como lo hicimos antes con racionales positivos, aqui también usaremos la no-
tacion de potencias para esos casos.

I = 343

— 15.625




1. Potencias de numeros racionales.

Recordemos que se usan las palabras base y exponente para designar a los ntime-
ros que intervienen en una notacion de potencias.

(= 4)=p,

S e
hase

Ejercicio 1. Tal como se hace en los primeros incisos, efectie las multiplicacio-
nes y luego complete las expresiones de potencias,

a) (=3) (=3) (—3) (—3) = pat (—=3) = 81
b) (=2) (-2) (—-2) = -8 (—2) = —8
6} [=10) [—10) = (—10)* =

dl (=5) (=5) = (—5) =

o) (=3) (=3) (=3) = L 57
f) (—25) (-25) = (~25) =

g) (—=12) (—12) = = 140
h) (6) (8) = = A5
D (-4 (-4 = (= a4y =

Ejercicio 2. Complete las igualdades, tal como se hace en a)

al (=7 = 49 b) (=5 =
c) (—2) = - d) (—25) =
g) (—15)F = f) (=4 =
gl (=38) = h) (—4.2) =
i) e = i 12y =
k)] (—8y = i [S=12)E=
m). 0 =

Observacion. Como puede usted notar en este Ultimo ejercicio, el cuadrado de
cualquier namero racional, excepto el cero, siempre es un numero positivo. En cam-
bio, no ocurre lo mismo con el cubo.
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Ahora bien, ;jqué significa la expresion x*? ;Y la expresion x*?

La expresién x* nos indica que un niimero racional x se eleva al cuadrado. Asf, por
ejemplo, si x = 3, ‘entonces x* = 3 -3 = 9; o bien, si x = =5, entonces
x! = (—.5) (—.B) = .25; etcétera.

La expresion x* nos representa el cubo de un nimero x. De modo que si x = —2,

entonces x* = (—2) (—2)(—2) =—8;si x =1.1, entonces, & =(1.1) (1.1) (1.1) = 1.331,
etcétera.

Ejercicio 3. Tomando en cuenta lo que acabamos de ver, complete las siguientes
expresiones.

a) Si x = 3, entonces x* =

b) Sim = —.1, entonces m* =
¢l Si r = 32, entonces r =
d) 8 ¢ = —10, entonces # =
el Siw = —-%—, entonces w2 =
fl Si y= —-?—3-, entonces y* =

gl S8i n =0, |entonces i =

h) 8i z = —1, entonces z* =

Ejercicio 4. Observe bien las siguientes tablas y anote los datos que faltan en
cada una de ellas.

a) b)
| e 4 |
1 3 5 — =3 | —5 | ligges i “2— 2 1 _? =2 |'=:1
|
27 .I P;;:—:
1o
c)
w 2 4 6 -2 |—4 =3 | =2 [1=:3
w? =125 25 | 100
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Ejercicio 5. Tal como se hace en el inciso a), encuentre |a multiplicacion con la
que se puede expresar cada uno de Jos ndmeros indicados en notacion de po-
tencias.

al 5 = 5k 55 b) 7 =
c) 8 = d) 10° =
e)] m = H =
g x = h) m* =
Dy = o=

Ejercicio 6. Tal como se hace en a), exprese en notacion de potencias las siguien-
tes multiplicaciones.

a) 33 =8 b) (5) (5) (8) =
G Bl B d aaa=

g) X XXX = § m o =
g) y.yyyy= h) rrrrrr=
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Expresiones algebralicas.

A estas alturas ya tenemos bastantes conocimientos acerca de los nimeros ra-

cionales y las operaciones gue se pueden efectuar con ellos. También sabemos ma-
nejar expresiones como

las letras representan nimeros rac:onales.

etcétera, en las que

En este capitulo vamos a dedicarnos al estudio de ese tipo de expresiones a las
que se da el nombre de expresiones algebraicas.



1. Valor numérico.

Si sabemos qué nidmero o nmeros representan las letras que hay en una expre-
sién algebraica, podemos saber qué ndmero representa toda la expresion. Por ejem-
plo, si @ es el nimero 8 y b es el nimero —6, entonces la expresién a + b repre-
senta al nimero 2 porque

a+b=8+ (-6 = 2

En este caso se dice que 2 es el valor numérico de la expresion algebraica
at+ b

Ejemplo.

a) Sia = 5yb = —2 entonces el valor numérico de la expresion —3ab es el
nimero 30, porque —3ab = (—3) (58) (=2) = (—15) (—2) = 30

b) Six = 2yy = 3, entonces la expresion —5x’ tiene valor numérico —60 por-
que —5xy = (=8) (27 (3) = —5 (4) (3) = —5(12) = =60

Ejercicio 1. Encuentre el valor numérico de cada expresion algebraica. (Observe
que todas indican multiplicacién).

al Sim = 2 entonces —2m =

b) Si r = — 5 entonces 4r =

¢) Si p = — 7 entonces —7p =

d) Si b = —10 entonces 2b* =

e) Si a = — 1 entonces — 3a° =

fl Sim = 2yn = —B8, entonces —2mn =

g) Si r= —5ys =0, entonces —7rs =
h) 8i p= — 2yqg = —5, entonces —pg =
i) Sia=2yb = —1, entonces —2a%h =

j) Si a =2yb = —5 entonces 3a’h’ =

Ejercicio 2. Complete usted las siguientes tablas.

a) b)
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)=

A menudo nos encontramos con expresiones algebraicas que indican la suma de
productos como los que vimos en el gjercicio anterior.

Ejemplo.
a) La expresian —3a’ + 2a indica la suma de —3a" con 2a.
b) Para indicar la suma de los productos —2a?, 5a y —3a° se emplea |la expresion
=2a* =k 5a = 3a]
o bien, la expresion
—2a + 53 + (—3a)
¢) Laexpresion 27 + 2rm — 5r nos indica la suma de 2r*, 2rm 'y —5r.

Ahora bien, si queremos calcular el valor de expresiones como esas, podemos
proceder como en los siguientes ejemplos
Ejemplo.. ;Cuél es el valor de la expresién —3a® + 2a cuando a es igual a 27

Para encontrar el valor sustituimos la a por el nimero 2 y efectuamos las ope-
raciones que se indican en la expresion: '

—38 + 23 =
= =32y + 2(2) =
= —3@4) +2-2=
= =12 +4 = |—8
Asi encoritramos que si @ = 2, entonces el valor numérico de la expresion — 3a8°
+ 2a es el nimero —8.
S — 7
Ejemplo. Si @ = —2, jcuél es el valor numérico de |a expresion 2a' + 5a —3a7?
Hagamos la sustitucién de a por su valor.
—2a + 5 — 3a& =
= —2[—=2F + 5(=2) = 3(=2) =
= —2(4) + [(—10) —3(4) =
= —8 + (—10) — 12 =
= —8 + (=100 + (=12) = =30
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Respuesta. Cuando a vale —2, el valor de —2a* + 5a — 32’ es el nimero —30.

Ejercicio 3. Encuentre el valor numérico de las siguientes expresiones. (Trabaje
en su' cuaderno).

a)] Si 8 = 5, entonces 58 — 3a + 2a =

b} Sim = —2, ertonces —2m — 3m + Sm =

I

¢l Si r = 3, entonces —7r —r + 5 + r
d)l 8i s = —1, entonces —5s — s + 35 — 25 =
el Si b= 3, entonces 3h* — 2b + 5 =

f) Si ¢ = 1, entonces —3¢> + 2¢ — 5 =

9) Si a =2y b = -3, entonces 3ab — 23 + 2h =
h) 8i p = —1yq = 2 entonces —2p’g + 2pg* — 3pg =
il Sim = 5n= -2y p= —1, entances

—2mn + 5np — 3mnp =

Ejercicio 4. Complete usted las siguientes tablas. (Haga las operaciones necesa-
rias en su cuaderno).

a) b)

=2pt+b-5

2 |—3| 4
2 |13 (—4
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2. Expresiones algebraicas que tienen el mismo valor numérico.

Observe usted las siguientes expresiones algebrajcas

a) 5a + 2a + 3a b) 8a + 6a — 4a
c) 10a d) 193 — 9a

Si consideramos que en ellas la a representa al —2, encontramos que todas fie-
nen el mismo valor numérico.

a) 52 + 2 + 3a = 5(—2) + 2(-2) + 3(—2)
= =10 + (—4) + (—6) = =20
b) 8a + 6a — 4a = 8a + 6a + (—4)a = 8(—2) + 6(—2) + (—4) (-2)
= =16 + (—12) + 8 = =20
c) 10a = 10(—2) = —20
d) 19a — 92 = 192 + (—9)a = 19(=2] + (-9) (-2)
= —38 + 18 = =20

Si en estas expresiones sustituyéramos la a por cualquier otro ntimero racional,
siempre obtendriamos resultados iguales. Es decir, siempre encontrariamos que to-
das esas expresiones tienen el mismo valor numérico. (Como ejercicio, sustituya la
a por dos nimeros que usted elija arbitrariamente y vea qué valor tienen las expre-
siones en cada caso).

Ya con anterioridad hemos manejado expresiones algebraicas que tienen el mis-
mo valor numérico. Por ejemplo, sabemos que a + by b + a dan el mismo resul-
tado cuando sustituimos la a y la b por nimeros cualesquiera. Para indicar este hecho
hemos usado el signo = en la siguiente forma:

a+b=15b+a

De igual manera, cuando tengamos dos expresiones que tienen el mismo valor
numérico, usaremos el signo = para indicarlo. Asi, en las expresiones algebraicas’

a), b),'c) y d) dadas al principio de este parrafo, podriamos escribir, por ejemplo,
Ba + 2 + 3a = 8a + 6a — 4a
19a — 9a = 10a
En el manejo que a continuacién haremos de las expresiones algebraicas nos in-
teresard basicamente 'transformar’ una expresion en otra, de tal manera que am-

bas tengan el mismo valor numérico. Y siempre que hagamos una “transformacion”
de ese tipo nos apoyaremos en las propiedades de las operaciones.
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3. Simplificacion de expresiones algebraicas.

Cuando tenemos una expresién como
S =S = 2x
podemos simplificarla haciendo uso de Ia propiedad distributiva, pues ocurre que
5x + 3x + 2x = (5 + 3 + 2)x
y como (§ + 3 + 2)x = 10x, concluimos que
5 + 3x + 2x = 10x

Si en estas expresiones sustituyéramos la X por un ndmero cualquiera, encon-

trariamos que las dos tienen el mismo valor numérico. Por ejemplo, si x = 4, en-
tonces

5% H13%] 5(4) + 3(4) +2(4) =20 + 12 + 8 = 40

il = 10(4) = 40

(Observe que es mas facil manejar la expresién 10x que la expresion original
5x + 3x + 2x). .

Ejemplo. Simplifiguemos la expresion
Ag = ba =k Ya' = I3
Por ia propiedad distributiva tenemos gue
4 — 58 + 7a + 2a = (4 — 5 + 7 + 2)a = 8a
o bien, aplicando la definicién de sustraccién al término —5a,
dg + (—5a) + 7a + 2a = (4 + (=5) + 7+ 2)a = 8a
Por lo tanto, ¥
4a — 5a + 7a + 22 = 8a

La expresion 8a es més simple que la expresién 42 — 52 + 7a + 2a y ambas
toman el mismo valor numérico al sustituir la a por un nimero cualquiera.

Algunas personas llaman “reduccion de términos semejantes” a una simplifica-
cion como las que hemos hecho.
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Ejercicio 5. En cada inciso reduzca términos semejantes. Es decir, simplifique cada
expresion usando la propiedad distributiva.

a) 6t + 9t b) 72 + 8 + 4a

c] 38b + 156 + 19b d) 17x — 10x

e) 8r + 3r — 17r fl —9v — 18v + 4v
. g) 54y + 32y — 193y h) 87d — 17.3d + 27.5d

i) —Tw — 29w + 53w j} 186q + 83g — 929 — 8g
k) =7y + 1257 — 9y? N 12x — 3¢ + 15%2

m) 17a* — 6a* — 9a° n), 34c¢ + 268 — 4.7¢

o) 1247 — 832 + 2 p) 9.1p* — p* + 4p* — 3.4p?

Observe usted que después de simplificar una expresidn, podemos encontrar mas
facilmente su valor numérico correspondiente, al sustituir |a letra por algtin nimero
determinado.

Por ejemplo, si deseamos hallar el valor de la expresion
Bx: + 3x +9x — 2x — 11X
cuando x = =5, primero reducimos términos semejantes,
5x + 3x + 9x — 2x — 1ix = 4x
y después sustituimos la x en la expresién més simple,
4x = 4(—=5) = —20
Asi vemos que el valor de la expresiéon 5x + 3x + 9x — 2x — 1ix es —20,

cuando x se sustituye por el —5. (Si tiene usted alguna duda, haga la sustituciéon
de la x por el —5 en la expresion citada).

Ejercicio 6. Calcule el valor de cada expresion, de acuerdo con el valor que se da
a la letra en cada inciso.

al 8i t = —3,entonces — 4t + 6 + 9t =

b) Si ¢ = 2 ,entonces 12¢ — 15¢ — g =
‘el Si r = —1,entonces 8 +r — A7r =

d) Si x = —2 entonces: 23x 4+ B8x — T72x =

e) Si y = 15 entonces 54y — 34y + 75y =
f] Si a = 3,entonces —46a + 3.1a — 483 + 28a =

g) Siw = —4 entonces 2w — 183w + 103w =
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2.5 entonces 56 — 14b + 73b — 8b =

h) Si b =
i} Si d = 3.5 entonces —2.1d + 81d — 71d 4+ 14d =
oS f= %,-entonces 14f + 12f — 18f — &f =

.Es muy comin encontrar expresiones algebraicas en las que aparecen dos o més

letras, Por ejemplo,
2 + b

Como en general se considera que dos letras distintas representan nimeros dis-
tintos, no hay una expresion algebraica mas simple que podamos sustituir por

a *+ b. También suele decirse que a y b no son términos semejantes.
Una expresion como
&+ X
tampoco puede simplificarse porgue, en general, ¥* y x representan dos nimeros
distintos. Por ejemplo, si x = —3, entonces x> = 9. Asi és que x* y x no son tér
minos semejantes y, por lo tanto, no pueden reducirse.

Una expresion como
43 + 8b + 6a + 7b

en la que aparecen dos literales, si puede simplificarse porque 4a y 62 son términos

semejantes, y tambien lo son 8b y 75,
Para simplificar esta expresign aplicamos primero la propiedad conmutativa.

4a + Bb + Ba + Tb = 4a + 6a + 8b + Th

y luego las propiedades asociativa 'y distributiva.

(4a + Ba) + (8b + 7b) = (4 + 6)a + (8 + 7)b
= 103 + 1b6b

Esta expresion 10a + 156 es la mas simple porque 10a y 15b no son términos
semejantes y, en consecuencia, no se pueden reducir. Por lo tanto,

4a + 8 + 6a + 7h = 10z 4+ 158

Ejemplo. La expresion

3+ 15k + 4x = 10x
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si puede simplificarse en la siguiente forma:

(3x" 4+ 15x%) + (4x — 10x) = (8 + 18) % + (4 — 10) x

= 18x + (=6x)

= 18x* — Bx

Esta expresion, 18x* — Bx. es la mas simple porque en ella no hay términos se-

mejantes. Por lo tanto,

AxE 4+ 15x7 + Ax — 10x = 1’@}(2“ = BX

Note usted que en esté ejemplo no hemos mencionado las propiedades que se
utilizan en la simpliticacion. Sin embargo. no por eso hemos dejado de usarlas. Us-
ted puede trabajar asi en la resolucion de sus ejercicios. Pero no olvide que en la
simplificacion de expresiones se usan propledades conocidas, aunque no se dé el

nombre de cada una de ellas.

Ejercicio 7. Simplifique las siguientes expresiones algebraicas.
a) —6a + 9a — 12b + 4b =

b) 2x + 5y — 9y — 7x + 6 =

c) 4a — 7b + a — Bb — 8 =

d) t — 2r + 12 — 6t + 7r =

e] 52° + 12a® — 78" + 1838 =

fl dxE 4 3 — 5 — B = Aix + 12 =

g) 8ab + 15ab — 6x' + 19x' — 3 =

hI' =B ' 4¢ + 2r — 7 — 9r + 10/ =

i) 63xy + 8.1xy* — T2xy' + 5.7¥y =

) 4t 5F — A8 + 14t — 188 — 1t — ¢ =
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4. Simplificacion de algunas expresiones de multiplicacion.

Con el conocimiento que tenemos acerca de la notacion de potencias, y aplicando
las propiedades de las gperaciones con ndmeros racionales, podremos resolver fa-
cilmente el problema de simplificar expresiones como

¥ .x' y 38 . (-5a)
en las que se indica el producto de algunas potencias,
Ejemplo. Simplifiquemos la expresion x° . x’
. ¥
Como esta expresion indica la multiplicacion de »* por x° y, segun sabemos,

X = Xxy & = xxx,entonces tenemos gue §

Es decir,

Ejemplo. Simplifiguemes la expresién m* . m*

Aplicando el mismo procedimiento del ejemplo anterior, encontramos que

Por lo tanto.

Ejercicio 8. Simplifique las siguientes expresiones aplicando el procedimiento de
los ejemplos anteriores. (Use su cuaderno). (Observe que en cada inciso las poten-
cias tienen la misma base).

a) x'x' = b) xx* = c) yy' =

d) m'm’ = e) mnt = f) ppt =

gl rr = Kl 8.8 = i) e'e =
potet = k) da'at = N d'dd =
m) PR = n) e = o) n'nln'n* =
pl n . AR =

Ejercicio 9. Invente usted una regla que le permita simplificar rdpidamente expre-
siones como las del ejercicio anterior.
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Sugerencia: Observe usted el exponente del resultado y compérelo con los expo-
nentes de los factores.

Ejiemplo. Simplifiguemos: fa expresion
(517°) (—2n%)

Para simplificar este producto podemos usar las propiedades conmutativa y aso:
ciativa.

(5} (n") (—2) (n) = (8) (=2} () (n")

= —10n’

Asi vemos que
(5n°) (—2n*) = —10n’
Ejemplo. Simplifiquemos la expresion
{(—2n) (3n%) (—5n%)
Procedemos como en el ejemplo anterior
(—2) (n) (3) () (=5) (n?) = (=2) (3) (—=5) (n) (1} (n’)
= 30
Asi encontramos que

(—2n) (3n°) (—=5n7) = 30m°

Ejercicio 10. Simplifiquemos las siguientes expresiones
a) (3m?) (2m") =

b) (—2m) (Bm* X 2m) =

c) [(=3x3) (5x3) (8x) =

d) (—3r) (2r7) (57) =

e} (—6m’) (—2m*) (—3m) =

) (—2m) (—5m) (Tm) =

gl —=7(—2m) Bm’) =

h) (8x) (—3x) (—9) =
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] [x) B8x) =

jJ (—2m) (—m) =

k) (2x) [=3x) (x] =

N (=5m) Bm) (—m) =
m) (=n) (=3m) [n) =

n (—m) (m) =

o) (—m) (—m) =

p)  (3m?) (—2n) (5m’) (2n) =
q) (=35 (2) (—137) =
r) (—&) (—.18") (6a) =

s] (—23m’n') (—1.2mn) =

1 1 _
— .——i ..."".’.. N =
w (—5¢) ( 2g] [_591

Entre las expresiones de multiplicacion que nos vemos precisados a manejar,
hay algunas como

4(2x + 5) y (x +5) (x + 8)

(Observe que en estas expresiones hay factores que son sumas)

A’ continuacian veremos como, aplicando la propiedad distributiva, se pueden en-
contrar otras expresiones algebraicas a partir de éstas.

Ejemplo. Consideremos la expresion 4(2x % B5)
Aplicamos la propiedad distributiva y encontramos que
4(2x + 5) = iy + S
= 8x + 20
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Por consiguiente,
4(2x + 5) = 8x + 20

(Observe que ya anies habfamos manejade expresiones como ésta, cuando estu-
diamos los nimeros naturales y los racionales ne negativos).

Ejemplo. Consideremos la expresion —38(5y == 7)

Por definicion de sustraccién, podemos escribir

=35y — W =~y + (=)

Y asi, aplicando |a propiedad distributiva, vemos que

—3(By + 7)) = —3(5y) + (=3) (=7)
= —16y + 21
Por lo tanto,
—3(5y — 7) = —15y + 21

Ejemplo. Apliquemos la propiedad distributiva a la expresién —5 (42> + 6h)
—5(4a® + 6b) = (—5) (4a8°) + (—5) (6b)
= —20a° + (—30b)
= —208" — 30b
Esto es,
—5(4a + 6b) = —204 — 30b
Ejefnplo. Apliquemos la propiedad distributiva a la expresion (3a° — 8) (7a)
(32 — 8) (ra) = (33" + (—8)) (7a)

(3a%) (7a) + (—8) (7a)

1l

1l

21a® + [—56a)

= 218" —56a

Encontramos que

(327 — 8] (Ta) = 212" —56a
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En todos los ejemplos anteriores podemos observar que la expresion de la gue
partimas y la expresion a la gue llegamos tienen el mismo valor numérico cuando
en ellas se sustituye la letra por cualquier nimero dado.

Ejercicio 11. Use la propiedad distributiva para encontrar, en cada inciso, otra
expresion que tenga el mismo valor numérico.

a) 7(6a + 5] b) (36 — 9] (8)

¢) —4.2(5c + 2) dl —7.2{x" — 3.5)

e} (* + 2y) (5) | f) (258> — 3bY) (—8)

gl —3.1048 + 6.2r) h) 794z — 62°)

) e+ 7 @0 | D —6y(sy — 9)

k] 7.1a'(ba — 4) ) B + 5.2) [—8.5tY

m)  12x} (x* + 5y%) n) 15¢° (3¢ — 2rY)

o] —10z (8w’ — 2¢) pl —8r(6.5r + 4£)

q) (2a* + 44%) (—7a%) r) 2a'b (5ab’> — 3b)

s) —3x'(2x) — 8x’ + 5) t) .ba(2a' + 43° — a)

Ejemplo. Consideremos ahora la expresion
(x + 5) (x + 8)

Si aplicamos la propiedad distributiva considerando primero I3 multlpllcacmn de
x + 5 por la suma de x y 8, tendremos lo siguiente:

Si ahora aplicamos la propiedad distributiva a la dltima expresion obtenida, nos
encontramos con gue

(x + 5lx + x + 5)(8) F

(x) (x) + (5) () + (x) (8) + (5) (8) =

il

X + 50+ 8 + 40 = X + 13x + 40
Por lo tanto,
(x + 5)(x + 8 = x + 13x + 40

Por supuesto, también podiamos haber trabajado en esta otra forma:

(x + 5)iB

X x = x .8+ 5x 4+ 5:8
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= x* + 8x + 5x + 40

=¥ + 13x + 40

Ejercicio 12. Tal como se hizo en el ejemplo anterior, encuentre, en cada inciso,
otra expresion gque tenga el mismo valor numérico. (Trabaje en su cuaderno)

al (x + 1) (x + 3) b) @+ 4)(a + 7
¢) (t+ 6)(t + 5 d (y + 10) (y + 2)
e] (b +8)(b + 9 fl (d+ 4)(d + 5)
g (F+ 1) ¢F + 52) N+ Dk +
D r+ 5 + 4 i) (2m + 3) (2m + §)
k] (4m + 70) (4n + 4) ] Bx + 2) Bx + 7
m) By + 6) [y + 5) nj (@ + 2) (5a + 9)
o) (x + 3) (Recuerde usted que (x + 3) = (x + 3) (x + 3))
p) (a + 5)° q) (b + 1F

r} (d + 6) s] (t + 4F

) b+ ) u) (2x + 4)

v) (By + 1)° w) (3a + 2b)

También se nos pueden presentar expresiones como (x + 5) [x — 2) o bien,
como (x — 3) (x — 7). Pero, con lo que sabemos de sustraccién, y aplicando la
distributividad, podemos manejarlas facilmente. Observe usted los siguientes ejem-
plos.

Ejemplo. Tomemos la expresidn (x4 Sl = 2)

En vista de que x — 2 es igual que x + (—2), por definicién de sustraccién, po-
demos escribir

(x + 8) x + (=2)) = x(x + (=2)) + 5(x + (—2))

Il

= x.x + x(—=2) + Bx + 5(—2)
= x* 4+ (—2x) + 5x + (—10)
= x* 4+ 3x — 10

Por lo tanto

[x%snx-z}=x2-+ax—1o
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Ejemplo. Tomemos la expresién [x =8l — 7
Comox —3 =x+ (=3)yx — 7= x + (—7), escribimos

O —3)x =T

[ o B D T ) ()
= xXlx + (=7} + [=3x + (=7)
= x*+ (—=7x) + (=3x) + 21
= x* + (—10x) + 21
=x = 10x + 21
Esto es,

(x —3)(x — 7 =ax — 10x + 21

Ejercicio 13. Tal como se hizo en los ejemplos anteriores, encuentre expresiones
que tengan el mismo valor que las expresiones dadas. (Trabaje en su cuaderno).

a) (@ + 6) (a — 4) b] (y — 5) (y + 8)
e) £+ 4t — 6 d) x — 10) (x + 7)
e) (b — 12) (b + 1) fl (g +2) @@ — 3
a r =71 =3 h) (y — 5] [y — 6)
i) (h — 1) (h — 8) : ) (k — 6) (k — 15)
W (m =) m =3 : ) (Bx — 8) (3x + 6)
m) (58 — 3) (5a + 8) n (4z + 9) (z — 5)
o) (6p — 8) (2p — 4) pl (4x — 38) (x — 1.5)
ql y — 37 rl (& — 57

8)' (b =: T ) (s — B

u) (d — 3.5% v) (2k — 5\

w) (Bm — 2n)? x) [(7x — 5By)?

Todo el trabajo que hemos estado desarrollando en esta seccién ha consistido en
encontrar expresiones algebraicas que tienen el mismo valor numérico que otras ex-
presiones dadas. En ocasiones, hemos hallado expresiones mas sencillas en las que
es mas facil calcular el valor numérico. Otras veces, |la expresiéon obtenida no era
mas sencilla, solo tenia una presentacion diferente. De todas maneras, todo lo que
agui hemos aprendido nos es atil, ya sea en la resolucién de algunos problemas
practicos o bien, en el desarrollo de nuevas ideas matematicas.

Algunas personas llaman Algebra elemental a este manejo que hemos hecho de
las expresiones algebraicas.
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Divisibn de numeros
racionales.

Usted ya ha efectuado divisiones de nimeros racionales positivos. ;Recuerda como
se nombran los nimeros que intervienen en una divisién? ;Recuerda cuales son las
formas en que hemos indicado la division? Repasaremos esto en la siguiente ilus-
tracidn.

TR
g~ © .

B

Usted sabe que efectuar una divisién es hallar el cociente cuando se conocen el
dividendo y el divisor.



i. Definicién del cociente.
Al estudiar la division de racionales positivos aprendimos la siguiente propiedad:

Si se multiplica el cociente por el divisor, el resultado que se obtiene es el
dividendo.

Basandonos en esta propiedad, caracterizamos el cociente en la siguiente forma:

En upa division de nameros racionales, el cociente es el nimerc que multi-
plicado por el divisor da el dividendo.

En la division de nimeros racionales en general ocurre exactamente lo mismo. Es-
to es, en una division de racionales cualesquiera, el cociente es el ndmero guée mul-
tiplicado por el divisor da como resultado el dividendo.

Ejemplo 1. Dividamos —8 entre 4

—8 Z
4
El cociente sera el ndmero que multiplicado - por 4 dé como resultado —8. Tal
numero es —2 porque (—2) (4) = —8,

Por lo tanto,

—8 .
T 2

Ejemplo 2. Dividamos 12 entre —3.

450 S

-3

Aqui el cociente serd el nimero que multiplicado por —3 dé 12. Ese niimero es —4
porque (—4) (—3) = 12. Por lo tanto,

Ejemplo 3. Dividamos — 18 entre —8.

;Qué numero multiplicado por —6 nos da —18? El 3. Entonces el cociente que
buscamos aqui es el nimero 3.

Esto es,

—18  _ .
._6..._ 3



Como habra usted notado en estos ejemplos, es facil encontrar el cociente en
una division cuando se conocen bien las reglas de la multiplicacion.

Ejercicio 1. Encuentre el cociente en las siguientes divisiones.

a) =12 = by =10 - o =2 -
e o = - 0 % -
gl:“ﬁ——= h]-_?—$—= i]:f_".sr::
D= K =2 = h =35 -
m]:—s-g——= n]:—4$-—= '2151;5_13_=

Las divisiones presentadas en este ejercicio son muy sencillas; pero hay otras
que para efectuarlas nos exigen un esfuerzo mayor. Analice las que se dan a con-
tinuacion.

Ejercicio 2. Efectue las siguientes divisiones buscando el cociente entre los nu-
meros que se dan. Complete la expresion en cada inciso, tal como se hace en a)

238 — _a
a) e 35
'35 =aE 48
El cociente es —3.5 porque (—35) x (—6.8) = 238
2 =
b) '__..07
Lail
El cociente es porgue 21
3
-
c) 1
3
El cociente es porgue = %
3 =
d) ==9
6
El cociente es x [(—=5) = 38
ol =
& —p =
El cociente es porque x [—=10) = 5
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—48
El cociente es porque x (—48) =
1922  _
9 =53
El cociente es porgue X (—6.2) = 19.22

Segun podemos observar, en todas las divisiones del ejercicio anterior el dividen-
do es un nimero positivo, el divisor es un nimero negativo y el cociente es niimero
negativo. Podriamos indicdr esto con el siguiente esquema:

Ejercicio 3. En cada inciso efectie la division escogiendo el cociente entre los
nimeros que se dan y complete cada expresion.

—1472 _
a) —5=
El cociente es , porque x 46 = —1472
—4{62Z
b) —g
El cociente es- , porque x 18 = —16.2
-5
20 _
C] _3“' =
5
El cociente es . porque X % 20
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El cociente es

El cociente es

36

El cociente es

, porque

, porque

, porque

—10.5

i
x 1 = —.001
x 36 = —972

En las divisiones de este gjercicio observamos que

y sabemos que eso es asi porque

por

divisor es igual a

(positivo)

Ejercicio 4. En cada inciso efectle la divisién escogiendo el cociente entre los
nimeros que se dan y complete la expresion.

L=

El cociente es

=

El cociente es

c)

El cociente es

, porgue.

, porque

x (—35) = —700
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—100
El cociente es , porque x (—100) = —25
=8bh2. =
@)=
El cociente es , porgue- x [—A) = =352
= A
3l 1= 1
3
8 8t
El cociente es , porque x_(—%] = —p7

En estas divisiones vemos que

‘niimero negativo

y ya sabemos que eso se debe a que

por  divisor es igual a
(negativo)

En lo anterior podemos observar dos cosas: Una. Que- para encontrar el cociente
en una division de racionales cualesquiera, es necesario manejar los nimeros como
si fueran racionales positivos. Otra. Para saber si el cociente ha de ser positivo o
negativo, basta considerar las conclusiones obtenidas en los dltimos tres ejercicios.

Ejemplo 1. —— =

Como el dividendo es negativo y el divisor es positivo, estamos seguros que el
cociente ha de ser negativo. Entonces escribimos.

=80 - — &EF;
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Ejempic 2.

Pensamos en la division de

5

£l cociente tiene que ser positivo porque el dividendo y el divisor son negativos.

Entonces escribimos

Ejemplo 3.

.3

5 _ 2
— 10
¥

.;6..,.,_.=

—30

Como sabemos que al dividir un nGimero positivo entre un nimero negativo, obte-
nemos un ndmero negativo, escribimos

=30

= —.02

Ejercicio 5.
—18.24
a) 76
20.6
d) —103
=
5
a) 2
T
Y
) —5
m) ]

k)

e)

h)

k)

n)

Efectie las siguientes divisiones:

1484 _
—28

il
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2. La division y los inversos multiplicativos,

Al estudiar en nuestro curso anterior la divisién de racionales positives vimos que
para efectuarla podian usarse dos procedimientos, el que aprendimos en la escuela
primaria y el que utiliza la idea del inverso multiplicativo.

Ejemplo. Dividamos —g— entre —§- sigujiendo esos dos procedimientos.

Primer procedimiento:

3
N I )
2 4X 3><8_
=
Segundo procedimiento:

3
¥ . o I é =3

-2 4—>2—>8
3

Este segundo procedimiento consiste en multiplicar el dividendo por el inverso
multiplicativo del divisor.

Con ambos procedimientos se obtiene el mismo resultado. Por ello se puede em-
plear indistintamente cualquiera de ellos. ;Ocurrira lo mismo en la divisién de ra-
cionales en general? Veamos los siguientes ejemplos en los que se utilizan los dos
procedimientos.

Ejemplo

Multiplicando el dividendo por % que es el inverso multiplicativo del divisor:

encaontramos que:

-2
2 3" 3 9
4
—28 _
m 28 -
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Con el procedimiento conocido tenemos que:

Ahora, puesto que el inverse multiplicativo de. —.5 s —2, efectuamos {a division
multiplicando —2.8 por —2 y encontramos qus;

—=E£ .= (—28) (—2) = 56

—28
5

Lo que vemos en estos ejemplos ocurre siempre. Esto es, cada vez que efectua-
mos una division de racionales con esos das procedimientos, obtenemos el mismo
resultado.

El hecho anterior nos permite, usando la notacidn del inverso multiplicativo, defi-
nir la division de racionales en la siguiente ferma:

§i a y b son nimeros racionales cualesquiera, con b diferente de cero, en-

tonces la division de a entre b se efectiia multiplicando a por %

En simbolos,

By e 1
—_— = g g -
b b

Muchas divisiones de nimeros facionales se efectiian con mas facilidad aplican-
do la definicion anterior. Sobre todo, cuando dudamos si el cociente serd un nimero
positivo o si serd un nimero negativo.

Ejercicio 6. Efectde usted las siguientes divisiones multiplicando el dividendo por
el inverso multiplicativo del divisor.

3
5 _ 3 |
S T
7
El inverso multiplicativo de —% es
_r
_3_. = -.1_ 5. =
b) 3 3
4
El inverso multiplicativo de —2— es
-9 — % =
) —oz > 8

El inverso multiplicativo de —25 es
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Il

d) 511%—\ = —48 X

El inverso multiplicativo de —4 es

-3
e) 5 8
15
El inverso multiplicativo de —Tg.es
L
Rl =i 5
El inverso multiplicativo de —6 es
g —— = -9 X =
2

El inverso multiplicativo de 1—3 es

Ejercicio 7. Complete las siguientes expresiones considerando que

g+ b = a.- (Las letras representan ntimeros racionales distintos de cero).

b

3 1 =
8 == = [Blns o) —y
¢) [ —_ d) a _

b t
o ~E = | =

r | A
g) —— = h) b
- b -
K Mem.m | Pl — M
) X ) b.b.h
Ejercicio 8. Considerando que —g— = a. —;3- escriba como cociente cada uno de los

productos siguientes. (Las letras representan racionales distintos de cero).

i X Al
a) X-? oo AR b) r._k.. =

1—-—l .._,1 —
c) y. = d) o = X
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i) X

n)

m)
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1. Resolucién de ecuaciones

En lo que sigue vamos a aplicar muchos de los conocimientos que hemos adquirido
hasta aqui, a fin de resolver ecuaciones como

en las que intervienen multiplicaciones y divisiones de nimeros racionales.

Antes que nada recordemos que resolver una ecuacion es encontrar el nimero
que al sustituirse por la incognita hace cierta la igualdad,

Ejemplo.

Recordemos también que cuando varias ecuaciones tienen la misma solucién, bas-
ta con resolver una para tenerlas resueltas todas. (De preferencia, hay que resolver
la mas sencilla).

En el procedimiento que se sigue para resolver ecuaciones donde aparecen multi-
plicaciones o divisiones de numeros racionales, se utiliza constantemente la siguien-
te propiedad:

Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacion por un mismo nii-
mero dlstinto de cero, se forma otra ecuacién que tiene la misma solucion que
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Ejemplo. La ecuacion 5y = —20, tiene como solucién al nimero —4.
a) Si.multiplicamos sus dos miembros por 3.5, obtenemos |a ecuacion.
TERYE= =70

cuya solucion también es —4, porque

{7.5[(—4) = —70
b) Si dividimos entre 10 los dos miembros de |la ecuacion 5y = —20, obtenemos:
la ecuacion
5
10

cuya solucidn también es —4, porque

5(=4) _ —20 _ _

10 70 2

Ejercicio 1. En cada una de las siguientes ecuaciones haga lo que se indica, y
compruebe que la nueva ecuacion tiene fa misma solucion que la ecuacion original.

a] — = —8 Solucion: x = —4

Multipligue ambos miembros por 2
b) [—=18y = 45 Solucién: y = =25

Bivida entre 9 los dos miembros -

cl —23r = —138 Seolucion: r = 6

Divida ambos miembros entre —2.3

d) %Z'—' *% Solucion: z = —-%
9

Multipligue por los dos miembros

ry

Al estudiar los nimeros racionales no negativos, en el curso anterior, aprendi-
mos que

Si un nimero a se multiplica por un namero b, distinto de cero, y ese produc-
to se divide entre el mismo numera b, el resultado es el numero a.
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a.b +b=a

Lo mismo ocurre con los nGmeros racionales en general. Esto es;

Si a'y b son dos ntimeros racionales cualesquiera, con b =~ 0, entonces !

Ejemplo.

45 X (—3)
—3

se tiene que dividir entre’ — 3. Esto es;

a) La expresion indica que el resultado de multiplicar 4.5 X (—3)

45 X (=3) _ —135 _
=3 = i
=62 X 4 _ —248 _ _
b) - ! 62
| 1 3.8
c) 38 X 27 2 _ 18 _ 49 x 2 =38
1) AL M
2 2 2

También sabemos que, al manejar nimeros racionales no negativos,

Si un nimero z se divide entre un niimero b, distinto de cero, y ese cociente
se multiplica por b, el resultado que se obtiene es el nimero a

(a = b).b =g

Con niimeros racionales en general sucede exactamente lo mismo. Esto es,

5i a'y b son dos racionales cualesquiera, con b =< 0, entonces

Ejemplo.

a) La expresion =124 (—4) indica que el resultado de dividir —12.4 entre —4

se debe muitiplicar por —4. Esto s,

=2 (—4) = 34 X —4= =124

—124
—4
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E ..8:; (—48) = (—12) . (—48) = 576

e .
=12 =2

Ejercicio 2. Apligue las propiedades vistas en las pdginas anteriores y simplifi-

que las siguientes expresiones. (Las letras representan numeros racionales distin-
tos de' cero).

79 X 96 _ —68 X 52 _
¢ 956 A
=75 ol e e 18.9 —qg) =
c) _—5 . [=5) d} -9 - (—9)
e] =54 X .3 = f] '_16.3 . [h] s
a h

(x)(79) _
a) 79 -

4 3r —pt, M

oe=nr = ) =2-—
Bt L —

k) T 1) RS

Aplicando adecuadamente las propiedades que acabamos de ver, podemos resolver

aguellas ecuaciones donde aparecen multiplicaciones o divisiones de nimeros racio-
nales.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion 12x = —84

Tomamos la ecuacion y dividimos sus dos miembros entre 12.

12x = —84
12x _ —84
1 12
Como 1122‘" = Xy ——1%4— = -7, encontramos que
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Esta nueva ecuacion tiene la misma solucién que la ecuacion original, Por lo tan-

to, en 12x = —84 la solucion es x = —F
Comprobacion. 12 . (=7) = —84
Desde luego, a esta misma ecuacion, 12x = —84, la podemos resolver también
asi:
Tomamos la ecuacién y multiplicamos sus dos miembros por %
12y =
Y (20 = (L) (—84)
12 ' 12
Como [l] 2. x) = ek y L (—g4) = _—Mﬁ. tenemos que
12 ' i2 12
—B84
s [l e
T
0 sea,

Ejercicio 3. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando el procedimiento que
le parezca mas cémodo. Compruebe sus soluciones.

a) 8y = —296 b) —58t = —374
Bt 2 | wline = 8

c) =l = d) o =

e)] —124w = 6448 . B 91m = —7.28
S e h) —7.2d = 2952

gl = n 5 ) /

i) —ix = —48 i —1s = %

k) 47z = —15.04 ) =7y = 875

m) ¢(—4.9) = 2891 n r- - e

o) s(—175) = 1 p) —86x = 0

Todas las ecuaciones del ejercicio anterior son “de multiplicacion”. Veamos aho-
ra como se resuelven las “de division™.
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n
=3 = - —-‘?
—g= (=37 = 18- (=37

Como I S=sal = y 18 (—3.7) = —86.6, encontramos que

—3.7

Asi que la solucién de nuestra ecuacion original es el nimero —66.6

- 2o EBBGT
Comprobacion. —— 37 18

Ejercicio 4. Tal como se hizo en el ejemplo anterior, resuelva usted las siguien-
tes ecuaciones. Compruebe sus resultados.

7 y
a) — = —.4 1 e I
al 58 ) —6.4
4
c) L= — d) L= -24
= 7 4.3
5
X m
e) 75 8 ) 57 12.1
(A Z =
g] 4—'8 T h) =" 8
r = z ~
= 12.8 i) 5 0
7

Entre algunas de las ecuaciones de divisién, aparece la incégnita en el divisor.
Veamos como se pueden resolver.

Ejemplo. Consideremos la ecuacidn

156 _
t
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A partir de ésta podemos enconfrar otra ecuacién que tenga la misma solucidn y
que ya.sepamos resolver. Para hacerto multiplicamos ambos miembros de la ecuacién
por t:

15.6

e (2.6) t
Como 26 _ ¢ = 15.6, tenemos ahora la ecuacién
156 = 26(1)
que también se puede expresar asf:
26t = 156

y que puede resolverse con el procedimiento conocido:

26t = 156

26t _ 156
G 26
=8

Asi encontramos que 6 es la solucién de la ecuacién original.

Comprobacian. 156 = 5

8

Ejercicio 5. Resuelva las siguientes ecuaciones. Compruebe la solucion de cada
una de ellas.

a) 2= -3 - b =2 = -9
o) =3 = 12 d) B2= 4
&) 2.8 =35 f 52 - g
g =28 = 123 h B8 = 49
) =38 - 7 2= 57

Con los mismos procedimientos que utilizamos para resolver ecuaciones simples
de “sumar’’, “restar”, “multiplicar’" y "dividir", podemos resolver también ecuacio-
nes mas complicadas. '
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Ejemplo. Tomemos la ecuacion 7.6 — x = —48
Para resolverla primero sumamos a sus dos miembros el inverso aditivo de 7.6
76 — x + (=76) = —48 t (—76)
Asi obtenemos
=X = =124
Ahora multiplicamos por —1 los dos miembros de esta ecuaci6n y tenemos que
(=1) (=x) = (=1) (—124)
x = 124

Comprobacién. 76 — 124 = 76 + (—124) = — 438

Ejercicio 6. Resuelva las siguientes ecuaciones tal como se hizo en el ejemplo
anterior. Compruebe sus soluciones,

al] 179 — x = 96 b) —188 — y = 74
c) 237 — t = —84 d —169 — r = —94
e) —x + 41 = —87 fl —g — 69 = 197

Ejemplo. Para resolver la ecuacion
36x + 28 = —584
Primero sumamos —2.8 a sus dos miembros

36x + 28 + (—28) = —584 + (—28)

Asi obtenemos la ecuacion

36x = —8.64

Luego dividimos entre 3.6 los dos miembros

36x _ —864
36 3.6
Y asi vemos que
X = =24
Comprobacion. 36 (—24) + 28 = —864 + 28 = —584

Ejercicio 7. Resuelva las siguientes ecuaciones y compruebe sus soluciones.
al %+ 9=—1 b) —4y + 2 = —14
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g) —2a — 5 = —2

e) 47d + 68 = —214

g —71g + 576 = 36.29

n —
) 2o+ 127 = 42
k) iar-_”+ 68 = —53
m) 1%78 ~ 176 = —389

ol 78p + 2886 = 0
q 3(x —5) +2 =25
g) T+ 4(2 — x) = —9

Hay ecuaciones que

f) —56f — 29 = —24.18
h R~ 72=-u
) —78q + 534 = —14.94
I =3875 _ 445 = 23

K
n) 8256 1 539 = 67

o g
p) £ — 48 =0

) —62y +3) +7 =1

1) 123 — 51t — 2) = 516

nos pueden parecer mas complicadas y, sin embargo, no lo

son. Observe cuidadosamente los siguientes ejemplos.

Ejemplo.

a) t2h 4+ 10h + 45.7' = —79.7

Como 12h + 10h = (12 + 10)h = 22h, podemos escribir |a ecuacion original

en la siguiente forma

22h + 457 = —79.7

y luego procedemos a resolverla

22h + 457 = —79.7

22h + 457 + (—45.7)
22h

22h

—79.7 + (—457)

— 1254

_ —1254

22
h

22

=3

La solucion de la ecuacion original es —5.7
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Comprobacion:
12 (=5.7) + 10(—=57) + 457 = —684 + (=57) + 457 = —797
b) 5Ck — 7 — B(k + 2) + 9 = 24

Como 5(k — 7) = 5k — 35y —8(k + 2) = —8 — 16, podemos escribir la
ecuacion asi:

Sf— 35 + [(—8k) =F [[—i8) s+ 196 = 24

y luego, puesto que 5k + (—8k) = —3k y —35 - (=16) + 96 = 45,
escribimos

—3k + 45 = 24

Ahora procedemos a la resolucion

—3k + 45 = 24
—3k + 45 + (—45) = 24.+ (—45)
—3k = =21
=8k - =21
= —3
k=17

Comprobacién. 5(7 — 7) — 8(7 + 2) + 988 =

=5X0—-8X19+ 96 =0 72 1+ 96 =24

c) Tl — 27) + 227 — 19n = —286 + 6(42 + n)
7n — 189 + 227 — 19n = —286 + 252 + 6p
—12n + 38 = —34 + 6n

Aqui sumamos —6n a los dos miembros de la ecuacién para que la incognita
quede sdlo en el primer miembro.

—12n + 38 + (=6n) = —34 +% + [—ﬁé]

—18n + 38 = —34

141



—18n + 38 + (—38) = =34 + (—38)

—18n = —1.2

—18n. _ —7.2

—18 —18
m= 4

Comprobacion. Haga usted la comprobacién en su cuaderno, como ejercicio.

Ejercicio 8. Resuelva usted las siguientes ecuaciones en su cuaderno y comprie-
be sus soluciones.

a) 2y + 7y = 378

b) —5t + 8t = —84

c) 6r = 15r + 459

d) 85v — 173v = —5896
e] 23.1x + 252 = 195x

f) 49z + 4644 + 37z =0
gl —258a + 872 = —149a
h) 1.7p — 288p — 545 = 0
i) 14q9 — 27q = 728

j) —57d + 408 = —69d

ki —8k + 5k — 127 = —379

) 97i — 184 — 23/ = —554
m) 2345 — 236 = —108j — 34

n) —538 + 175m = 48m + 224

o] 3lx — 5 +5(x +8 —1=0

p) —6(4 — y) + 2(y + 3) — 18= 4

q) —23(h — 4 — 586 — 98h = 168 — 5.7(6 + h)
N 360G — u + 178 — 126u = 71(u — 2) — 1364
8) 4x + 73 = =5(3x — 7

t) 5(2a +3) —4Ba — 2) — 17T = —7a + 2(4a — 9) + 27
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2. Resolucidn de problemas por medio de ecuaciones.

Algunos de los problemas que se dan en el siguiente ejercicio son muy sencillos, y
tal vez usted los quiera resolver mentalmente. Sin embargo, le sugerimos que reali-
ce el ejercicio en la forma que se pide, pues se trata de que practique la resolucién

de problemas por medio de ecuaciones; procedimiento que es muy ttil, sobre todo
cuando los problemas a resolver resultan algo complicados.

Ejercicio 9. Encuentre una ecuacion para cada uno de los siguientes problemas;
resuélvala y luego dé la respuesta correspondiente.

“a) El triple de un nimero, aumentado en 18.5 es —19.6 ;Cuél es ese nimero?

Ecuacion: Solucion;

Respuesta..

b) Si al doble de un ndmero se le resta —16.7, el resultado es 7.1 ;Cusl &s ese
nimero?

Ecuacion: Solucidn:

Respuesta.

¢) Si al cuddruplo de un nimero se le resta 17.8, se obtiene —68.6 ;Cual es ese
ntmero?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

d) Si a cierto nimero se le suma su doble y luego se le resta 14.8, el resultado
es —32.5 ;Cual es ese nimero?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

e) Si al quintuplo de un nimero se le suma 27.6, el resultado es el triple del
nimero. ;Cual es ese numero?

Ecuacion: Solucion:
Respuesta.
f) La suma de dos enteros consecutivos es —113 ;Cudles son dichos nameros?

(Recuerde que si n es un ndmero entero, su consecutivo es n + 1).

Ecuacién: Solucion:

Respuesta.
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g) La suma de dos enteros impares consecutivos es —72. ;Cuiles son esos dos
numeros? (Recuerde que si x es un namero impar, su consecutivo impar es x + 2)

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

h) Halle dos pares consecutivos tales que el doble del menor menos el quintu-
plo del mayor sea —148 (Si p es un ndmero par, p + 2 es su consecutivo par).

Ecuacion: Solucion:

Respuesta,

i) Halle cuatro enteros consecutivos tales que su suma sea —58.
Ecuacion: Solugion:

Respuesta.

j) La suma de dos pares consecutivos es —90 ;Cuales son dichos nimeros?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

k) - Halle dos numeros consecutivos tales que el triple del mayor, menos el doble
del menor, sea 36.

Ecuacion: Solucidn:

Respuesta.

1) El perimetro del rectdngulo que se muestra abajo es 84 metros. ;Cuénto mide
de largo y cuanto de ancho?

3 x +

Ecuacion:
2 X-5

Solucion:

Respuesta.

m) El perimetro del tridngulo que se muestra en seguida es de 87.2 cen-
timetros. ;Cuanto mide cada uno de sus lados?
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Ecuacion;

Solucién:

=X * 5.4

Respuesta.

n) Un terreno como el gue se muestra en la figura tiene un perimetro de 256.6 me-
tros, ;Cual es la medida de cada uno de sus lados?

Ecuaciaon:

Solucion:

Respuesta.

o) El largo de un recténgulo es el triple de lo que mide el ancho. Si el perimetro
del rectangulo es de 59.2 centimetros, jcuanto mide de largo y cuanto de ancho?

‘Ecuacion:

Solucidn:

Respuesta.

p) La suma de las medidas de dos angulos adyacentes es 147°. Si uno de ellos
es 28° menor que el cuadruplo del otro, ;cuantos grados mide cada uno?

Ecuacion:

Solucién:

Respuesta.
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q) Un éngulo A mide 26° menos que el triple de lo que mide un angulo 8. ;Cuén-
to mediran los angulos A y B si son suplementarios? (Recuerde gue la suma de las
medidas de dos angulos suplementarios es 180).

Ecuacidn: Soclucion:

Respuesta.

r) Uno de dos éngulos complementarios es 18° mayor que el doble del otro.
;Cuanto mide cada angulo? (Recuerde que la suma de las medidas de dos dngulos
complementarios es 90).

Ecuacién: - : Solucidn:

Respuesta.

s) Un hombre a los 65 aios de edad necesita 2400 calorias diarias que repre-
sentan el B0% de las calorias que necesitaba cuando tenia 16 anos. ;Cuantas calo-
rias necesitaba & los 16 anos de edad?

Ecuacidn: Solucidn: y

Respuesta.

~t) Se hace un examen a un grupo y salen reprobados 6 alumnos, que representan
el 12.5% del grupo. ;Cuéntas personas forman ese grupo?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

u) Al aumentarle el sueldo a un obrero le faltan 246.75 pesos para obtener el
doble de su sueldo original. Si recibe $3466.15 en su nuevo sueldo, jcual era su
sueldo antes del aumento?

Ecuacion: Solucion:

Respuesta.

v) Luz Maria tiene 9 afios mas que la mitad de la edad de Jorge. Si sumamos [as
edades de ambos, la suma es 51 afos. ;Cudl es |la edad de cada uno?

Ecuacion: Solucién:

Respuesta.
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Capitulo segundo
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1. Raices cuadradas positivas.
Hasta ahora hemos calculado el érea de un'cuadrado conociendo fa medida de uno
de sus lados. También el problema inverso se presenta frecuentemente. Veamos

en qué consiste dicho problema.

Problema. ;Cudnto mide cada une de los lados de un cuadrado que tiene un area de
16 metros cuadrados?

16m?

El problema se puede resolver si recordamos que el drea de un cuadrado se
calcula elevando al cuadrado la medida de uno de sus lados. Con esto en mente
y puesto que conocemos el drea y desconocemos el lado, podemos plantear asi el

problema:

i 2
= 16

(;Qué numero elevado al cuadrado es igual a 167).

Con la experiencia adquirida hasta este momento podemos calcular mentalmente
el resultado. Este es 4, porque

E| cuadrado mide entonces 4 metros por lado.
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Ejercicio 1. Calcule usted el lado de los siguientes cuadrados cuya area se indica.

: a)

* ;Qué nimero elevado al cuadrado | ST
es 257 ' 2
| £Qué numero elevado al cuadrado
es igual a 497

c]

T
m

;Qué nimero elevado al cuadrado
es 367

e)
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9

By

¢Qué nimero elevado al cuadrado es a*?

L

En la préctica se presentan muchos problemas que, como en el caso de los ejer-
cicios que acaba usted de realizar, requieren para su resolucién encontrar un ni-
mero que elevado al cuadrado sea igual a un nimero dado. -
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Es conveniente llamar de una manera especial a |a solucidn de tales problemas.
Observe usted el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

a)

X = 36
:Qué ndmero elevado al cuadrado es igual a 367

Calculando mentalmente el niimero sabemos que x = 6. A este nlimero 6, que
elevado al cuadrado.es igual a 36, lo llamaremos “la raiz cuadrada de 36".

De esta manera, cuando hablemos de "la raiz cuadrada de 36" estaremos ha-
blande de un ntimero que elevado al cuadrado es 36.

La expresion “la raiz cuadrada de 36" se puede simbolizar asi: V36 y como la
raiz cuadrada de 36 es 6. podemos escribir:

V36 = 6

En esta forma, cuando queramos referirnos a "la raiz cuadrada de 36", escribi-
remos V36 o0, simplemente, 6.

Ejercicio 2. Complete usted las siguientes expresiones.

a) Como 20" = 400, entonces la raiz cuadrada de 400 es

b) Como 30> = 900, entonces la raiz cuadrada de 900 es

12 — i I 9
¢l Como {4] 75 €ntonces la raiz cuadrada de 6. o8

d) Como (.3)* = .09, entonces la raiz cuadrada de .09 es

e) Como 125" = 15625, entonces la raiz cuadrada de 15625 es

f) Como 35" = 1225, entonces vV 1225 es igual a
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g) Como 3.2°

10.24, entonces Vv 1024 =

h) Como 126* = 15876 entonces V15876 =

i .§_2 = _g.. | ..9_... =
il Como [5] 55 antonces\z’:25

Con expresiones como Vg = + en las que g es un nimero positivo, indica-

mos que se busca un nimero que elevado al cuadrado dé por resultado el nimero
g. Es decir, que se busca la raiz cuadrada de g.

Ejemplo,
36 =
;Cuél es la raiz cuadrada de 367

(Qué numero elevado al cuadrade es igual a 367

Ejercicio 3. En cada inciso complete las siguientes igualdades con alguno de los
nimeros que se muestran abajo.

L

a] V2025 = (;Cual es la raiz cuadrada de 2 0257)
1) 45 2) 45 3) 450
b) Vi21 = (;Cudl es el nimero que elevado al
cuadrado da 1217
11 11 2) 111 3) 11
c]. l — . . . 1
61 (;Cudl es la raiz cuadrada de 5E'i'}
1 i
1) 8 o el
! 2) 22 3) 8
d) V0009 = (;Qué nimero elevado al cuadrado da
.00097)
11 .3 2) .03 3) .003
e) 25 = {¢Cual es la raiz cuadrada de .257?)
5
1} & 2) —

% 3) .05
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f VisEs = ‘ (£Qué numero al cuadrado da 13.69?
1 37 - 2) 37 3) 37

ZE = (;Qué nimero da 2.25 al elevarlo al
cuadrado?)

1) 5 2) 15 3) 15

gl

(;Qué niimero es la raiz cuadrada de
r s cuadrad
et 2 o 3 va

hy Vel =

Ejercicio 4. En cada inciso anote los nameros que faltan en los cuadritos de:
color. i .
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Ejercicio 5. Calcule el 4rea de los siguientes cuadrados.

i

d)

—
e
fl
—
&l
—

ES g
Il







2. Raices cuadradas negativas.

Las raices cuadradas gue hasta el momento hemos manejado han sido las medidas
de algunos cuadrados, y por lo tanto, han sido nimeros racionales positivos. Ahora
nos plantearemos el siguiente problema que requiere para su solucién tomar en
cuenta también los numeros racionales negativos.

Problema: ;Qué nimero elevado al cuadrado es igual a 817

La ecuacion que asociamos a este problema es la siguiente:

Z
= 81
Para esta ecuacion podemos encontrar dos soluciones..
9 es una solucion porque 92 = 9 - 9 = 81

—9 es otra solucién porgue (—9) = (—9) (—9) = 81

Anteriormente hemos llamado a 9 “la raiz cuadrada de 81". Ahora al nimero —9
lo llamaremos la raiz cuadrada negativa de 81.

El simbolo que hemos usado para la expresion “la raiz cuadrada de 8i" es V81,
Ahora, para la expresion "la raiz cuadrada negativa de ‘81" usaremos el simbolo
=V ai. i

De esta manera, para referirnos a “la raiz cuadrada negativa de 81" escribiremos
— V81 o bien, simplemente, —9.

Ejercicio 6. Complete usted las siguientes expresiones.

a) La raiz cuadrada negativa de 100 es porque = 100
b} La raiz cuadrada negativa de 25 es porgue "= 25
¢] La raiz cuadrada negativa de 16 es porgue t= 16
d) La raiz cuadrada negativa de 9 es porque *= 9
e) La raiz cuadrada negativa de 1 es porque =g
f) La raiz cuadrada negativa de .01 es parque = 01
Con expresiones como — Vg = , en las que g es un nimero positivo, in'dica-

_ mos que se busca un ndmero negativo que elevado al cuadrado de por resultado g.
Es decir, indicamos que se busca la raiz cuadrada negativa de q.
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Ejercicio 7. En cada inciso, complete las igualdades eligiendo entre los numeros
que se indican,

a)

b)

c)

d)

e)

f)

(; Qué ndmero positivo elevado al
ctiadrado da 257)

(;Qué nimero positivo elevado al
cuadrado da .097)

(;Qué numero positivo elevado al
cuadrado da .367

1= i |

v.0081 =

(;Qué niimero positivo elevado al
cuadrado da .00817?)

(;Qué nimero positivo elevado al

1,
cuadrado da o4 ?)

V1225 =

(;Qué ntimero positivo elevado al
cuadrado da 12.257)

S

— V25 =

(;Qué nimero negativo elevado al
cuadrado da 257)

(;Qué nimero negativo elevado al
cuadrado da .097)

=¥ .35 =

(¢Qué numero negativo elevado al
cuadrado da 367

=06

— V008T =

(¢Qué ndmero negativo elevado al
cuadrado da .00817)

(;Qué nimero negativo elevado al

cuadrado da &?]_

3

— V1225 =

(;Qué numero negativo elevado al
¢uadrado da 12.257)
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429 121

9 49 ~ N T
(¢Qué nimero positivo elevado al (¢Qué nimero negativo elevado al
cuadrado da -1219) cuadrado da —21-7)

49 49
& BT

&
4

Observacion. Hasta aqui hemos estado manejando nimeros positivos y nimeros
negativos que elevados al cuadrado dan como resultado un nGmero positivo. Nos
falta considerar al plmero cero, que es muy especial.

En virtud de que 0 = 0 .0 = 0, convendremos en que “la raiz cuadrada de cero™
es cero y también “la raiz cuadrada negativa de cero” es cero:
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El teocrema de P-iﬁégora-s

A continuacién vamos a estudiar un poco sobre triangulos rectangulos. En este estus
dio tendremos que utilizar muchas de las ideas que hemos ido adquiriendo en paginas
anteriores. Entre éstas se encuentra la de “raices cuadradas’.

Se |lama tridngulo recténgulo aquel que tiene un angulo que mide 90°. Por ejem-
plo, el que dibujamos a continuacion es un tridngulo recténgulo.

En un triangulo rectangulo los lados reciben nombres especiales:

cateto

[Note usted que los catetos son los fados que forman el dngulo recto)



Desde la antigiledad el hombre se ha fijado en los tridngulos rectingulos y sus
propiedades. Por ejemplo, los egipcias observaron que si un tridngulo tiene las me-
didas 3, 4 y 5 en sus lados, dicho triangulo es rectangulo.

i —
——. s

Observaron también que al construir cuadrados sobre los lados de ese tridngulo,
como se muestra en la siguiente ilustracion,

ocurre que el area del cuadrado C es la suma de las areas de los cuadrados A y B.
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Efectivamente asi es, pues
gl drea del cuadrado A es 3
el area del cuadrado B es 4

el area del cuadrado C es 5

y se tiene que

drea de A + éarea de B = g'r'e.a de C

9 unidades cuadradas
16 unidades cuadradas

25 unidades cuadradas

¥

16

i

=

25
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1. El teorema de Pitagoras.

Los griegos, en sus estudios matematicos, encontraron que lo anterior ocurre no s6-
lo en ese triangulo de los egipcios, sino en cualquier triangulo rectdngulo, no im-
porta cuales sean las medidas de sus lados. Expresaron esto asi:

En todo tri ngula rectangulo, el cuadrado construido sobre la hipotenusa tiene
un drea que es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre
los catetos.

drea de C = drea de A + area de B

La afirmacion anterior recibe el nombre de Teorema de Pitagoras, precisamente
porque fue Pitdgoras de Samos el matemético griego que demostrd que es verdad
lo que en ella se dice. A continuacion mostramos geométricamente el significado
de este teorema. Conviene que usted realice este trabajo paso a paso ep una hoja de
papel.

1. Trazamos cualquier tridngulo rectangulo ABC.
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2. Construimos los cuadrados correspondientes a cada uno de los lados del trian-
gulo ABC. '

3. Buscamos el centro del cuadrado BDEC. (Dicho punto es la interseccion de las
diagonales BE y CD).

4. Por el centro encontrado, trazamos una paralela y una perpendicular a la hipo-
tenusa AB.




5. Recortamos las cuatro regiones formadas en el cuadrado BDEC, adegds del
cuadrado construido sobre el cateto AC, y colocamos todos esos recortes sobre
el cuadrado grande.
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6. Con esto nos convencemos de que el cuadrado construido sobre la hipotenusa
ocupa la misma area que los dos cuadrados construidos sobre los catetos. (;Obtuvo
usted igual resultado con su tridngulo rectangulo?)

Ejercicio 1. Observe usted |a figura mostrada en cada inciso ¥, aplicando su co-
nocimiento del ‘teorema de Pitagoras, encuentre la medida que falta. (Todos los
triangulos dibujados son tridngulos rectangulos).

al

Area del cuadrado A = 9
Area del cuadrado B = 16
Area del cuadrado C

Area de P = 576
Area de N 49
Area de M =
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Area de F =




El teorema de Pitdgoras nos permite calcular facilmente el siguiente problema:

Si el area de J es 169 unidades cuadra-
das y el érea de K es 144 unidades
cuadradas ;Cudl es el drea de L?

Resolucién:

Sabemos que:

Area de J = drea de K + drea de L

Por lo tanto, si restamos al area de J el drea de K, obtendremos el rea de L.

Areade L = édrea de J — érea de K.

Areade L = 169 — 144 = 25

Respuesta. El drea de L es 25 unidades cuadradas.

Ejercicio 2. Encuentre el drea que se pide en cada inciso.

Area del cuadrado ¢ = 25
Area del cuadrado A = 9
Area del cuadrado B =

Area de W = 2025
Area de X = 678
Area de Y

I

]
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>z =&

Area de E

Area de F =

Area de G =

Area de U = 27.04

i

Area de W = 7.84

Area de Vv =°

m
H

Area de 81
Area de M = .36

Area de K =

Area de A = m
Area de B8 = n

0 _Area de ¢ =
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Para realizar los siguientes ejercicios necesitata usted saber rdpidamente cuél es
el cuadrado de un nimero dado, o bien, la raiz cuadrada de algunos ntmeros. A fin
de facilitar su trabajo le anotamos a continuacion una tabla de cuadradaos de nime--
ros naturales, que usted podra consultar cada vez que sea necesario. Es muy faclil
hacer consultas en esta tabla. Por ejemplo, si queremos saber cual es el cuadrado de
43, buscamos el 43 en la columna n. En el mismo renglon, v en la columna n* aparece
el nimero 1 848, que es el cuadrado de 43.

43 1849

Esto es,
43 = 1849

Ejemplo. Si queremos saber cual es la raiz cuadrada de 6561, buscamos el ntme-
ro que elevado al cuadrado es igual a 6 561. Por lo tanto, buscamos el nimero 6 561
en la columna n’. En el mismo renglén, pero en la columna n, encontramos el nu-
mero 81, que elevado al cuadrado da 6 561.

81 6 561

Asi es que

V6561 = 81
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Tabla de cuadrados

n <— L

) ! 34 1156 67 4 489

2 35 1225 68 4624

3 36 1296 69 4 761

4 16 37 1.369 70 4 800

5 25 38 1444 71 5 041.

6 36 39 1521 72 5184

7 49 40 1 600 73 5329

8 64 41 1 681 74 5476

9 81 42 1764 75 5625
10 100 43 1849 76 5776
11 121 44 1936 77 5829
19; 144 45 2025 78 6 084
13 169 46 2116 79 5 241
14 196 47 2 209 80 6400
15 225 48 2 304 81 6 561
16 256 49 2 401 82 6 724
17 289 50 2500 83 6 888
18 324 51 2 601 84 7 056
19 361 52 2704 85 7225
20 400 53 2 809 86 7 396
21 441 54 2916 87 7569
22 484 55 3025 88 7 744
23 529 56 3136 89 7921
24 576 57 3249 90 8 100
25 625 58 3364 91 8 281
26 676 59 3481 92 8 464
27 729 60 3600 93 8 649
28 784 61 3721 94 8 836
29 841 62 3844 g5 9025
30 900 63 3969 96 9216
31 961 64 4096 97 9 409
32 1024 65 4 225 98 9 B04
33 1 089 66 4 356 99 9 801
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Ejercicio 3. En los siguientes triangulos rectangulos se indican las medidas de

los catetos. Encuentre el area del cuadrado construide sobre la hipotenusa.

al

b)

d)

Area de M
Atea de P
Area de N

Area de X
Areade Y
Area de W

Area de H
Area de |

Area de J -

Il

Area del cuadrado A
Area del cuadrado B = &

Area del cuadrads C = 9§

16

16

I

25
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e)

Areadek = = —

|z ' Area de L = i =

Areade M = o =

f

Area de P = £ =

Area de N = + =

En un tridngulo rectangulo el érea del cuadrado construido sobre Ja hipotenusa es

igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos.

Ejercicio 4. En los siguientes triangulos recténgulos se indica la medida de un

cateto y de la hipotenusa. Encuentre usted el area del cuadrado construido sobre el
otro cateto.

a)

25

Area del cuadrado C = 5

Area del cuadrado B = 4 = 16

Area del cuadrado A = 25 — 16 =
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b)

c)
z
I
.P:
d)
T 1z f

Area de H
Area de S
Area de T

Areade M =
Area de P =
Arga de Z =

Area de R
Area de V

Area de T
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e)

Area de C = =
Area de A = =~ =

161

Area de E = =

~

En un tridngulo recténgulo el érea del cuadrado construido sobre uno de los ca-
tetos es igual al cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

Para resolver problemas como los siguientes, necesitamos recordar que si tene-
mos un cuadrado cuya area es el nimero a, entonces podemos calcular la medida
de uno de sus lados simplemente encontrando "'la raiz cuadrada’ de a.

Problema. ,Cual es la medida de la hipotenusa de un triangulo recténgulo cuyos
catetos miden 5 y 12 unidades, respectivamente?
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Resolucion. Primero construimos cuadrados sobre los lados del triangulo.

El ‘area del cuadrado A es 5 = 25
El area del cuadrado B es 12 = 144

¢ - El area del cuadrado C es x? y es la suma
de las dreas de A y B.

Esto es,
xt = 25 + 144
x? = 168

Ahora, para saber gué ndmero es x (el lado del cuadrado C) buscamos la raiz cua-
drada de 169.

x = V169
x = 13
Respuesta. La hipotenusa de ese triangulo mide 13 unidades.

Problema. Si la hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 10 unidades y un ca-
teto' mide 8 unidades. jcuanto mide el otro cateto?
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Resolucién. Si construimos los cuadrados sobre los lados del tridngulo, encontra-
mos que

El area de € és 10° = 100
El 4rea de B es 8 = 64
El drea de A es &, y es la diferencia entre

las areas de C y B. Esto "es",_

al = 100 — 64

a2 = 38

Ahora, para encontrar la medida de a, €l cateto desconogcido, buscamos "la rafz
cuadrada" de 38. . i

a = 6

Respuesta. El otro cateto de ese trigngulo mide 6 unidades.

Ejercicio 5. Encuentre la medida que falta en cada uno de los siguientes tridn-
gulos rectangulos. '

a)
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Ejercicio 6. En el tridngulo rectdngulo ABC, a 'y b son las medidas de los cate-
‘105 y ¢ es la medida de la h:potenusa En cada inciso calcule la medida que falta.

B.

a) a =,
bl a = 30,
c) a = 18,
d a = 11,
&) 2l =
fl a =,
gl a =,
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2. Problemas

El teorema de Pitagoras tiene diversas aplicaciones. Como ejemplo, analice y resuel-

va cada uno de los siguientes problemas.

a)

c)

/ 20m
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¢Cuédntos metros mide la diagonal,
marcada con color rojo, en este rec-
téngulo?

;Cuél es la medida de la diagonal PQ
en este cuadrilatero? (Note usted que
el triangulo PRQ es tridngulo rectan-
gulo, ¥y no lo es el tridngulo PSQ) ;Po-

dria usted calcular la medida de PQ

condciendo sélo las medidas de PS y
sQ?

Una antena de radio se encuentra s0-
bre una torre de 20 metros de altura.
;Cuanto medira un tirante de acero
que se engancha a 5 metros de la pun-
ta de la torre y queda, en su otro ex-
tremo, alejado 8 metros de la base
de la torre?



En una circunferencia, cuyo didmetro
mide 15 cm, se inscribe un tridngulo
rectangulo que tiene un cateto de
9cm. ;Cuél es la medida del otro ca-
teto? :

¢Cudl es la medida de AC en esta fi-
gura? (Se sabe que los triangulos BDA
y BDC son triangulos rectangulos),

¢Cuénto mide la diagonal, marcada en
rojo, en este paralelepipedo? (Suge-
rencia: Encuentre primero la medida
de P@). | '
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La rafz cuadrada de 2.




1. El nimefo V2.

Al aplicar el teorema de Pitdgoras a cierto tridngulo rectdngulo, los griegos sufrieron
un terrible golpe a sus conceptos matematicos, porque ellos pensaban (quiza usted
también hasta este momento lo piense) que los ndmeros racionales son suficientes
para indicar la medida de cualquier segmento. :

El problema gue conmociond a los griegos fue el siguiente:

. Cual es la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos mi-
den 1 unidad cada uno?

vl

Al construir cuadrados sobre los ires lados de ese triangulo encontraron que

T

el area del cuadrado A s 1 = 1
el area del cuadrado B es 1 = 1

el area del cuadrado C'es x* v es la su-

ma de [as dreas de A y B,

Esto es,
Xt = 4%+ 42
b=l A

Puesto que el drea del cuadrado C es 2, para saber la medida de x habia que en-
contrar “'la raiz cuadrada” de 2.

Aqui fue donde los griegos tuvieron la gran dificultad, porque hasta ese ‘momento
crefan que para indicar medidas de segmentos bastaba con tener los 'niimeros ra-
cionales y descubrieron que estaban equlvocados, pues no habia ningin ndmero
racional que fuera “la raiz cuadrada™ de 2. Es decir, hallaron que ningun nGmero ra-
cional elevado al cuadrado da como resultado el nimero 2.

Sin embargo, ellos querian dar la medida de ese segmento, cuya existencia era
innegable.
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A fin de poder indicar la medida de la hipotenusa de ese tridngulo, los griegos
tuvieron que aceptar, a partir de ese momento, que ''la raiz cuadrada" de 2 era un
ndmero, (aunque no racional como los que ellos manejaban).

Nosotros simbolizaremos a este nimero simplemente como V2.
De esa manera queda resuelto el problema y se puede dar la siguiente respuesta:

Respuesta. La medida de la hipotenusa de ese triangulo es V2.
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2. Aproximacion racional del nimero V2.

Hasta este momento tenemos marcados (nicamente segmentos racionales en la re-
gla que usamos para medir. Es decir, sélo hemos senalado segmentos cuyas medi-

das son numeros' racionales. Ahora marcaremos, en dicha regla, el segmento que
mide V2.

1Ill1!-lllT|
0 1 A 2

Sabemos que no hay ningtn segmento racional que sea congruente con el segmen-
to OA (cuya medida es V'2). Sin embargo, notamos que el segmento que mide 1.4
es el que estd mas cerca de ser congruente con OA.

Podemos decir entonces que

V2 es aproximadamente igual a 1.4

o

Si dividimos en centésimos la unidad en nuestra regla, encontramos que

V2 es aproximadamente igual a 1.41
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Si dividimos [a unidad en milésimos, hallaremos una mayor aproximacién a V2. En-
contraremos que

V2 es aproximadamente jgual a 1.414

Asi podriamos continuar indefinidamente y nunca hallariamos un segmento racio-
nal que fuera congruente con OA; pero obtendriamos aproximaciones racionales a
V2, cada vez mas finas.

Ejercicio 1.

a) Tomando como unidad el decimetro, trace en una hoja de papel un tridngulo
rectdngulo cuyos catetos midan una unidad. '

b) Mida la hipotenusa de ese tridngulo aproximando su medida hasta décimos
de unidad. (Note usted que el centimetro es la décima parte de la unidad conside-
rada).

¢) Aproxime hasta centésimos la medida de esa hipotenusa. (Observe que un mi-
limetro es la centésima parte del decimetro que se ha tomado como unidad).

Algunas aproximaciones racionales a V2 son las siguientes:
1.4
1.41
1.414
14142
1.41421
1414218
1.4142135

En cursos de mateméticas mas avanzadas, se demuestra que al buscar aproxima-
cienes racionales para V2 se obtiene una notacion decimal que no es peri6dica y
tiene un nimero infinito de cifras después del punto decimal. Esto se indica en la
siguiente forma:

W = e,
o bien,
Vo= 24
0 bien,
V3 = 1.4142135. ..

(En estas expresiones los tres puntos suspensivos indican que se puede conti-
nuar indefinidamente la escritura de cifras}.

A expresiones como éstas se les llama decimales infinitos no periédicos.
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Soluciones a los
Ejercicios y Problemas



Capitulo primero

Los nimeros racionales

I. Los nimeros racionales no negativos
(No tiene ejercicios).

Il. Numeros racionales no negativos y segmentos de recta.

2. Segmentos congruentes.

Ejercicio 1.

Son congruentes con AB los segmentos 1J y GH,

Ejercicio 2.
a) Si es congruente 1J con AB.
b) Si es congruente AB con IJ.

¢} Silo son, RS es congruente con DE.

3. Subdivision de un segmento en segmentos congruentes.

Ejercicio 3.

a) M i , N
b) M 1 | | N
c) M i A : § N
d) o L L : 4 . N

/4, MNomeros racionales como medidas de segmentos,

Ejercicio 4.

a ] i | ! ) 1 L
0 A
b) = ' ’ *
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C] :0 34 L | i | i .
d) ; L
o
I i
e ¢
J o
1 1 L = ]
il G
Ejercicio 5.
a) 4 1 | |
| | 1 |
Si san congruentes.
by L '
i i )
Si son congruentes.
C} } 1 ]
| 1 J
Si son congruentes.
Ejercicio 6.
a] : 5 ! | i J:‘ |
b) | 2 I |
} = |
L ' |
e) +— >
d) 1 i L \ } |
. + t
e) L i il i L i |
0 P

Los segmentos no son congruentes.
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Ejercicio 7.

a)
b)
c)
d)
e)
i}

El segmento OC mide 6.3 unidades.
AB mide 10.5 unidades.

AB mide 5 unidades.

OA mide 5.6 unidades.

OB mide 7.6 unidades.

AB mide 5.5 unidades.

Ejercicio 8.

n A v 5 1 9 11
a 1 I I I s i i
JI
b) L d frulf Vil 2

2} i1

Ejercicio 9.
a) Este segmento mide 6.5 cm.
b) Este segmento mide 8 cm.
c) Este segmento mide 2.9 cm.
d) Este segmento mide 2 pulgadas y T% de pulgada.
e) Este segmento mide 14 pulgadas.

16

5. Uso de la regla en la medicion de segmentos.

(No hay ejercicios)

ili. El conjunto de los nimeros racionales.
1. Los nimeros racionales negativos.
| Ejercicio 1.
a) —25 b) —12:83 ) -2
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d) —4.05 e} —252 1. 7
g) 25 h = ) 283
2. Una ilustracién de los nimeros racionales.
Ejercicio 2.
a] 5 3 i . i >
b] -3 I z I s
c) =25 I i I £
d} 24 N =
e] 18 -
IV. Adicion de nimeros racionales
1. Adicién de racionales positivos.
Ejercicio 1.
4] %2 e ——
b 2 S =
¢) 121 T T T
d) 8.6 i 2 -'_";s
e) 13.7 —rm-A'I j 5 t*r
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2.

Adicion de racionales negativos,

Ejercicio 2.

No. de metros recorridos a la

izquierda

Adicién asociada a los
Primero Después Total recorridos efectuados
a) 5 4 9 =5 + [=4) = —=9
b) 10 12 22 —10. + (=12) = =22
c) 34 19 53 =34 + ((—18) = =53
d) 8.3 95 17.8 -83 + (—95) = —17.8
e] 15.6 10.7 26.3 —156 + (=107) = —263
f 174 26.8 442 —174 + [—268) = —442
15 23 38 _15 TOET T
o) 3 & 6 5 F =% 6
34 47 81 _34 _A7y = _81
h) % 5 5 g t (=) g
Ejercicio 3.
a) —13 bl —12 c)- —3 d) —19 e) H%
fi —107 gl —10.7 h) —43.2 i) —7509 i) —48.737
Ejercicio 4.
a) 2 kire=—2 c) d] —4
_ 5 s
e) 3.1 f) —341 g = h) 3
: 4 2
n 4 p L k) 155 ) =155
m) —18 n}] —9.3 —11.05 p] —7.08
Ejercicio 5.
al —1210 b] —60.81 ¢c) —747.2
_21 _59 _
d) ) e) 12 f) 811.9
gl — 7637
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3. Adicion de un racional positive y un negativo.

Ejercicio 6.
al —3 b) 4 =5
) ) c) 73
d) 27 e) 1
Ejercicio 7.
al 7.5 b) —11.5 ¢} 300
d) 10005 e ﬁ; f) —3080.075
Ejercicio 8.
a) —15 b) 12 Q) + d) —183
e) n =6 f) .a = 35 g). .= =432 h) x =0
Ejercicio 9.
b) 12+ (=5) = 7 +5+ (=58 =7 + 0 = 7
Por lo tanto, 12 + (—5) = 7
¢) 28 + [—15) = 43 + 15 + (—15) = 13 + 0 = 13
Por consiguiente, 28 + (—15) = 13
d) 26 + (—39) = 26 + (—26) + (—13) = 0 + (—13) = —13
Por lo tanto, 26 + (—39) = —13
el 18 +(—43) = 18 + (—18) + (—-25) = 0 + (—25) = =25
Porconsiguiente, 18 + (—43) = —25
fy =47 +14 = ~—33 + (—14) + 14 = =38 + 0 = =33
Por consiguiente, —47 + 14 = —33
g) —35 +68 = —35+ 35+ 33 =0 + 33 = 33
Por lo tanto, —35 + 68 = 33
h) —78 + 52 = =26 + (—52) + 52 = —26 + 0 = —26

Por lo tanto, —78 + 52 = —26
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Bl =19 46l = =19+ 19 o 27 = 6 27 = 27

Por consiguiente, —19 + 46 = 27

j] 78 + (—182) = 78 + (—78) + —104 = 0 + (—104) = —104
Por lo tanto, 78 + [—182) = —104
Ejercicio 10.
a) 267 b) 455 c) 931 d) 5979
el —162 fl —760 gl —3094 h) 403
i) —347 i} 1146
Ejercicio 11.
b) 4.3 c) 134 d) —2147
e) —329 fl —34 gl 1115
h) —61.6 i) 336 i —128
4, Propiedades de la adicién de racionales.
Ejercicio 12.
al 71.078 b) 45.7 ¢) 27.65 d) —115
e} —3506 f) —308 gl —1004.9 h) —14
i) 2 i) 63 k) 468 D —912
m} 567 n) 1574 o) 18
Ejercicio 13,
39
—3.1 —
a) 2 b) 3 c) =
d) 114 e) —262 il —10.1

V. Sustraccion de nimeros racionales.

1. Una regla para efectuar sustracciones de nimeros racionales.

Ejercicio 1.

h) 25 — (—13) = 25 + 13 = 38

c) 17 — (—23)

Il

17 + 23 = 40
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Comprobacién

38 + [(—=13) = 25
40° + (—=23) = 7



Comprobacion

d) 23 — (—42) = 23 + 42 = 65 65 + (—42) = 28
e) 347 — (—282) = 347 + 282 = 3137 31.37 + (—282) = 3.17
fy 35 — (—28) =35 + 28 = B3 63 + (—28) = 35
gl —18 — 7= —18 + [=7) ==25 =25 <t 1 = =18
h) —36 — 49 = —36 + [(—49) = -85 —85 + 49 = -36
i) —37 — 186 = —87 + (—186) = —223 —223 + 186 = —37
e oo =R TS
) =7 — (—28) = —7 + 28 = 21 21 + (=28) = —7
m) —25 — (—10) = —25 + {0 = —15 —18 =+ [—10) = =25
nj =3¢ — (=72) = =39 + 72 = 33 33 + (=72) = —39
0) —17.42 — (—10.05) = —1742 + 10:05 = —7.37

=737 + (—10.05) = —17.42
D) —%—[—71=—3+7=4 4+ (=7) = —23
q —%2—[—8]=—182+8=%2- 5_§+[—s]=—%
rf —8—-—0= -8+ 0= —8 =8 4+ 0 = —8
s) —38 — 0= —38+ 0= —38 —38 + 0 = —38
§ =2 =—0= -2 4= -2 2 +o0=-3
u]O—%=0+(-—%—}'——-—% —%+%=0
vl 0 = [—39) =0 + 39 = 389 39 + (=39) =0
w) 0 — (—172) =0 + 172 = 172 172 + (=172) = 0
Ejercicio 2.
a) —23 by —42 c) —84
d) —1 e] —12 ) —7.35
gl —606 h) —4545 i) —3317
i) —999 k)l —125 ) —31.82
m) —.12 n) —58
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Ejercicio 3.

a) 18 b) 20 c) 21 d) 90

e) 15 fl 52 g) 752 h) 442

; : o 11 13 5

En las dos formas se obtiene el mismo resultado.
2. Notacidn para el inverso aditivo de un numero racional.

Ejercicio 4.

a) —3 b) —5 ¢) —3.007 d) 3
g) L f) 001 a) 1 h) —36

10

il 1.8 jJ 36 k] —1 N o
m) Nimero racional negativo

n) Nidmero racional positivo

o) Cero.

Ejercicio 5.

X — 15 = =B i 1.5
=X 1 1 5 = =] =115

3. La definicion de sustraccion.

Ejercicio 6.

a] % =+ [—5]) bl m + (—7)

¢) r o+ (—1) d s + (-1

=0 1 it

e]t+[4] flu+(5]

al v + [(—=.7) h) x + (—.01)

i) d + (—=37) il e + 12
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kK f o+ % N h + 2
m) m + 1 nj p +0
Ejercicio 7.

a) a + (—b) b) ¢ + (—p)
el X+ (=3 d d -+ (—#f
e) » + [—8) ) F (—w)
gl a + (—a) h) ¢ + (—¢)
Ejercicio 8.

al r —m Bl % — it
¢l p— g d a — b
el z — w fl w— w

Ejercicio 9.

a) cero b) cero c)] cero
Vl. Ecuaciones
1. Resolucion de ecuaciones con niimeros racionales.
Ejercicio 1.
al m=9 b) n —8 cl] p — 4.1
d ¢ = 108 e) r = 195 f)l s = —11
gl t= =5 h u — 4
Ejercicio 2.
al x + [(—34) = —5 b) x + 17 = 9
¢) m + [(—22) = 3.7 d) ¥ +2 = =742
el —b68 = ¢ £l n o= =123
gl 29 = r
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Ejercicio 3.

202

a) x =4 b) y = 29 c) n=20
— A
d ¢t = 486 el h =1 f];_?
gl x = —541 h) n = —86 i) m= —&8
jl o= =3 k) y = —623 ) z= —B2
m) r = —13 n) n = —37 o} a = 17
p) X = 872 q b= —12 N d= —64
s) n-= 175 1] r= 212 u) s = 14
v) t = —7.4 w) p = 68 Xx)] w = 15
2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones.

Ejercicio 4.

Ecuacién; Solucion: Respuesta:
bl x — 33 = =8 x = 29 El nimero es 29.
c] x + (—=12) = 26 x = 38 El nimero es 38.
d x — (=6) = 10 x = 4 El nimero es 4.
el x + [(=7) = =7 x = 0 El nimero es 0.
B ox— [—3) = =40 x = —43 El nimero es —13.
g x — (—13) =0 I El nimero es —13.
Ejercicio 5.

Ecuacion: Solucion: Respuesta;
al x + (—37) = 32 % — B8 69 grados
b) m + 83 = —52 m = —135 —13.5 grados
¢l s+ (—15) = —4.3 § = —2.3 —28 grados



d r+ 12 = 40 r = 28 28 grados
g) 53 + x = 25 X = 19.7 19.7 grados
Hl —75 4+ x = —138 x = 6.2 6.2 grados
VII. Multiplicacién de nimeros racionales
1. Multiplicacion de dos factores positivos.
Ejercicio 1.
a) -%g- b) % c) —gg— d _?g_
&) 100 ) e h -2
S5 D 2=
Ejercicio 2.
a) 948 b) 22596 c) 79.52
d) 52.65 e) 114 f) 1053
g) 2.544 h) 42.721 i) 611
j} 571.8582
2. Multiplicacion de un factor positivo y un factor negativo.
Ejercicio 3.
a) —24 b) —60 c) —64 d) —_300
e) —26 f) —2_8 gl —120 h) —2724
) -1 N —52 k-2 h -5
m) _;% ) —%g— 0] —396 bl —66
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q)

u)

—81.2 Nl —236 s] — 9.1 ) —7.2

—18.3 v —1.48

3. Multiplicacién de dos factores negativos.

Ejercicio 4.

a)

s

90 b) 280 c) 30600 d) %-g—
% f) 116 g) 10 h) 252

4. Propiedades de la multiplicacién de racionales.

Ejercicio 5.

a) 7(—6 + 8 = —42 + 56 = 14
b) 5(10 + (=3)) = 50 + (—15) = 35
c) 12(—3 + (—2)) = —36 + (—24) = —60
d) 20(—8 + (—2)) = —160 + (—40) = —200
e)] —5(4 + 3)=—20 + (—15) = —35
f) —2(—15 + 18) = 30 + (—36) = —6
gl —4(—2 + (—8)) =8 + 32 = 40
h) —10(—=9 + (—6)) = 90 + 60 = 150
i] —40(—10 + 5) = 400 + [—200) = 200
i) —12(—5 + 15) = 60 + (—180) = '—120
Ejercicio 6.
Numero Inverso multiplicativo Comprobacion
o 2 = @ () = 1
| -2 ~ (-2 (=) =1
_8 _3 _Byr_Bs =
e) 3 3 ( ‘-5][ *B"] = 1
j 4 _ 5 —= = Dyt —
gl -4 £ (=) (=) =1
gl -2 —5 (—:27 (—:57) =1
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Ejercicio 7.

2 i u 3 9
a 3 b) 78 °) 3 @ 5
3 £l —i —35 1y
el 2 f) 5 9 =33 h) =
iy =1 N -8 —3.
i) Z i) T Kl =%
Uso de las propiedades de la muliiplicacion.
Eieréicio 8.
a) —480 b) 210 c) —26
d) 720 e} 72 fl —1024
g)] —63 h) —856 il 1250
i) —340 K 96 N o
m) —8a n) 0 o] —9
Ejercicio 9.
bl 1 c) 90 d -1 fl 0
gl —18 h) —889 i] —4056 b 12
k) —157.464
El nimero —1 en la multiplicacion de racionales.
Ejercicio 10,
al —4 b) —7 ¢l 9 d) 37
2 7
e) =3 f) a gl 17.5 h] —84
i) —5.34 i) 439
Ejercicio 11.
a) —14 b) —y ¢l —p d) —gq
el -z fil =15 g hY —1:b
il —1-d = kk —1 - a ) —1 - x



Ejercicio 12.

al x = 12 bl a = —8 c) y = —16
d g = —1 e) b= 13 ) z = —37
Viil. Potenciacion de ndmeros racionales.
1. Potencias de nGmeros racionales
Ejercicio 1.
¢) 100, 100 d) 25,625 e) =27, (=3}
f) 6.25, 6.25 g) 144, (—12) h) .36.(6)
i) .16, .16
Ejercicio 2.
b) —125 c) 16 d) 625
€e) —8.375 f) —64 g) 81
h] 17.64 i) 64 i) 1.44
k] 64 ) 144 m) 0
Ejercicio 3.
a] 27 b) .01 c) 10:24
— A — 1

d) 1.000 e) 2 f) 57
gl 0 hy 1
Ejercicio 4.
a)

m 1 3 5 =/ =13 -5

nm’ 1 27 125 =i =21 =125
b)

1 i) = _
1 1

# | 5 | 02 .01 + .04 01
c)

w 2 4 6 | —2 = 4 -5

w? 8 64 216 —8 — B4 —125
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d X 5 10 = =2 =13
X2 1 25 100 9 4 .09
Ejercicio 5.
b]?-_7-7 c) 8-8-8-8 d) 10 - 10 - 10- 10: 10
el mm f)l xx xx gl xxx
hY m mmm i) yyyyy 0N zzzzzz
Ejercicio 6.
bl 53 c) o d) & e] x
) mt gl h)
IX. Expresiones algebraicas
1. Walor numérico.
Ejercicio 1.
a) —4 b) —20 c) 49 d) 200
e] 3 f) 32 gl 0 h) —10
ij 8 i) 300
Ejercicio 2.
a)
a 2 =3 =3 -5
—3a° —12 —3 —27 =]
b) 1
m - 3 2 —4
5m 5 135 04 | —135
c) . 1
r =P 3 ~3 o
s 1 5 S e
—ors 4 ~30 | —30 +
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d)

X —5 3 = =g 5]
¥ — 2 — 3 2
—xy? 5 —12 18 — .02
Ejercicio ‘3.
a) 20 b) 0 cl =16
d 5 e) 26 f) —4.83
g —28 h) —6 i) 0
Ejercicio 4.
a)
a — ] 5 2 =
32 — 2a.+ 5§ 4 5.5 7 2
b)
b 0 == 1 3
—2b* + b — 5 —5 -8 -6 | —20
c)
m 1 2 — 3 4
n = 2 3 — 4
—2mn’ + 3mn’ 1 8 —27 64
2, Expresiones algebraicas que tienen el mismo valor numérico.
(No hay ejercicios:)
3. Simplificacion de expresiones algebraicas
Ejercicio 5.
a) 15t b) 19a c) T72b
d) 7x e] —6r f) —=23v
g) —11y h) 18.94 i) —44w
j) 10.7q k) —ay ) 24x
m) 2a’ n) 1.3¢ o) 512
p) B8.7p
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Ejercicio 6.

a) —33 b) —8 c) 8

d -—38 g) 14.25 fi —108
gl 24 h) —24.25 i) 455
A it

J]' 5

Ejercicio 7.

a) 3a — 8b b) —=5x — 4y + &

c) 52 — 13b — 8 d) =5t + 50 + 12

e) 238 + 5a e SRR S e

g) 23ab + 13x — 3 K) =437 = 57+ 25+ 10
) 12x%y + 9xy? i) 18tY =348 — & — 12t

4. Simplificacién de algunas expresiones de multiplicacién.

Ejercicio 8.

a) x* b) x* c) ¥y ' d m
e) n’ i1 pt a) h) s
i} ¢ ot k) & ) o
m] fs n] Pl 0] n P] n®

Ejercicio 9.

La regla podria ser la siguiente:

“Cuando se multiplican potencias de la misma base, hay que sumar los exponen-
tes”. Asi el resultado setad una potencia cuya base es la mismaque la de los fac-
tores y cuyo exponente es la suma de los exponentes de éstos.

Ejercicio 10.

a) 6m’ bl —12m* e] —45x*
d) —30r e) —36m° i 70m’
g) 42m* h) 135x* il 3¢

i) 2m? k) —6x* ) 15m?
m) 3n' n, —m o) m?

p) —60m*n® ' q) 1.3r r) .6a°

s) 2.76m°n’ t) —4df u) .1g*
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Ejercicio 11.

a)
c)
e)
gl
)
k)
m)
o]
q)
s)

42a + 35
—21¢* — 84

5% + 10y

— 124 — 1922
8x° 4+ 14x:

35.58° — 28.4a

12x% + B0X°y°
—80zw® + 20zt
=gl == 2B

—Bx? £ ABxY — bkt

b)
d)
f)
h)
i)
1)
nj
p)
r)
t)

24 — 72
—28.8x* + 252
=20a* + 248°
31624 — 4742
=30yt + 54y°
—255° — 4428
45g° — 30¢%"
=52t — 3204

10a‘h — 6a°h?
A2a* + 24a° — ,Ba’

Ejercicio 12.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

210

(x + 1] (x + 3)

Il

(a + 4) (a8 + 7)

I

(t + 6) (r + 5)

(x + 1)x + (x + 1)3

e s N g S
x* + 4x + 3

(a + 4)a + [a + 4)7

a4+ 4d4a + Ta + 28

a + 11a + 28

= # + £ + 30

(y + 10) (y + 2)

(b + 8) (b + 9)

= b + 8b + 8b + 72

(d + 4) (d + .5)

= [t + 8t + (t + 6)5
t# + 6f + 5t + 30

yly + 2 + 100y + 2)
y: + 2y + 10y + 20

y: + 12y + 20

bbb + 9) + 8(b + 9)

b + 17b + 72

did + 5) + 4(d + 5)

d + 5d + 4d +
& + 8d + 2
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gl (F+ DU +52=1(f+ NFf+ ¢+ A)52
= £ + Af + 52f + 52
= {2 4+ 53f + 52

1 3 i : 15 3
h) [h+#é-][h+?l [h+?]h+{h+_ﬁ]a+

3172
= R =1 3 3
R b & b A2
= h + 2h + 3

A
i) &r +5 0+ 4 = + 5r + (r+ 54

=r + 5 + 4r + 20
= ¢ +9¢ +F 20

i o@2m+ 3) @m + 6 = (@m + 3)2m + (2m + 3)6
= 4dm* + 6m + 12m + 18
= 4m* + 18m + 18

(4m + 70}4n + (dm + 70)4
= 16mn + 280n + 16m + 280

k) (4m + 70) [4n + 4)

[l (3x + 2)(3x + 7) = (Bx + 2)3x + (3x + 2)7
= 9x* + 6x + 2ix + 14
= 9x* + 27x + 14

m) By + B8)(y + 5 = 3yly + 5 + 6(y + 5
3y* + 15y + 6y + 30
3y* + 21y + 30

|

n (@ + 2) (5 + 9) = a(5a + 9) + 2(5a + 9)
= 53 + 9a + 10a + 18

= 5a° + 19a + 18
3) (x + 3)

3)x + (x + 3)3
3x + 3x + 9
6x + 9

I
<
+ + + o+

5) (a + 5)

5)a + (a + 5)5
5a + ba + 25
108 + 25

Il
m)\)
+ 4+ 4+ +
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q b+ 12 =(b+ 1) + 1)
= bbb+ 1)+ 10 + 1)
= bF o+ bt b

= B+ 2b + 1

1 (d+ 67 =(d+ 6)(d+ 6)
= d(d + 8) + 6(d + 6)
= > + 6d + 6d + 38

=d* + 12d + 36

s) [t +4¢ =1t + 4) (t + 4)
=t + 4t + (&t + 4)4
=t + 4t + 4t + 16

= ¢ + 8t + 16

) (x+ yf =k +y x+y
= Xx + ¥) +yx + y)
=X +xy +xy + y
= X2 + 2xy + y?

u) (2x + 4 = (2x + 4) 2x + 4)
= 2x(2x + 4) + 4(2x + 4)
= 4x* + 8x + 8x + 16

= 4x* + 16x + 16

vi By + 1) =@y + 1) @y + 1)
= @By + 1)3y + By + 1)1
= 9y* 4 8y + 3y + 1
= 9y% + by + 1

w) (33 + 2b)F = (33 + 2b) (33 + 2b)
= 3a(8a + 2b) + 2b(3a + 2b)
= 95> + 6ab + 6ab + 4b°
= 9z2° + 12ab + 4B
212



Ejercicio 13.

al (a +6)(a— 4 =1(+ 6+ (—4)

= (a + 6)a + (@ + 6) (—4)
+ 6a + (—4a) + (—24)
+

2a — 24

b) (y — 5y + 8 =1(y+ (=5)y + 8
= yly + 8 + (=5) (¥ + 8)
= y? + 8y + (—=5y) + (—40)
= y* + 3y — 40
¢) (¢t +4)(t—6=(t+4)(t+ (—6))
=ttt + (—6)) + 4(t + (—8))
= £ + (—61) + 4t + (—24)
= ¢ — 2t — 24
d] (x —10)(x + 7 =(x + (—10)) (x + 7)
= x(x+ 7 + (—10) (x + 7)
= X4 Tx + (=10%) + (=70
= x — 8 — 70
e)] (b—12)b+1)=1(@b+(-12)0B +1)
= bt T ) A 1200 U A 1)
= 5 + b+ (—12b) + (—12)
= p — 11b — 12
). g+ 2Vlg — 3) = (g -+ 2) [g+ (—B))
= (g + 2)g + (g + 2) (—3)
= ¢ + 2¢ + (—3q) + (—6)
=q¢ —gqg— 6
g) il = ) & = 3] = it (=0))0E3-600=3)0
= ir =+ 00 Hile =T 1=8)
St = E0r) =80\ + 21
= ¥ — 10y + 21
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h) ly = 8y —6) =1(y + (=5) (y + (=86))

=yly + (=6)) + (—5) (y + (—=8))
= wk =+ [=6y) = ((—5y) + 30
= y? — {1y + 30

) (h — 1)k —8=(th+(—1) K+ (—8))

th & (=1))ir + (b~ (=1)] (=8)
=h + (—h + (—8h) + 8
= h — 9h + 8
i) k —8) k — 1.5)

(k + [=8)) (k + (—1.5))

= kilk &+ (=1:5)) + (—6) (k + 1(=1.5))
= k¥ + (—=15k) + (—6k) + 9

= & — 75k + 9

Kotm =B m=2 =m+ (-4 m+ (=293

=mm+ (=) + (=H m + (-3

Il

mt + (—2m) + (—Lm) + >

= 2 — i
m 3m+4

Il (3x — 8) (8x + 68) = (3x + (—8)) (8x + 6)
= Bx + (—8))3x + [Bx + (—8))6
= gx2 + (—24x) + 18x + (—48)

= 9x* — B6x — 48

m) (52 — 3) (5a + 8) = (5a + (—3)) (52 + 8)

n) 4z + 9) [z — 5) = (4z

214

= 52 (52 + 8) + (—3) (52 + 8)
= 25a° + 403 + (—153) + (—24)
= 25a° + 25a — 24

+ 9) (z + (=5))

= (4z + 9z + (4z + 9) (—5)
= 42" + 9z + (—202) + (—45)
= 422 — 11z — 45




0) (6p — B) (2p — 4) = (6p + (—6)) (2p + (—4))

6p(2p + (—4)) + (=6) (2p + (—4))
12p? + (—24p) + (—12p) + 24

12p* — 36p + 24

I

p)] (4x — 38) (x — 15) = @x +[—=386) ) (x + (—15))
= [@x + [—36))x + [4x + (—3.6)) (—=1.5)
= 4x* + (—36x) + (—6x) + 54
= 4x* — 96x + 54

qQ y =3 = -3y -3
=(y + (=3)) (y + (=3))
= [y + (=3))y + y + (=3)) (=3)
=y + (=3y) + [=3y) ¥ 9
=y :— By +'9

r] la— 5)*= (a —5)(a —5)
= [a (=5))a + (@ + (—=5)} (—5)
= g + (—5a) + (—5a) + 25
= a — 10a + 25

g) (b =7 =[b—= 7 b =1
=B+ (=7)Mkb + (=7))
= bi(b + (=M) ¥ (=1 (b + (=)
= b + (—=7) + (~7)b + 49
= b — 14b + 49

4
+

) (s — 8 =1(s + (=8)) (s + (—8))

= (s + (—8))s + (s + (—8)) (—8)
+ (—8s) + (—8s) + 64

=gt =168l & B4

I
[

u) '[d = 35) = [d — 35) [d = 35)

£ I(—3:5)) (& + [=3.5))

= (d + (—35))d +-(d + (—35)) (—3.5)
+ (=35d) + (—3.5d) + 12.28

= d* — 7d + 12.25

v)] (2k — 8F = (2k — 5) (2k — 5)

= 2k + (=5)) (2k + (—=5))
= (2k + (—5))2k + (2k + [—5)).(—5)
= Ak + (—10k) + (—10k) + 25

= 4k — 20k + 25
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w) (6m — 2n)* =

Il

x) [Tx — 5y)*

(8Bm — 2n) (6m — 2n)

(6m + (—2n)) (6Bm + [—2n))

6m (6m + (—2n)) + (—2n) (6m + (—2n))
36m’ + (—12mn) + (—12mn) + 4n?
36m* — 24mn + 4n*

(7x — 5y) (7x — 5y)

(7x + (=59 (7x + (—5y))

7x (tx + (=5y)) + (—=5y) (7x + (—=5y))
495> + (—35xy) + (—35xy) + 25¢°

49x* — TOxy + 25y*

X. Division de niimeros racionales

i. Definicion del cociente.

Eiercicio 1.

a) =5 b) =5 c) —4 d -5
e =7 fl —1 gl =5 h) —4
) -5 ) —10 ki 3 n v
m) 6 nl 6 o) 3

Ejercicio 2.

b) —3. El cociente es —3 porque —3 X (—.07) = 21

c) = El cociente es ——- porque (—--) ( 3) 12

d) —6. El cociente es —6 porque [—6) (—.5) = 3

e] —.05. El cociente es —.05 porque (—.05) (—=10) = 5

f) —.25. El cociente es —.25 porque (—.25)|(—48) = 12

gl —3.4. El cociente es —3.1 porque (—3.1}I(—6.2) = 19.22

Ejercicio 3.

al —32
b) —8.
c) -*%
d) =7.
e] —.01.
P} =27

216

El cociente es —32, porque —32 X 46 = —1472
El cociente es —.9, porque (—9) X 18 = —162
El cociente es —%. porque [*%] X —g— = _566
El cociente es —7, porque (—7) X 15 = —105

El cociente es —.01, porque [(—.01) X 1 = —.001
El cociente es —27, porque (—27) X 36 = —972



Ejercicio 4.

a) 4. El cociente es 4, porque 4 X (—=15) = — 86
b) 20. El cociente es 20, porque 20 X [—35) = =700
3 e Hoheds e, =
c) = El cociente es 5 Porque X 2] 3
1L cle 2: L ue -L X (—100) = —
d) T El coclente es 4 Porque 7 (—100) 25
e) 352. El cociente es 35.2, porque 352 X (—.1) = —352
f) 81. Elcociente es 81, porque 81 X 'l"‘%) = =27

Ejercicio 5.

a) —24 b) —53 ¢) 1.8
dl =2 e} A4 f) —.2

21 _4 _4
9 hl == 0 =3
j] —5 k) —4 N 4

m) —1 n) 0 0] —2

La divisién y los inversos multiplicativos.

Ejercicio 6.

3
5 =2 3 T = 21
= 2 wx -4t = —el
a) 5 5 1
-2
7
El inverso multiplicativo de -—,2{~ es _.3?_
=i
gl S 4 _ _4 ”
b = =k % & = =
) 3 3 3 9
4

El inverso multiplicativo de % es 33—

c) —9 X --~04 = 36

=9
—25
El inverso multiplicative de. —25 es —.04

d) —__‘f = —49 X -—25 = 12.25

El inverso multiplicativio de —4 es —.25.
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8 _ 3 15 45
O = i g el
i -5 8 6 48
15
El inverso multiplicativo de —1—% es h%
—i
f) = 5 ( 5) 30
El inverso multiplicativo de —6 es ——é—
___i = — X 2_ — —1_8_
9 =5 ST 15
9
El inverso multiplicativo de 13 oy 2
2 15
Ejercicio 7.
b n . L Q) x. L d a. -t
y ' b t
el f—p s N k. ) x _1_.
o Y —m g a
h RS - =1 S
) n b i) X 7 0N or -
. 1 1
k]m.m.m.—x.x l]r.Jr.b.b_b
Ejercicio 8.
b) L Y X:.
) T ) & o) =
i x T =h
e) y f] X g] x
iR
h L ) ) &8
—a s Bl e
k) = . )] =S5 m) i

218




Xl. Ecuaciones

1. Resolucion de ecuaciones,

Ejercicio 1.
a 4x = —16 b) —2y = 5
7i
cl ) Z ;
Ejercicio 2.
al 79 b] —6.8 o [ i
d) 189 e] —54 ) —16:3
gl x hl vy i ok
o om k) r ) m
Ejercicio 3.
a) By = —2986 b) —53t = —37.1
8y _ —296 —53t _ —37.1
g 8 — 53 —53
y = =37 t =7
S ! — e S
c) = Z d) 7 s =
o MR 4k g = g8
= 10 - 12
1 r 27 1 S ?
= 10 _ 12
"= 5 & Shes
e] —124w = 6448 f}] 94m = —7.28
— 1240 _ 6448
—124 124 9.1m _ —7.28
1 9.1
w = —352 m = —.8
—._5_ —_ —.i = — -
g) =N i h) 7.2d = 2952
=iy Bl W T —7.2d _ 2952
(55 (=3dn = (=) (=5 =72  —72
— L = —
1 . n 10 d 4.1
s
7= 10
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i) —1x = —48 N —1s = 2
A
3
—ix _ —48 =18 = 5
—1 —1 —1 —1
x = 48 = =
> 5
k) 47z = —1504 ) —7y = 875
47z _ —1504 —Ty _ 875
4.7 47 -7 =7
Zi == =32 y = —1i25
m) g (—48) = 28.91 n) p b= _ 10
9 15
g (—49) _ 2891 F.o-L .9 = _10 9
—49 —4.9 R 45 7
o= =57} i = —_90
¥ 315
= -2
r 7
o) s(—=17.5) = 1 p) —86x =0
s(—=175) _ {1 —-86x _ 0
—175 —17.5 —88  —86
s = ~7ts x50
_ _ 10
= TT75
Ejercicio 4.
W = ;
a) 55 4 b) —67 = 12
V. (58) = (—4)58 Y (—54) = 12(—64)
58 : it =64 = : :
vy = —2732 y = —7.68
c) 3 = d} is 24
5
g {3i= (—4y 3 g9 = f— :
5 L= =20 13 (43) = (—24) (43)
5
g = —g—g g = —10.32
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e) o= =8 f {%7 = —124

X = [— ’ m = =t e =
75 7.2 (—8) 7.2 _5.7( 5.7) (—12.1) (—5.7)
X = —8hilb m = 6897
abgpr & s A
g) i 7 h) = 8
4 = — 2 N e
ag 48 7 (4.8) Z= . (=5) = 8(=9)
t = —336 oy
i) I = =i28 ) _; =0
T
___._r —_ = —_ —_ _Z —i = e —i
—— [=17] = (=1280=n ST
7
r = 896 7 ==
Ejercicio 5.
28 N5 =b3¥="
3] 7‘ 3 b) 3 = g
g& = — 6...3_ == -8 .
y Y (—3)y et (—9)t
24 = —3y —63 = —g¢
—3y _ 24 —9t _ —63
= —3 —9 -9
y &= =8 g =l
: —36 - 321 =
c) = 12 d) Sl =ty
_F?G b = 42p 2%.2 x = (—4)x
—36 = 12p 232 = —dx
12p = —36 —4x = 232
_12p _ —36 —4x _ 232
12 1 —4 —4
n= —3 ¥ ='—58
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e) S = f) o6 = —4.8
—2—;(—5- vy = 36y, _121'52 z = (—48)z
216 = 3.6y —11.52 = —4.8z
36y = 21.6 —48z = —11.52
36y _ 216 —4.82 _ —11.52
6 356 —48 —48
y = 6 z = 24
g 28 = 123 hy 1388 49
—984 ¢ = 123 . ¢ 1358 ;= (—19)r
—9.84 = 123t 1368 = —1.9r
123t = —9.84 —19r = 13.68
123t _ —9.84 —19r — 1368
12.3 123 —-19 —19
t = —.8 r = —72
) = B T i 338 = 157
=386 . — e 53.38 il .
=== . s = (-7 —g 4 (—157) g
—336 = —1s 53.38 = —15.7qg
—7s = —336 —15.7¢ = 53.38
=75 .. —33.:6 —15.7q _ 53.38
=7 =7 —15.7 —15.7
s = 48 qg = —34
Ejercicio 6.
a) 17.9— x = 9.6
179 — x + (—179) = 96 + (—17.9)
=X = —B3
x = 83
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bj —189 — y T4
—18:9 — Wy + 1891 = 74 -+ 189

—y = 263
y == =263
c) 237 —t = —84
23.7 — ¢t + (—237) = —84 + (—23.7)
== A
t = 32.1
d) =Y = = —984
—169 — + + 169 = —9.4 + 169
=i D
r= =175
e) —x + 41 = —87
=x + 44 + [—44) = —87 + (—41)
—x = — 128
x = 128
f) ~qg — 69 = 197
—qg + (—69) + 69 = 197 + 69
—qg = 26.6
g = —266
Ejercicio 7.
a) 55 + 9 = —11
9% + 9l [=9) = =11 + (=9)
5 = —20
X = —20
5 5
x = —4
b) =4y + 2 = —14
Ay 2 i (R = =TaE (=2)
—4y = —16
=y 6
—4 =

y =4
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c) —Da — 5 = —21
—2%3 + (=5) + 5= —21 + 5
—23 = —16

=g EEs—h
=) =)

a =8
d) %—2=—-7

L+(-nt+t2=-7+2

by = —504)
b= —20

e) 47d + 68 = —214
A7d + 68 + (—68) = —214 + (—6.8)

A7d = —282

A0d = =282
47 4.7

d = —6
1) —56f — 29 = —=24.18

—56f + (—29) + 28 —24.18 + 29

—5.6f —21.28

—56f _ —21.28
~5.6 —56

f =38

—74g + 576 = 3629
—74g + 5.76 + (—5.76) = 36.29 + (—5.76)
—74g = 30.53
—-7.4g _ 30.53
-7 ==
g = —43

g

h) M~ g = =14

b o = —14 + T2

~5}

[»=]

7.
h
5.

—eg o8

w

%{—53) = (—638) (—58)

oo

h = 39.44
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i) o 12.7 42
3% + 127 + (—127) = 42 + (—127)
m - —_—
T 85
m — —_—
5 (3.7) (—8.5) (3.7)
m = —3145
jl —78g + 534 = —14.94
—78¢ + 534 + (—534) = —14.94 + (—534)
—78g = —20.28
—78q¢ _ —20.28
—78 —78
g = 26
k) 38——'1,—72 + 68 = —53
38.72 _
= h B8+ [—68) = =53 + (=68
SBI2 _ oy
r
38‘;"2. F= (=121)r
38.72 = —121r
38.72 — 124
—12.1 —12.1
—32 = r
) =35 - 145 = 2
_Sﬁ'TS + (—145) + 145 = 23 + 145
—33.75 _
—e I = 7S
k
Z3375 ¢ = a7k
k
—33.75 = 37.5k
—-33.75 _ 37.5k
375 37.5
-9 =k
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m) 12.78

12.78 _ 476 = —389
n
“_:3 + (—176) + 176 = —389 + 178
1278 _ _
1298 = ~a13
1278 = (—213)n
n
1278"= —213n
12.78 _ —21.3n
213 =213
-6 =n

n) @f—s + 239 = 67
8256 | 539 + (—239) = 67 + (—239)
i
82}56 = 2.0
BESE G = (= A7:2)]
!
8256 = —17.2i
8256 _ —17.2i
72 —17.2
48 = ]
o) 7.8p + 2886 = 0
78p + 2886 + (—2886) = 0 + (—28.86)
78p = —28.86
78p _ —28.86
78 78
p = —37
t — .
- I _a9=0
p) 57

L 4 (—49) + 49 =0 + 49
57

= 49
7

5.
t =
£z (5.7) (4.9) 5.7

t = 2783
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q) 3x — 58 +2 =35
3){—15-}-'2:5
3x — 13 =5

3x + (—13) + 13 = 5 + 13

3x = 18

3 _ 18

3 3

X = 6

r) =682y + 3+ =1

—12y + (—18) + 7 =1
—12y + (—11) = {
12y + (=11 + 11 =1 + 1

~12y = 12
i
=2 =2

Yo ==
s) 7+ af2= Xl = =9
7+ 8+ [—4x) = —9
15 + (—4x) = —9
15 + (—4x) + (—15) = —9 + (—15)
—4x = —24
—4x _ =24
—4 —4
x =6
t) 123 — 51 (t — 2) = 5.16

123 — 5.1f + 102 = 5.16
22,5 — 5t = 518

225 — 514t + (—225) = 516 + (—225)

=5t = —17.34

=5:1 —17.34

— 5.1 —5:1
t = 34
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Ejercicio 8.

al 2y + 7y = 378
9y = 378

o
el
|
24
~~
=
==}
~
Il

—8.4

@
2
Il

‘_84

3t . —84
3 3

t =) 528

c) 6r = 15r + 459

6r + (—15r) = 15r + 459 + (—15r)

—9r = 459
—9r _ 459
=8 —9
r= —51
d) 85v — 17.3v = —58.96
—88v = —5896
—88v _ —58.96
—8.8 —8.8
v = 6.7
e) 23.1x + 252 = 19.5x

23:4x # 252 = [(—195x) = 195x * (=19:5%]

36x + 252 =0

36x + 252 + (—252) = 0 + (—25.2)
36x = —252
36x _ —252
36 386
x = =7
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f) 49z + 4644 + 3.7z

86z + 4644 =

8.6z + 4644 + (—45.44)

8.6z
86z

0

0

0 + (—46.44)
—46.44
—46.44

8.6
z

gl —25.8a + 87.2 =
—25.8a + 872 + 149a =
—108a + 87.2

—1083 + 872 + (—87.2)
—10.9a

—10.93

8.6
—54

—14.9a

—149a + 14.9a
0

0 + (—872)
—87.2

—87.2

—10.9
a

h) 1.7p — 235p — 545
—218p — 545
—21.8p + (—545) + 545

—21.8p _

—109
8

0

0

0 + 545
54.5

54.5

- =218

p
i) 72.8

72.8

14g — 27q
—13qg

—13q
—13

72.8
=13

q —3.6

i —57d + 408

—69d

—21.8

—25

—57d + 69d + 408
12d + 408

12d + 408 + (—408)
12d

12d
1

Il

2
d =

—69d + 69d
0

=0 + (—4038)

—40.8

—3.4
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k) —8k + 5k — 127 = —37.9
—3k — 12.7 = —379
-3k + (—12.7) + 127 = —37.9 + 127
—3k = —252
=3k = =252
=3 =3
k = 84
}) 9.7 — 184 — 23i = —554
74i — 184 = —554
7.4i + (—184) + 184 = —554 + 184
T4l = —371
q4i — =37
T4 7.4
j = "~=5
m) 2315 — 236/ = —109] — 34
23.15 — 23.6] + 10.9j - —10.9] — 34 + 10.8;
2315 — 12.7j = —34
23145 — 127} + (—23.15) = —34 + (—23.15)
—12.7] = —57.15
—12.7) _ —57145
—12.7 —12.7
j =45
n) —538 + 175m = 48m + 224

—538 + 17.5m + (—48m) = 48m + 224 + (—4.8m)
—53.8 + 127m = 224
—538 + 12.7m + 538 = 224 + 538

12.7m = 76.2

12.7m — 76.2

12.7 12.7
m = 6
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0) 3(x —5) + 5(x + 8 — 1

3x — 15 + 5x + 40 — 1
8x + 24

8x + 24 + (—24)

8x

8x
8

X

Pl —6(4 — y) + 2(y + 3) =
—24 + 6y + 2y + 6 —

8y —

8y + (—36) +

q) —23(h — 4) — 586 — 9.8h
—23h + 92 — 586 — 98h
—121h — 494

—12.1h — 49.4 + 5.7h

—6.4h — 494

—6.4h + (—49.4) + 49.4

—6.4h

—6.4h
—6.4

h

rl 360 — u) + 178 — 1260
18 — 36u + 17.8 — 126u
358 — 16.2u

358 — 1620 + (—71u)

358 + (—23.3u)

358 + (—23.3u) + (—358)

—23.3u

I

—23.3u _

=< ol &
I
s

0

0
0
0 + (—24)
—24
—24

8

40
8
5
168 — 57(6 + h)

168 — 342 — 57h
=174 — 5.7h

—174 + (=5.7h) + 5.7h
—17.4
=174 +..494

Tetife = 21 — 1364

7T = 142 = 1364
7Au — 15086

7Au — 15806 + (—71u) .
—150.6

—1560.6 + [—358)
—186.4

—186.4

—23.3
u

—23.3
8

231



s) 4x + 73 = —=5(3x — 1)
4x + 73 = —15x + 35
4x + 73 + 15x = —15x + 35 4+ 15x
19x + 73 = 35
19x + 73 + (—=73) = 35 + (—73)
' 19x = —38
A9x — —38
19 19
x = —2

§) 5i(2a + 3) — 4{3a — B) — i7
18a -+ 15 = 12a -+ 8 — 7 =

—2a + 6 =
=2 + 6 + (=3 =
—3a + 6 =
=52 s GG S i
—3a =
—3d
—3
a =

—Ta + 243 — 9) + 27
—7a + 8a — 18 + 27
a+ 8
a+ 9 + (—a)

2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones.

Ejercicio 9.
a) Ecuacion:
Respuesta.
b) Ecuacion.
Respuesta.
¢) Ecuacion:
Respuesta.
d) Ecuacidn:
Respuesta.
e) Ecuacion:
Respuesta.
f)  Ecuacidn:
Respuesta.
g) Ecuacion;
Respuesta.
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3x + 185 =1—196 Solugién: x = —12.7
El niimero es —12.7.

2x — (—16.7) = 74 Solucion: x = —48
El nimero es —4.8

4x — 178 = —6886 Solucign: x = —12.7
El nGmeroc es — 127

x + 2x¥x — 148 = —325 Solucion: x = —589

El nimero es —5.9

5x + 276 = 3x Solugion: x = —13.8
El nimero es —13.8

x+ x4+ 1 = —143 Solucién: x = —57

Los nimeros son —57 y —56

x + x4+ 2= =72 Solucion: x = —37

Los nimeros son —37y —35.



h)

k]

m)

n)

o))

q)

r)

'S]

t)

)

v)

Ecuacion:

Respuesta:

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta..

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacijon:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion;

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuagcion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

Ecuacion:

Respuesta.

20— 5(p + 2) = —148 Solucién; p = 46
Los nimeros son 46 v 48.

x + x+1+x+2+x+3= —58 Solucion: x = —186

Los' ndmeros son —16, —15, —14 y —18,

n+n+ 2= —90 Solucién: n = —46

Los nimeros son —46 y —44.

3+ 1) —2n = 36 Solucién: n = 33

Los nimeros son 33 y 34.

2(3x + 6) + 2(2x — 5) = 84 Solucion: x = 8.2
El rectangulo mide 30.6 metros de largo y 11.4 metros de ancho.

4x + 38 + 2x — 6.3 + 3x + 51 = 872
Solucién: x = 94

Los lados miden: 41.4 cm, 12,5 cm y 33.3 cm,

3x — 75 + 3x + 46 + x + 126 + 2x + 183 = 2566
Solucién: x = 254 m.
Los lados del terreno miden 68.7 m, 80.8'm, 38 m y 69.1 m.

2(x + 3x) = 59.2 Solucién: x = 7.4
El rectangulo mide 22.2 cm de largo y 7.4 ¢m de ancho.
X + 4x — 28 = 147 Solucion: x = 3§

Uno mide 35° y el otro 112°.

3x — 26 + x = 180. Solucién: x = 51.5
A4A = 1285° y 4B = b5{.5°

x + 2x + 18 = 90 Solucion: x = 24

Un angule mide 24° vy el otro 66°.

Bx = 2400 Solugién; x = 3000
A los 16 afos necesitaba 3 000 calorias.

A25x = 86 Solucion: x = 48

El grupo tiene 48 alumnos.

2x — 24B6.75 = 3'466.15 Solucion: % = 1856.45
Su sueldo antes del aumento era de $ 1856.45.

5x 4+ 8 +.x = 51 Solucidgn: x = 28

Luz Maria tiene 23 afios y Jorge tiene 28 anos.
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CAPITULO SEGUNDO

Los nimeros reales

Raiz cuadrada

1.

Raices cuadradas positivas.

Ejercicio 1.

a) 7 = 49 b) 5 = 25 c) 6% = 36
d 3 =.9 g x = 2 fl a =29
gl bl‘: 10 h) ¢ = 8 i) d = %
il e =4 k) a
Ejercicio 2.
a) 20 b) 30 ) 3
d 3 e) 125 f) 35
g) Vi0.24 = 32 h) V15876 = 126 i) % = _%
Ejercicio 3.
a) V2025 = 45 b) V21 = 11
== |1 ; e el
c) ?ﬁ == d) V0009 = .03
&) V5 =35 fl Vi389 = 37
gl V225 = 1.5 W Er =g
Ejercicio 4.
. ;
a) ’
L 36
45 ; 25 5
Viag = 7 V25 =5 Va6 = 6
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d) f)

e)

V& = 2 |
Ve = 3 V81 = 9
g) h)
100 18 g
64
V100 = 10
v6d = g

Ejercicio 5.
a) (vas)' = a9 b) (va5)° = 25 ¢) (v36): = 36
d) (v3) =9 e) (va) =1 f) (VB1) = 81
g) (vV100) = 100 hy (Va) = a

2. Raices cuadradas negativas.

Ejercicio 6.

a) La raiz cuadrada negativa de 100 es —10, porque [—10)” = 100
b) La raiz cuadrada negativa de 25 es —5 porque (—5)* = 25.

¢) La raiz cuadrada negativa de 16 es —4, porque [—4)2 = 16.

d) La raiz cuadrada negativa de 9 es —3, porque [—3) = 9.

e) La raiz cuadrada negativa de 1 es —1 porque (—1) = 1.

f) La raiz cuadrada negativa de .01 es —.1, porque (—.1) = .01.
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Ejercicio 7.

a) 25 = 5 —V25 = =5
b) v = 3 —-V.09 = -3
¢) V3 = 6 — ¥i.36 = ‘"=
d) V.D08T = 09 —Vv.0081 = —.09
' By R i o el A
e) 64 B 64 B
fl V1225 =35 =\ 12:25 = —35
9 121 _ 11 121 _11
49 i 49 T
il. El Teorema de Pitagoras.
1. El Teorema de Pitagoras.
Ejercicio 1.
a) Area del cuadrado C = 25,
bl Areade M = 625.
c) Areade § = 289
) r = 5
d) Area de F 5
e) AreadeJ = 21.73
Ejercicio 2.
4) Area del cuadradec B = 16.
b) AreadeY = 1349
¢c] Areade G = 343
d) AreadeV = 192
e] Areade K = 45
f) AreadeC = m — n
Ejercicio 3.
b) Areade M = 8 = 64
Areade P = 127 = {44
Areade N = 64 + 144 = 208
c] Areade X = B85 = 7225
AreadeY = 43 = 1849
Areade W = 7225 + 1849 = 9074
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d) Area de H = [le'-}f = &

I
oo —

—| By — 8l
Area de [ [‘1]
AreadeJ = 48 4 81 — 130

e) AreadeX
Area.de L

Area de M = 46.24 + 57.76 = 104

Il
~ ®
oy o

o L]

I
(5 I —N
L)
)
> &

f) Areade O = 85" = 90.25
Area de P = 13.4°® = 17956
Area de N = 9025 + 179.56 = 269.81

Ejercicio 4.
b) Areade R = 43° = 1849

Area de § = 22° = 484

Area de T = 1849 — 484 = 1365
c)] Areade M = 88 = 7744

Area de P = 567 = 3136
Area de 2 = 7744 — 3136 = 4608

d) Areade B = (2y = &
AreadeV = |2 = 9
5 = 55
_ 144 _ 9 _ 135
Areaidell = =55= = pe = 55

e) Area de C = 16.17 = 259.21

Areade A = 57 = 3249

Area de E = 25921 — 3249 = 226.72
Ejercicio 5. .
a) ¢ =& b) ¢ = 13 c) ¢ = 41
d} © = 85 el a =8 fl ‘"6 = 3b
gl b = 63 h) a = 72
Ejercicio 8.
a) ¢ = 85 : b) ¢ = 50 c]l ¢ = 65
d) b = 60 g) a=7 )l a=12
gl a = 13
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2. Problemas
a) La diagonal mide 74 metros.

b) La diagonal PQ mide 50 metros. No se puede calcular la medida de PQ con las
medidas de PS y SQ usando el Teorema de Pitagotas, porque éste sélo se apli-
ca a triangulos rectdngulos,

¢c). El tirante de acero mide 17 metros.
d) El cateto AB mide 12 centimetros.
e] AC mide 14 unidades.

f) La diagonal marcada en rojo mide 13 metros.

Ill. La Raiz Cuadrada de 2.

2. Aproximacion racional del nimero V2.

Ejercicio 1.
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Lose numeros reales




1. Los niimeros irracionales.
Ademas de V2, existen otros nimeros que no son racionales, o sea, que no se pue:
den expresar con una fraceién comin o con un decimal periédico. A este tipo de ni-

meros se les llama nimeros irracionales.

A continuacion trazaremos algunos segmentos cuyas medidas son ndmeros: irra-
cionales:

a) Trazamos un tridngulo rectdngulo cuyos catetos miden 1 unidad cada uno.

Unidad

Ya sabemos que V2 es un numero irracional, porque ne hay ningln racional gue
elevado al cuadrado sea 2.

b) Trazamos ahora un triangulo rectangulo, de modo que un cateto mida V2 y el
otro cateto mida 1.

En este triangulo ocurre que

el area del cuadrado de lado 1 es 17 = 1

el area del cuadrado de lado V2 es (V2) = 2*

el 4rea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es h*
Por el teorema de Pitagoras tenemos que

[ =1+2=3]

La longitud de la hipotenusa es el nimero que elevado al cuadrado da 3. Ese nu-
mero es. la raiz cuadrada de 3, se le simboliza como V3 y es un irracional, parque
no hay ningun racional que elevado al cuadrado sea 3.

= Recuerde gue V'Z es el numero gue elevado al cuadrado es igual a 2.
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Ejercicio 1. Use su compéas para localizar en la escala de abajo un segmento
congruente con la hipotenusa del triangulo anterior. Encuentre una aproximacion ra-
cional, hasta décimos, para V3.

V3 es aproximadamente igual a

El nimero V3 tiene una notacion decimal que, como en todos los irracionales, es
infinita y no periddica.

En el siguiente triangulo rectangulo, la medida de la hipotenusa también es un nu-
mero irracional.

El area del cuadrado de lado 1 es 12 = 1
el drea del cuadrado de lado 2 es 22 = 4
el area del cuadrado de lado x es x* y, por el teorema de Pitagoras, ocurre que

xﬁ=1-+4=5]

x es el numero que elevado al cuadrado da 5. O sea, es la raiz cuadrada de' 5, Se
le-simboliza como V5 'y se sabe que es irracional. porque no hay ningan racional
que elevado al cuadrado sea 5.

Ejercicio 2. Encuentre en la escala de abajo una aproximacién racional, hasta dé-
cimos, para V5.
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V5 es aproximadamente igual a

El nimero ¥5 tiene una notacion decimal que es infinita y no periédica.

A los segmentos cuya medida es un nimero irracional les llamaremos segmentos
irracionales.

En el siguiente triangulo rectangulo encontramos dos segmentos irracionales. Uno
de ellos es la hipotenusa y el otro es el cateto que mide V5.

En este triangulo tenemos que
el area del cuadrado de lado 1 es 1 = 1
el drea del cuadrado de lado V5 es (VB) = 5*

el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es h* y, por el teorema de
Pitagoras;

[P=1+5=8|

La medida de la hipotenusa es el nimero h que elevado al cuadrado da 6. Es de-
Gir, es |a raiz cuadrada de B, Este nlimero es irracional porque no hay ningtn racional
cuyo cuadrado sea 6. Se le simboliza como VG,

* Recluérdese que-vE es el numero gue elevade al cuadrado da &,
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Ejercicio 3. Encuentre en la escala de abajo una aproximacion racional, hasta dé-
cimos, para v 6.

VB es aproximadamente igual a

El' nimero V6 se puede expresar con un decimal infinito no periédico:

Los numeros irracionales son agquellos que se pueden expresar por medio de
decimales infinitos no periodicos.

Sin embargo, los nhimeros irracionales no se encuentran soélo al medir los lados
de un triangulo. Usted conoce, por ejemplo, el nimero irracional = (pi), que se obtie-
ne al comparar la medida de una circunferencia cualquiera con su propio diametro.

Algunas de las aproximaciones racionales para este nimero son las siguientes:

[s1] . [si14] . [34a1] , [B.a415]

[3.4158| | [3.141592] , eto.

El decimal infinito no periédico que se utiliza para nombrar a = es el siguiente:

Nosotros tenemos una recta en la que, de acuerdo con una unidad dada, hemos
marcado segmentos que se asocian ton numeros racionales

-
Ssla

: :

—3 —2 —fli—3= 10

En esta misma recta podemos sefalar segmiéentos gue se asocian c¢on nUumeros

irracionales, '[R_ecuertle que un segmento 'y un nUmMero se asocian cuando, de acuer-

do con cierta unidad, el nimero es la medida del segmento). Por ejemplo, podemos
marcar los segmentos correspondientes a V2, V3 V5 y =

i 1 L
T T T

1 2 3

_....,
nf -

s

|
ny
|
[=
=
-
poms 1|
<3

i
V3

-
3| ==
e

;Recuerda usted como se construyo €l conjunto de los nimeros racionales? Lo que
se hizo entonces fue simplemente crear, para cada racional positivo, su correspon-
diente racional negativo.

Tal como hicimos antes con los nimeros racionales, tomaremos ahora cada nime-
ro irracional positivo para asociarle otro al que |lamaremos su irracional negativo co-
rrespondiente.
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Por ejemplo,

a V32 |e asociaremos el irracional negativo — V2 (léase: “menns raiz cuadrada de
2?\]

a V3 le asociaremos el irracional negativo — V3 (‘menos raiz cuadrada de 3").
a = le asociaremos el irracional negativo —= (“menos pi'), etcétera.

Ahora bien, si tenemos indicado algin nGmerc irracional positivo en una recta,
podemos encontrar su correspondiente negativo utilizando un compas.

Ejemplo. Consideremos el niimero V2.

Con esta abertura del compéas marcamos hacia la |zquierda de 0 el punto corres-
pondiente a — V2

o

Ejercicio 4. Use un compas y marque en la recta de abajo los puntos correspon-
dientes a los nimeros — v3, = VE —VBy —=

Con los irracionales positivos y los irracionales negativos. formamos. un solo
conjunto: el conjunto de los nimeros irracionales.
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2. Los numeros reales.

Hasta este momento conocemos tres conhjuntos de nameros: los naturales, los ra-
cionales y los irracionales, A continuacién dibujaremaos algunos diagramas referentes
a estos conjuntes de numeros, y veremos qué relaciones hay entre ellos. Ademas,
recordaremos algunas de sus propiedades.

Consideraremos primero el conjunto de los nimeros naturales v el cero.

o, 20 % a5 & W & 9 1D i1, 19 3. |

Llamaremos N.a este conjunto. y lo representaremos con el siguiente diagrama:

Hemos aprendido'que los nimeros naturales se usan para contar y que siempre
es posible efectuar adiciones y multiplicaciones con ellos. Esto es, cualquier
adicion e multiplicacion de numeros naturales puede resolverse con nimeros
n_ét_urales. Sin embargo, hay sustracciones y divisiones de numeros naturales que no
tienen solucion en este conjunto. §

A estas alturas, en nuestro estudio, ya sabemos que todo nimero tiene st inverso

aditivo. Podemos entonces formar un conjunto con todos los elementos de N Y sus
inversos aditivos.

{a o Bl o e —o0 ShEa —3“”}

Se dice que este es el conjunto de [os niimeros enteros, y se le acostumbra deno:
tar por Z. Asi tenemos que

z:z{.h -3, -2, —1, 0, 1. 2 1.”}

Un diagrama para este conjunto podria ser el siguiente:

Note usted que N esta incluido en Z porque todo elemento de N pertenece a Z.
Esto es, todo nimero natural es tambien numero entero.
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Este conjunto Z tiene diversas aplicaciones en los estudios matematicos; por eso lo
hacemos notar aqui. Ademas ocurre que con numeros enteres siempre es posible:
efectuar adiciones, multiplicaciones y sustracciones.

Con los nimeros naturales y los niimeros enteros la humanidad ya estaba en po-
sibilidad de resolver todos los problemas que implicaran la idea de contar: Pero no
se podian resolver todos los problemas que implicaran mediciones.

A fin de resolver esta dificuitad se crearon los nlimeros racionales y los nilimeros
irracionales.

El' conjunto @ de los numeros racionales es el conjunto de todos los numeros
que se pueden nombrar por medio de fracciones.

NCcZcQ

(Z es un subconjunto de Q, pues todo nimero entero es también ntmero racional
porque se puede expresar por medio de una fraccion).

Con los elementos de este conjunto @ es posible efectuar cualquier adicion, sus-
traceion, multiplicacion o division y se puede indicar, ademas, el resultade de mu-
chas mediciones. Sin embargo, todavia no es posible resolver cualquier problema
queimplique medicion, pues hay segmentos cuya medida no se puede dar con nin-
glin ndmero racional. '

Segun vimos antes, para resolver problemas- aue implican la medicion de eciertos
segmentos, se tuvo que crear el conjunto de los nimeros irracionales. Si llamamos
I'a este conjunto y formamos un nuevo conjunto con sus elementos y los elemen-
tos de Q, tendremos lo que se Illama el conjunto R de los nameros reales.

Un diagrama para R podria ser el siguiente:

QR HER
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(Note usted que @ es subconjunto de R porque: todo numero racional es nimero
real. I también es subconjunto de R porque todo nﬁme'r'o irracional es nimero real).

(Notese ademds, que Q es ajeno a I porgue no hay ningin numero racional que
sea irracional nl hay nimero irracional que pueda ser racional).

Con los elementos. de este conjunto R, al igual que con los de Q, es posible efec-
tuar cualquier adicion, sustraccion, multiplicacion o division. Y las propiedades que
tienen las operaciones al efectuarse con numeros reales, son las mismas que po-
seen las operaciones con ndmeros racionales, Repasémoslas en el siguiente cuadro.

Propiedades

Conmutativa
Asociativa (a+b)+e=a+b+e)| (@b)c = albe)
Elemento neutro a+0=a a4 = 1
b = 1
A e d
Inversos a (—a) (@b = 0)
Distributiva alh + ¢) = ab + ac

¢ Recuerda usted que el manejo de expresiones algebraicas se hizo de acuerdo con
las: propiedades de las operaciones con racionales? (Eso hicimos: cuando las letras
de una expresion representaban ndmeros racionales).

Ahora bien, zcomo manejaria usted expresiones algebraicas en las que las letras
vepresentaran numeros reales?

En virtud de que las propiedades de las operaciones con reales son las mismas
que las de racionales, podemos manejar expresiones algebraicas donde las letras
representen nameros reales, exactamente en la misma forma que lo hemos hecho
anteriormente al estudiar los nimeros racionales.

Ejemplo. §i a es un ntimero real cualquiera, entonces,

3a +2a —a=(@+2— 1)a= 4|

Ejemplo. Si a y n son numeros, reales con n == 0, entonces,

Tl ‘
fn {1

El conjunto de los nameros reales tiene ademés: una propiedad muy importante,
que no poseen los nimeros racionales, y cuya existencia se puede demostrar. Esta
propiedad consiste en lo siguiente:
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Dado un-segmento unidad, para todo segmento de recta existe un numero
real que es su medida y para todo nimero real existe un segmento cuya medida
es dicho nimero.

Por est €5 que con numeres reales siempre es posible medir cualquier segmento
de recta, pues si la medida no fuera algin racional, tendria que ser, necesariamente,
un irracional.
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Distancia entre dos puntos




1. Definicion de distancia.

;Sabe usted cuél es la distancia que hay entre el "home" y el monticulo del pitcher
en un campo de beisbol?

fa: hase

home

pitcher

Pa base 3a. base

Para determinar esta distancia se traza un segmento, como se ve en la ilustracion
de abajo v luego se mide dicho segmento.

2‘\ “hGl'l'l'l::‘“

Pitcher

Si consideramos el metro como unidad de medida, |la distancia entre el “home" v
el monticulo del pitcher es 19.09

;Cual es la distancia en centimetros que hay entre el punto Py el punto @, dibu-
jados a eontinuacion?
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Para 'saber cual es la distancia entre P y @, trazamos el segmento PQ y lo me-
dimos. '

La distancia entre P'y @ es de 9.5 centimetros.

Esta idea de distancia entre dos puntos es la que manejaremos en nuestro estudio
de matematicas. Para precisarla mejor, daremos la siguiente definicion:

Definicion. La distancia entre dos puntos A y B' es la medida del segmento
cuyos extremos son, precisamente, los puptos Ay B.

Observacion: En virtud de que, dada una unidad, la medida de un segmento, es
siempre un numero real, la distancia entre dos puntos cualesquiera siempre sera
un numero: real.

Ejercicio 1. Considere los puntos dibujados a centinuacion, y tomando como uni-
dad el centimetro, diga usted cual es la distancia entre los dos puntos que se indi-
can en cada inciso.

P
e
A
®
S
o
.T
® A
@
N
®
[ ] &
Q
[
1%
®
B
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a)] L& distancia entre Py @ es. centimetros

b) La distancia entre Ay M es centimetros
¢) La distancia entre. M y N'es centimetros
d) La distancia entre Q y S es centimetros
e) La distancia entre A y B es centimetraos
f)' La distancia entre S y T es centimetras
g) La distancia entre Ry S es centimetros
k) La distancia entre C 'y N es centimetros

Ejercicio 2. Encuentre usted la distancia en milimetros que hay del punto O al
punto A en la siguiente ilustracion, Después marque otros diez puntos cuya distan-
cia al punte O sea la misma que hay entre O yA.

;Quedaron: sobre la circunférencia todos los puntos que usted marca?

Ejercicio 3. Trace usted, en la siguiente figura, los segmentos OA, (_‘E-: 0c, (ﬁ-@f,
OF, 0G, y midalos en milimetros.

;Miden lo: misme todos esos segmentos?
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Esto significa que entre'los puntos A'y O hay la misma distancia que entre B y 0,
entre C'y O, entre D y O, etcétera.

En casos como este se acostumbra decirque todos los puntos A, B, C, D, E, Fy G
son equidistantes del punto O.

Los ejercicios anteriores nos sugieren que una circunferencia es ¢l eonjunto de
todos los puntes gue, de acuerdo con cierta unidad, son equidistantes a un punto da-
do, el cual recibe el nombre de centro. Asi ocurre que todos los radios™que se pueden
trazar en una circunferencia son cangruentes. Esto es, tienen la misma medida:

* Recuerde: usted que se llama radio de una circunferencia al Segmento ciyos extremos son; &l cantro ¥
algln ot puntode la circunferencia,
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2. Coordenadas en una recta.

Para distinguir entre si los puntos de una recta, hemos estado usando letras ma-
yusculas del alfabeto castellano. Ahora vamos a utilizar nuestra idea de distancia
entre 'dos puntos: para ‘nombrar los puntos de una recta por medio de: nlmeros.

Ejemplo.

Entre dos poblados unidos por una carretera recta oourrio un accidente automovi-
listico

Tizaman

Para nombrar el punto en que ocurtio tal accidente se utilizan las marcas de kilo-
metraje que hay en |la carretera. -

TIZAMAN : | SAN PEDRO

La distancia entre Tizaman vy el punto del accidente es de 12 kilometros: Asi gue
podemos indicar claramente la situacion, diciendo que el hecho ocurrid en el ki-
lometro.  12.

Esta forma de nombrar ese |ugar de |a carretera nos permite localizarlo rapida y fa-

cilmente, pues sabemos que la carretera empieza en Tizaman, y sabemos que la
unidad de medida que estamos considerando es ¢l kilometro:

De igual manera podemos nombrar con numeros los puntos de cualquier recta, si
elegimos previamente una unidad v consideramos un punto inicial al cual le asocia-
mos el cero.

E'iemp'ld. Observemos |os puntos A y B de la siguiente recta:

" Jea]
Ix

Marcamos unpunto cualquiera en |a recta y le asociamos el cero,

2
L

254



Ahora, si usamos como unidad el centimetro, medimos la distancia que hay entre:
este punto 0 y el puntolA.

[ ]

Tal distancia es de 3 centimetros. Por tanto, podemos nombrar al punito A con el
namero 3.

Al punto B lo podemos nombrar con el nimero —4 porgue esta & la izquierda
de cero v la distancia que hay entre el v &l punto cero es de'4 unidades.

A

Asl podemos hablar del punto rojo diciendo indistintamente: “el punto A" o bien
“el punto 3" y del punto azul podemos decir que es “el punto B" o que es e| "“pun:
to —4",

Esto se puede indicar simbélicamente asi:

A= (3)

B = (—4)

Al ntmere que usamas para nombrar un punto en una recta (donde se ha marcado
el cero y el uno) se |e denomina coordenada del punto. Por ejemplo las expresiones
anteriores, A = (3) y B = (—4), indican que la coordenada del punto A es el nil
mero 3 ¥ la coordendda del punto B es el nimern —4.

Le recta en |a que se han marcado algunos puntos con sus coordenadas correspon-
dientes recibe el nombre de gje de toordenadas.

= =} =:ih 0 1 2 215
! =

.
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Ejercicio 4. Encuentre la coordenada de cada punto en el siguiente eje de co-
ordenadas. : !

'1__&;'I‘n
7 i i ; i 4 f i i
|
8 A —F 3 b) B8 = ( ) G =N 1)
d D () =) A2 = B e = il
g G =10 ) hy H=1( ) =10 )

Ejercicio 5. Abajo se indican las coordenadas de varios puntos, Marquelos en el
eje de coordenadas siguiente:

0 ]

: .

“'ﬁ
a) M = (—3) bl N = (4 ) @ = (=35)
d P = =(—286) e)] Q= (19) fl R = ()
gl S = (=78] h) 7 = (0) il U= (286)
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3. Distancia entre dos puntos nombrados por sus coordenadas.

En muchas ocasiones usted ha usado una regla para medir distancias entre puntos:
Observe la siguiente ilustracion y conteste la pregunta.

'Si para medir la distancia que hay entre A y B colocamos la regla “de izquierda a

derecha’ y después la tomamos "'de derecha a izquierda', ;obtenemos medidas di-
ferentes?

;Cudl es la distancia que hay entre €| punto R = (—6) y el punto 0 en le siguien-
te eje de coordenadas?

(e 20 St
—
=5
—

-t

L
Li
0

Es claro que |a distancia entre A y O es de 6 unidades; no importa que se mida “de
izquierda a derecha" o "“de derecha a izquierda'.

;Cudl es la distancia que hay entre los puntos. P = (—7) y'Q = [—2) en el si-
guiente eje de coordenadas?

|
L

by et
-

L + 4
T l i I T ]

—

Q
Y 1 | =
-2

La distancia entre P y Q es de 5 unidades y no importa que esta distancia se mida
de "'P'hacia @", 0 de “@ hacia P".

/Qué distancia hay entre los puntos B = (—4) y § = (5), del siguiente eje de
coordenadas?

e
.-

f ! i } +
R S

La distancia entre R y S es de 9 unidades, no importa que se mida de “R hacia
§" o de S hacia R,
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Como puede usted observar, la distancia entre dos puntos siempre se indica con
un numero positivo porque siempre es la medida de un segmento.

A continuacion vamos a estudiar un procedimiento con el que se puede determinar
la distancia que hay entre dos puntos, si se conocen sus respectivas coordenadas.

Empezaremos por denominar ''distancia de un punto al origen’', a aquella distaneia
que hay desde ese punto hasta el punto cuya coordenada es cero.

Ejercicio 6. Indique la distancia al origen, de cada uno de las siguientes pUNtos.

(Si lo desea, puede representarlos en un eje de coordenadas en su cuaderno).

a) A = (5] bl B = (D c) ¢ = (12)
QS D= ] e) £ = (183 HoF=(
g) G = (V2 hl H = () i) = (VB)

Como puede usted observar, en el ejercicio anterior, si la coordenada de un punto
es positiva, entonces la distancia de ese punto al origen esta dada por su misma
coordenada.

Ejercicio 7. Encuentre la distancia al origen de los siguientes puntos. (Si |0 desea
puede representarlos en un eje de coordenadas dibujado en su cuaderno).

a) A = (=5 bl B = (—7) g € = (—12)
4} D = (=7.5) e) E = (—183) HOF = [—155—')
gl G = (—V2) W H = =) ) = (=V5)

En este ejercicio habra usted observado que cuando es negativa la coordenada de
un punto, la distancia de ese punto al origen esta dada por el inverso aditive de su

coordenada.

Sabiendo determinar la distancia de un punto al origen, en un eje de cordenadas,
vesulta facil obtener la distancia entre dos puntos cualesquiera de dicho eje. Obser-
ve usted el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

a) ;Cual es la distancia entre el puntorA = (—=3) y el punto B = (8)?

La distancia de A al origen es 3; la distancia de 8 al origen es 8. La distancia de A
a B |la podemos obtener sumando las distancias de ellos al origen:
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P AN
2 ‘:r
\_
~"

_3+8 =1'1

Lo anterior nos indica que la distancia de A a B es 11 unidades.

b) ;Cual es |a distancia entre el punto M = (8) y el punto N =

La distancia de M al origen es 8, la distancia de N al origen es 3.

o 1 N
L + i S N S S VY |

oo =

La distancia entre M y N es de 5 unidades.
c) ;Cual es |a distancia entre los puntes X

La:distancia.de X al origen es 5, la distancia de Y al origen es 12.

= [(=5)y¥ = (—12)

Y X g 1
s b VS Y S G VO—Y W— t + + 1
s —5

Ne——

= s g

12
9 /
o
=5 =

La 'distancia entre Xy ¥ puede calcularse también restando

fo—5 =

La distapcia entre X y Y es de 7 unidades,
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Ejercicio 8. Calcule la distancia entre los dos puntos nhombrados en cada inciso.

Si tiene alguna duda localice cada par de puntos en un eje de coordenadas. (Las le-
tras representan nlimeros positivos).

a)
b)
c)
d)
e)
f)

q)

h)

m)

n]

o)

q)

r)

C = (—8), D = (15). La distanciaentre Cy D es

Q =.[—2.Ei]. B = (7:45). La distancia entre @y B es

R = (52), W = (—15.8). Ladistancia entre R y W es
= (187.84), V = (—20.47). La distanciaentre T y V es

N = (—15a), R = (43a). La distancia entre N y A es

A = (x), D= (—2=). La distancia entre A y D es

S =1(2a), T = (—5a). La distancia entre S y T es

M = (15), N = (8). La distancia -entre M y N es

o
I

(38.5), K = (12.3). La distahcia entre Ry K es

A = (187.9), B = (1 534.6). La distancia entre A y B €s
K = (2513). L = [59). La distancia entre K y L es

U = (5a), E = (2a). La distancia entre U y E es

N = (x), C = (4.5x). La distancia entre N'y C es

€ = (—3). D = (—25). La distancia entre C'y D es
G =(—45), H = ( —182). La distancia entre G y H'es
E = (—25), F=(—10.4). La distancia entre E y F es

A= (—12.85),P = (—50.43). La distancia:entre A'y P es

T = (—7n), Z=(—2n). La distancia entre T y Z es




Idades




1. Orden entre nimeros reales,

Cuando estudiamos |os nimeros naturales aprendimos a ordenarlos. Es decir, si nos
daban dos nimeros naturales cualesquiera, podiamos irndicar cual era el mayor y,
cudl era el menor. Por ejemplo, considerades los nimeros: 8 y 2 afirmamos sin nin-
gan titubeo que

8 >0
('8 'es mayor gue.2”)
o bien, para decitlo en otra forma; afirmamos que

2 <8

(“2'es menor que. 8")

Si consideramos, como hasta aqui lo hemos hecho, gjes de coordenadas en los que
el 1 esta a la derecha del cero, vemos que &l punto correspondiente a 8 queda a la
derecha del punto correspondiente a 2

Esto mismo ocurre con cualquier par de ndmeros naturales a y b:

Si'b es mayor que a; entonces, en un efe de coordenadas el punto correspon:
diente a by queda a la derecha del punto correspondiente a a.

Para distinguir el orden entre dos numeros reales usaremos un gje de coordena-
das y adoptaremos el mismo criterio que para naturales. Esto es,

Sia y b son dos nimeros reales cualesquiera, de tal modo que en un eje de
coordenadas el punto b queda a la derecha del punto a. entonces b es mayor que
a. (Y, por-consigtiiente podemios decir también gue a'es menor que h).
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Ejemplo.

o 35 BRI e, . T
—— Pt BBl = 85 opbieny  3bi< 86
ajl .
—f:8 i 34 . . .
4 bt = 344 > — 0.8 o blen =68 « J14
: 1 ' '
b)
—1{] ]
t 5 A : Y = o blen, R0 R =
c) =i

Ejercicio 1. Observe el siguiente eje de coordenadas y, usando el criterio discu-
tido, ponga en cada cuadrito el signo < 0 €l signo >, para indicar el orden entre
los numeros qGue se mencionan:

— gy —4 -3 —7 —it 0 i 2 3 4 5
| k] 1 | | | | ] e O ! | |
o ] ] i i | I [ i | T T I
Vi
a)] —1 3.5 f] s —r
b)Y 43 Il =T g) —2 2
€l —i8 1.6 h) 5.3 28
d] — =74 i P i
e] —62 4.6 i) o=

Ejercicio 2. Considerando los puntos marcados en el siguiente eje de coordena:
das, anote en cada cuadrito el signe < o el signo > para indicar el orden entre los
numeros: '

o ] & 1
a) a b d) b d gl d a
bl a d 2ING b h) d b
¢l b 5 fl ¢ d
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Ejercicio 3. Escriba en cada cuadrito el simbolo < o el simbolo > para indicar
el orden entre los numeros.

al — 7 2 hl —372 —31.5
b) 4.5 2.9 i) —204 —20.6
o) —37 —43 e D S o
¢ ] ; J 10 e
g =27 20 k) —= —V6
e) 13.8 —46.7 - ) =Vg 3
f —103 ) ST 8
f) —109 203 m) \/25 5

y o B
g 2 5

Ejercicio 4. Complete usted las oraciones de cada inciso.
a) Siayb son dos nimeros reales positivos y a esta a la izquierda de b, entonces
a' b.

S+
/00
o

b) Si b es un numero real positivo y a es un nimero real negativo, entonces
a b,

Cualguier nimero real positivo es que cualquier
(;mayor o menor?)

nimero: real negativo.

¢] Si bes un numero real positive, entonces b 0,
0 b
i i

Cero es___ que cualguier numero real positivo;
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d) Sia es un numero real negativo, entonces a 0.

4 0

Cero es____ que cualquier nimero real negativo.

e) Siay b sondos niimeros reales negativos y b esta a la derecha de a, entonces
b a

-

f) 'Si sabemos que a, b y ¢ son numeros reales y sabemos que a > by 4 > ¢,
podemaos entonces concluir que a c.

g) Sim,ny psonnuimeros realesy sabemos que m < nyn < p, podemos en-
tonces concluir gue m p. '

En lo que sigue emplearemos expresiones como la siguiente:

3i< b < 7

Esta expresion es una forma abreviada de indicar que 3 < 5 v que 5 < 7. De
esta manera la expresion debe leerse “3 es menor que 5, y 5 es menor que 7",

La expresion —3 > —5 > —8 es la forma abreviada de mdlcar que —3 es ma-
yor.que =S5y que —5 es mayor que —8.

Resulta uatil mostrar en el eje de coordenadas los nimeros que intervienen en una
expresién como las que estamos tratando.

3BT

I
4
1
2
|
&
=3
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m<n<p

Observamos que podemos interpretar la expresion 3 < 5 < 7 diciendo que 5
"estd entre” 3y Ty laexpresion —3 > —5> —8 diciendo que —5 "estd entre"
=3ty =5,

En general, si tenemos que a > b > ¢ podemos decir que b “‘esta entre’ ay ¢ y si
tenemos gue 'm < n < p podemos decir qgue n “esta entre” m y p.

Ejercicio 5. Indique el orden de los tres nimeros dados en cada inciso, anotando-
los en los cuadritos correspondientes.

a) 8 —2,5 b) 35,0 —8
= > < <
c) 3,98 —4 d) 85, 85 85
== > < <
P AR S
e] e e f] 2-5', 4.1, e
3 2 4
< < 2 >

Ejercicio 6. Complete las expresiones anotando en los cuadritos los nimeros
que se seiialan en cada eje de coordenadas.

a) i 7 i
> = estd entre y
b) —¢ = =
< < esta enire y
_ —.03 04
c) i ? |
> > estd entre y
=L 0 1
d) t 1 +
<A =S esta entre y
_3'.'14I15 31418
e) =
< < esta entre y
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2. Desigualdades.
En matematicas, frecuentemente nos vemos en la necesidad de describir y manejar
conjuntos de nameros. Anteriormente hemos aprendido a nombrar y representar al-
gunos de esos canjuntos por medio de ciertos simbolos. Ahora vamos & utilizar tam-
bién nuestra idea de “mayor que” y “menor que” para describir algunos conjuntos
de nlimeros.

Ejemplo. Sabemos que el conjunte de los nimeros reales mayores que 3 esta for-

mado con una infinidad de elementos. Tal conjunto se puede’ describir con la ex-
presian

X >3

Esta expresidn es una desigualdad y en ella la x puede sustituirse por cualquier
ntimero real que sea mayor que 3. Asi, x plede ser el nimero 8 porque 8 > 3

X puede ser 18.7:porque 18.7'73;

x puede ser igual a 23_5 porque 23—5 = 85

X puede sustituirse por234.9 porque 234.9 > 3:
x podria ser 7.2 porque 7.2 > 3:
x podria ser = porque = > 3: etcétera.

Por supuesto que en esta desigualdad la x no puede sustituirse por el 1, porgue
1 no es mayor que 3.

Asimismo,

X nopuede ser — 18 porque —18 no es mayor que 3;

x no debe sustituirse por 2.7 porque 2.7 no es mayor gue 3;
x no debe ser —1.7 porque —1.7 no es mayor que 3;

X no'pedria ser.0.5 porque 0.5 ho es mayor que 3;

x no puede ser 3 porque 3 no-es mayor que 3: etcétera.
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3. Graficas de desigualdades.

En un eje de coordenadas se puede mostrar graficamente el conjunto descrito por la
expresion x > 3. Basta con recordar que cualquier nimero mayor que 3 se localiza
a la derecha del punto 8, en el eje de coordenadas. Asf, la grafica de nuestro conjunto
es la gue mostramos abajo en color rojo.

-

(Esta grafica se prolonga indefinidamente hacia la derecha, pues el conjunto de ni-
meros reales mayores que 3 es infinito).

Ya antes se dijo que el nimero 3 no esta en el conjunto descrito porque 3 no es
mayor que 3. Para hacer notar esto, en el eje de coordenadas, se dibujé una ruedita
en el punto correspondiente al 3.

Ejemplo. El conjunto de nimeros reales que son menores que — 1 se puede descri-
bir con la desigualdad

x < —1

En esta desigualdad la x puede sustituirse por cualquier nimero gque sea menor
que —1. Por ejemplo,

x = — 15 porque — 15 < —1,
x = —17.6 porque —17.6 < —1,
x = —63.2 porgue —63.2 < —1. efcetera.

Pero no puede sustituirse por ningdn nimero que sea igual o mayor que —1. Por
ejemplo;,

x ¥ 0 porque 0 no es menor que —1,
X 7= 1 porgue: 1 po es menor que —1,

x % —1 porgque —1 no es menor que —1, etcétera.

La grafica correspondiente al conjunto de numeros determinados por la expresion
x < —1 es laque se muestra a continuacion en color rojo.

A i —4} = Jis == 0 1 2 3 4 5 6
} i ) i B I8 'y

- —"

La ruedita que vemos en el punto —1 nos indica que el —1 no es elemento de
nuestro conjunto. porque —1 ne es menor gue —i. (Por supuesto que la gréfica
se prolonga indefinidamente hacia la izquierda):
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Ejercicio 7. Considere el conjunto de nimeros reales determinado por la expre-
sion x > —5; haga una grafica de ese conjunto'y luego, en cada inciso, diga'si la
X puede ser o no puede ser el nimero que se indica.

a) x _puede ser el 2 b) x el — 1
c) x el —586 d) x no puede ser el —12
e) x el 0 : fl x el —73
@i — - gl —a7 hl x———— ‘el 53

i) x el —5 iox_ —_el5

Ejercicio 8. Considere el conjunto de ntimeros reales descrito por la expresion
y < 6; haga la grafica gue corresponde a dicho conjunto v escriba en los cuadri-
tos correspondientes el signo = o el signo == para indicar que el nimero dado, en
cada inciso, puede o no puede sustituira la y de |a expresién.

'
1 + t t

=6 =58l =4 =3 —7 — 0 1 2 3 4 5 6 7

al y 83 b) y 17.9 ¢l y 34
d y —6 e) y 12 _ fl y 0
gl ¥y —1t h) y —178 il y 6

Ejercicio 9. Muestre graficamente, en su cuaderno, los conjuntos de nimerso rea-
les que se describen con las desigualdades siguientes:

al x >25 ipertenece 2.5 al conjunto?
b] t > —34 ipertenece: —3.4 al conjunto?
c)] ¥y <0 ipertenece 0 al conjunto?

d) v <—42 spertenece —4.2 al conjunto?
g) d >0 ¢pertenece @ al conjunto?

fl x <4.7 ;pertenece 1.7 al conjunto?

Ejercicio 10. En cada inciso tenemos la gréafica de un conjunto de nimeros reales.
Describa cada uno de esos conjuntos por medio de una desigualdad. tal como se
hace'en a).

a] + t Sy 4 ) i I = X > —2
S4N=gs =2 S0 E e :
b) R — 4
e = =] ] 1 2 3 4 5 ieq
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e) e Cr—y f . ' = —
—5 —4 —3 —2'—1 0 1 2 3 4,

En ocasiones se habla de conjuntos de nimeros como el siguiente: 'Los numeros
reales mayores o iguales a 2.

Este conjunto se puede describir brevemente con la siguiente desigualdad:

5

i

X
('x es un nimero mayor o igual que 2")
En esta expresion la x puede sustituirse porel nimero 5, o pbr el ndémero 3, o por

17.4, o bien, por 3.8, 0 por r, etcétera, Pero, ademas, también puede sustituirse por
el nimero 2.

E| conjunto del cual estamos hablando puede representarse graficamente de la si-
guiente manera:

(Observe usted que, como el numero 2 también pertenece al conjunto, en el dir
bujo se ha coloreado el punto correspondiente al 2).

Conjuntos de puntos como €ste reciben el nombre de semirrectas o rayos.

Ejemplo. La expresion

m=9

¢s una desigualdad que describe brevemente al “conjunta de numeros reales meno-
res o iguales que 9"

La gréfica correspondiente a este conjunto es el rayo que-dibujamos a continuacion:

—a —2 —p g s g E R gl g gl L

Como el punto 9 también pertenece a la grafica, en el dibujo aparece coloreado.

Ejercicio 11, En una hoja de papel milimétrico dibuje las graficas de los siguien-
tes conjuntos. Diga cuales son rayos y cuadles no.

[IV
=
na

-3 bl g > —25 o) s

1A\

al) p
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d r < 68 el =73 fl v=20

gl a= V2

IIA

Tamblén hay otros conjuntos de nlimeros que se pueden describir con expresiones
como

La expresion anterior describe al “conjunto: de nimeros que son mayores que —2
y menores que 5. Es decir, aqui la x puede sustituirse por cualquier nimero gue
“esté entre —2 y 5. Por ejemplo,

x puede ser 4.3 porque 4.3 “esta entre —2y 5'";

x puede ser —1 porque —1 ‘‘esta entre —2y 5"

x puede ser 0 porgue 0 “esta entre —2 y 5" etcétera.

Pero x no puede sustituirse por algin nimero que ne esté entre —2 y 5, Por
ejemplo,

X no puede ser —3 porgue —3 ‘“‘no estd entre —2 y 5"
X no puede ser —2.7 porque —2.7 “no estd entre —2 y 5"
X no puede'ser 5.8 porque 5.8 '‘no esta entre —2 y 5"

x no puede ser —2 porque —2 ‘‘no esta entre —2 y 5"
X no puede ser 5 porque -5 “no estd entre —2 y 5"

La gréfica correspondiente a este conjunto de ndmeros es la siguiente:

+ 4 = P e ————
—A =385 == 0 1 2

La raya de color representa a todos los nimeros reales que son mayores que —2 Y
menores: gue 5; es decir, todos aquellos ndmeros que estan entre —2 y 5. Como
se hizo anteriormente, las rueditas que se dibujan en —2 y 5 indican que tanto
—2 como 5 no pertenecen al conjunto.

Si deseamos incluir en nuestro conjunte los nimeros —2 y 5, la expresion que
debemos utilizar es la siguiente:

—2=x=5

[x es un numero real mayor o igual qie —2y menor o igual que 5).

Y la grafica del conjunto serd la siguiente:
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(En virtud de'que —2 y 5 también pertenecen al conjunto, en la grafica aparecen
coloreados los puntos —2 y 5).

Como puede usted observar, este conjunto de puntos es un segmento cuyos €x-
tremos son el —2 yel 5.

Ejemplo. Con la expresion

12>y >0

se deseribe al “conjunto de numeros que estan entre 12 y 0"; es decir, aquellos nu-
meros gue son menores que 12, pero mayores que 0.

La grafica que corresponde a este conjunto es la siguiente:

FOmEH +

T 5ha-2 01 2 3.4

e e -
B

I o —————
6 7.8 9101112131415~

U

Si se desea incluir en el conjunto a los ndmeros 0 y 12, la expresion que debe
utilizarse es la siguiente:

0

[V

12

%

X

Asi, la grafica correspondiente al conjunto seria el segmento siguiente:

T S432-101 2345678 91011121314

(Como 12 y 0 también pertenecen al conjunto, ellos son los extremos del segmento
y en la gréafica aparecen coloreados)-

Ejercicio 12. Dibuje en su cuaderno las gréficas de los siguientes conjuntos. Diga
cuales son segmentos Yy cuéles no,

@) =5 < W <6 bl 2=F=7F
gl =6 = W = =i d 0<y<A45
g) —45< s <0 £l VI =a=n

Ejercicio 13. En cada inciso llene los cuadritos de tal manera que las expresio-
nes resultantes describan a los conjuntos de puntos que se muestran.

i + t @ + + + \ 3 - == —
a) =3 -2 =4 0 { 2 3 2 =48 =
3w S T T e S e o = s

— + =l T
c) 18 =10 =5 0 5 10 15 = RS



d)

e)

f)

g)

h)

1)

=30 20

2

60 —50 —40

—'VTE

: —10
=30  —20 =10

TROPOS-

S B Al X0 8K B R

,—4 —3

ATMOSEERA

B L A WA

-2

Usted sabe que la masa gaseosa que
rodea nuestro planeta recibe el nombre
de atmoésfera y sabe que estd dividida
en varias regiones. En el esquema se
puede ver cudles son esas regiones.
(Las distancias se dan en kilometros y
se miden a partir del nivel del mar).

Ejercicio 14, Observe el esquema y
complete las siguientes oraciones.

a) La Troposfera se localiza a una
distancia entre y kildmetraos:
del nivel del mar.

Si llamamos: t a la distancia de un
punto cualquiera de esta region al
nivel del mar, tendremos entonces que

< s <
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b) La estratdsfera esta situada entre V. km arriba del nivel del mar. Si
e es la distancia de un punto cualquiera de esta region al nivel del mar, entonces,

< <
¢) La iondsfera estd comprendida entre el kilometro y el kilémetro SO~

bre gl nivel del mar. Si'llamamos i.a la distancia de un punto cualgquiera de la ionds-
fera al nivel del mar, tendremos entonces que

< <

d) La exosfera se sitlia mas alla del kilémetro sobre el mivel ‘del mar. La:
distancia £ de un punto cualguiera de: laiexdsfera al nivel del mar, se puede escribir
asi:

>

La parte sdlida de la Tierra se considera dividida en las regiones gue se muestran
en el esquema siguiente. (Las distancias se miden del nivel del mar hacia abajo; por
eso se indican con numeros pegativos).:

Corteza |
{entre Oy — 35 km)

anto _
[entre —35y —2800 kn)

Zona externa del nueleo
fentre — 2900y — 5000 Km)

Zona interia del niicleo
(entre-— 5000y — 6400 km)

Ejercicio 15. Vea ¢l esguema'y complete las siguientes expresiones

a) Sic es ladistancia de un punto cualquiera de |a corteza al nivel del mar, enton-
ces sabemos que

= el L

b] 'Si con la letra m designamos la distancia que hay entre un punto cualquiera
del manto'y el nivel del mar, entonces se cumple gue

< o
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c)

d)

Si 11 es la distancia que hay entre un pupto cualquiera de la zona externa del

nucleo y el nivel del mar, entonces n cumple la condicion de que
= <

La distancia del nivel del mar a un punto cualquiera de la zona interna del ng-
cleo es x. Entonces, x cumple con la condicion de que

< <

distancia minima

.distancia maxima

En nuestro Sistema Solar, la distancia
de un planeta al Sol sufre variaciones de
acuerdo con laiérbita que recorre tal pla-
neta.-En la tabla de abajo se indican las
distancias maximas vy minimas de algu-
nos planetas al Sol. (La unidad de:medida

arbita del planeta €S e-l k"'-om'*?tro_]-

Planeta Distancia méxima Distancia minima
al Sol al Sol

Mercurio 70 000000 46 000 000

Venus 108400000 106900000

La Tierra 152000000 149 500 00O

Marte 248 000000 206 000000

Ei‘érc‘ici_o_ 16. Observe la tabla vy complete las siguientes oraciones.

a)

b)

Si denotamos con m la distancia de Mercurio al Sol, en cualquier punto de su
orbita, tendremos entonces que

lIA
3
Il

Si v.es la distancia de Vepus al Sol, en cualquier momento de su traslacion
alrededor del astro rey, entonces v cumple con la condicion de gue:

lIA
I\
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¢) Sit es la distancia de la Tierra al Sol en cualquier momento del afo, esta dis-
tancia se-puede describir asi:

d) Si M es la distancia de: Marte al Sol en cualquier momento, entonces esta dis-
tancia puede describirse con la expresion siguiente:

Los elementos quimicos que forman los cuerpos se pueden presentar en 3 esta-
dos diferentes de acuerda con su temperatura: el estado sélido, el estado liquido y
el estado gaseoso.

Un cuerpo sélido, al adquirir cierta temperatura (a la cual se le llama temperatura
de fusién) pasa al estado liquido. Un cuerpo en estado liquido, al adquirir cierta tem-
peratura (llamada temperatura de ebullicion) pasa al estado gaseoso, En |a siguiente
tabla se anotan las temperaturas de fusion y de ebullicion de algunos elementos.
(La unidad de medida es el grado centigrado).

Elemento Temperatura de Temperatura de
Fusion Ebullicion
Oro 1063 2 600
Plata 960.5 1950
Mercurio — 389 357
Bromo =2 59
Hidrageno — 2591 — 253
Oxigeno —218.8 — 183

Ejercicioc 17.

a) Si llamamos t a cualquier temperatura que pueda tener el oro en estado ga-

seoso, sabemos entonces que

b) Si denotamos con m la temperatura de un cuerpo formado con bromo en es-

=

tado solido, entonces tendremos que
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Observe la tabla y complete las oraciones siguientes.




c)

d)

e)

f

g)

h).

Si r es la temperatura de un cuerpo formado de mercurio, y ademas sabemos
que 59° < r < 350, enionces ese cuerpo se encuentra en estado

Si:s es la temperatura de un cuerpo formado con hidrégeno 'y sabemos que
s < —259.1°, entonces tal cuerpo se encuentra en estado

Si x es la temperatura de un cuerpo formado con plata y sabemos que
110637 < x < 16007, entonces dicho cuerpo esta en estado

Si y es la temperatura que tiene un cuerpo formade con oxigeno liquido, en-
tonces y cumple con la condicion de que

< <

Si un cuerpo esta formado con hidrégeno en estado liquido y tiene una tempe-
ratura w, entonces -esa temperatura w esta entre v grados y, por lo
tanto,

< <

La temperatura de un cuerpo formado con bromo esta entre —7.2° y 59°. Por
lo tanto, dicho cuerpo se encuentra en estado

La temperatura z de un cuerpo formado can hidrogeno liquido se puede des-
cribir asi:
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Coordenadas en el plano




1. coordenadas en el plano

Usted ha usado los niimeros para hacer operaciones'y también para expresar resul-
tados de mediciones. Ademas, los ha empleado para localizar puntos en una recta.
Ahora los utilizaremos también para localizar puntos en un plano.

La idea de utilizar nimeros para describir la posicion de los puntos de un plano
existia desde tiempos muy remotos: pero fue hasta el siglo XVIl que Rene Des-
cartes; eminente  matematico francés, aplica sistematicamente este método.

A continuacion veremos como localizar puntos en un plano, siguiendo el método
de Descartes.

Consideremos en un plano dos ejes de coordenadas perpendiculares entre si, co-
mo se ilustra a continuacion.

4 Eje de las ordenadas

Ejelde |as

| ahscisas,
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Se acostumbra tomar como punto de interseccion de esos dos ejes su punto cero,

y distinguirlos nombréndolos como se hace en la ilustracion.
Observe que en los dos ejes los segmentos unidad son congruentes.

Con esto ya podemos describir la posicion de cualquier punto del plano por medio
de: dos numeros. Por ejemplo, consideremos el punto P en [a siguiente figura.

4

Si trazames, desde el punto P, segmentos perpendiculares a los ejes de coorde-
nadas, como se ve en la ilustracion,

A A
3t e -
A
/i Ny

21 el ot [_,/ S|
/| A
/ / I /,/ i
1F | 1 |
/| |
/ | |

4 ; + - + + T

0 1 2 - 1 & 3

enpontramos- que unc de esos segmentos interseca al eje de las abscisas en el pun:-
to 2y el otro interseca al eje de ordenadas en el punto 3. Con estos dos nlmeros
(2, 3) pedemos indicar la posicion del punto P en el plano. Simplemente decimos que
el punto P tiene la abscisa 2 y la ordenada 3, o bien, que tiene las coordenédas [2 3)
y escribimos .

Pi={(2/:3])

Observe usted que las coordenadas se indican en orden. Primero mencionamos |a
abscisa vy después laordenada. Se conviene en hacer esto para evitar posibles con-
tusiones. -
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Cuando se tiene un plano con dos ejes de coordenadas como los que ilustramos
antes, se dice que en el plane hay un sistema de coordenadas.

Ejercicio 1. Indique las coordenadas de los puntos marcados en la siguiente ilus:
tracion. Observe los incisos resueltos.

1a
U
I 1 I f
| | |
f Ag-——12-—-gN [
s ‘ e o et <0
I A
=50 =5 = 0 t 2 s 4 5
i | J I 1 |
I : ple——r 0l
| ] | i
I J | |
fom o el
; I
Gér— = — = mfege = — —
H T=—=4
a) M = (2, 1) Bl N=( ) & 0= )
d)l P = [ ] el @ = ( ) fil A= (-1, 2)
g B = [ ) h) € = ( ) iy D =( )
) E= (=1, —1) Kk F=1( ) ' N 6=10 )
ml R = (2, —1) n S = ) o] T = [ ]

Observe usted que son diferentes los puntos M = (2, 1)y N = (1, 2), los puntos
F=1(-8 —2]yG = (=2, —3),lospuntos B = (2, —1)y A = (—1, 2], etc.

En general, el punto gue tiene las coordenadas (4. b) es diferente del punto [k, a)-
De ahi la importancia que tiene el dar las coordenadas siempre en orden:

De todos los puntos de un plano hay algunos que estan precisamente en los ejes
de coordenadas. Por ejemplo veamos los siguientes:
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;Cudl es la ordenada de todos los puntos marcados en color rojo? Todos ellos es-
tan en la perpendicular gue interseca al eje de ordenadas en el punto cero. Por lo
tanto, su ordenada es cero. Esto es,

A= 1(2 0
— 5

B =100

C = (40

D= (—1,0)

E = (—3.0)

;Cual es [a abscisa de todos los puntos marcados en color azul?

Su abscisa es cero porque estan en la perpendicular que interseca al eje de abs-

cisas en el punto cero.
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Esto es;

3T
ol
s'h
Fi= [0. 2] : ::
1':‘. -
G = (0, 25)
=7 —i' =5 ‘-2 2 3 A
H 0 =3
=10 =2
—9 |

El punto de interseccion de los dos ejes de coordenadas recibe el nombre de ori-
gen y se considera gue sus coordenadas son (0, 0).

Con este procedimiento podemas asignar a cada punto de un plano una pareja de
nimeros gue es Unica,

Veamos ahora el problema inverso: Conociendo las coordenadas: de un punto, en-
contraremos ese punto en un plano en el que se tenga un sistema de coordenadas.

Ejemplo.

Localicemos el punto M

(3, 2) en un plano como el que se ilustra.

A

Solucion. Como ¢l punto M tiene abscisa 3 y ordenada 2, trazamos segmentos per-
pendiculares a los ejes, como se ve en los dibujos siglientes.
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1 f
f /
//
Pt //
A
i I T T

Perpendicular que interseca al eje de

las abscisas én el punto 3.

Perpendicular gue interseca al eje de
las ordenadas en el punto 2.

Nuestro punto M = (3, 2) estd en la interseccion de estos dos segmentos.

M = (3,2

Ejemple. Localicemos en un plano coordenado el punto B = (—2.5, —3)

Solucion. Procedemos como en el ejemplo anterior.

[
3 =2 —1 -
' ' R 4 0 i 0
. |
/ |
7/ kL |
/ / -
___2 ] -~ o
"/ﬁ é
—3 /‘/ == =
Abscisa —25 Ordenada —3
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El punto: A tiene las
coordenadas [—2.5, —3)

Ejercicio 2. En una hoja de papel milimétrico, trace un sistema de coordenadas
tomando como unidad el centimetro y localice los siguientes puntos.

R = (2, 4) S = (3, 2) T = (=1 —3) Q = (4,—3)
A= ( 152 ) B =[( 223 £ = [ 0:37)

D= (—1,25) E =231 ] F= (=120 )

@i ={=.57 =11 H = ( 0,—2:6) == 3;= .8'}.
J=1( 286 —2) K= ( 150 ) L=1( 4— 8)

En vista de que los puntos de un plano pueden localizarse por medio de parejas
de numeros, se acostumbra también nombrar a un punto ‘dado por medio de sus
‘coordenadas. Asi por ejemplo, si tenemos el punto P = (3, 2); podemos hablar in-
distintamente del punio P o del punto (3, 2).

Ejercicio 3. Analice cada situacion y conteste lo que se pregunta.
a) El punto R tiene las coordenadas (5, 4).
;Cuéntas unidades hay desde el punto R hasta el eje de las ordenadas?

b) En este cuadrado, B = (3, 3). ;Cuales son las coordenadas de A, C, y 07

A

A
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En este cuadrado, el punto A tiene coor-
denadas (—4, 0). ;Cuiles son las co-
ordenadas de B, C y D?

En este rectangulo A = (7, 0) y
C = (0, 3), ;Cuantas unidades mide de
base y cugntas de altura?

;Cual es su area?

El triangulo A B O es is6sceles.

;Cusles son las coordenadas de B?

En este recténgulo, las coordenadas de
B son (—6, —2.5). ;Cuél es su drea?

¢Cuéles son las coordenadas de los pun-
‘tos By D en este cuadrado?

¢Cual es el 4rea de esta figura geoms-
“trica?
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En este rectangulo A = (3, 5)y
B = (=3, 5).SiC = (—3., —5), iCual
es el area de dicho rectdngulo?

Esta circunferencia, con centro en el
origen, tiene un radio de 23 unidades.
¢Cuales son las coordenadas de los
puntos M, N, P, y Q7

En este cuadrado A = (1, 0) y
B = 17,0

¢Cudles son las coordenadas de C'y D?

" ¢Cudl es el area del cuadrado?

En este cuadrado A = (0, 3) y
D = (0 7,

;Cuales son las coordenadas de B y C?

;Cual es el area del cuadrado?



A

4Cual es el area del tridngulo A B C?

¢Cual es la distancia del punto S al ori-
gen? [Sugere cia: Observe la figura,

¢recuerda usted el teorema de Pitago-

ras?).

Esta circunferencia tiene su centro en el
origen ¥ M es un punto de ella.

(Cuantas unidades mide su radio?

En este rombo, E = (2, 3).

.__60u3195 son. Ias coordenadas de A S C'

'.AC? (Sugerenc:a E es el pum‘.o medm.

del segmento DB'y del segmento AC).
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El triangulo A B C es isosceles.

Si A = (4, 0), ;Cuales son las coorde-
nadas de €2 Si'B = (0, 3),

;Cusl es el area del triangulo?

;Cuanto mide el lado AB?

Ejercicio 4.

a) Observe los vértices del triangulo ABC ilustrado abajo. En |a misma ilustra-
cion trace otro triangulo A" B’ C’ cuyos vértices tengan la misma abscisa que los pun-
tos A, B, C y que de ordenada tengan el inverso aditivo de las ordenadas de A, B y
C. (Vea los puntos C y C').

b} Im_ag'irle que dobla la hoja de papel por el eje de las abscisas. (O realice el
doblez efectivamente). ;Qué pasa con los puntos A, B, C del triangulo dado y los
puntos A, B’. C' del nuevo tridngulo? ;Como quedan los lados de [os dos triangulos?

Cuando ocurre esto se dice gue los dos triangulos son simétricos con respecto al
eje de las abscisas.
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Ejercicio 5.

a) Encuentre los vértices del triangulo M' N’ P, de modo que sus ordenadas sean
las mismas que tienen los puntos M, N y P. Y sus abscisas sean el inverso aditivo
de las abscisas de M, N y P. Trace el triangulo M' N P".

{}—=2, 5

P= (=1 —8)

b) Doble usted la hoja por el eje de las ordenadas. ;Qué pasa con los puntos M,
N, Py los puntos M' N' P'? {Cémo guedan los lados de los dos triangulos?

En este caso; los dos triangulos son simétricos con respecto al eje de las orde-

nadas.

Ejercicio 6. Observe el siguiente cuadrilatero P Q R S.

P = ( 5 5)
Q = (46, 3)
AR =1 8 5
S = (2, 2

a) Trace el cuadrilatero que es simétrico a PQ RS, con respecto al eje de las
abscisas,

b) Compare las coordenadas de los puntos P, Q, Ry S con las coordenadas de los
vértices del cuadrildtero simétrico que usted trazo.
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Las abscisas son
Las ordenadas son

¢) Trace el cuadrilatero gue es simétrico a P @ R S, con respecto al eje de las.
ordenadas.

d) Compare las coordenadas de los puntos P, @, Ry S con las coordenadas de
los vértices del cuadrilatero simétrico que usted trazo.

Las abscisas son

Las ordenadas: son
En nuestro estudio hemos aprendido a representar los nameros en diversas for-
mas. Una de estas formas ha consistido en emplear las letras como simbolos que

_ representan numeros,
En un plano con un sistema de coordenadas también se acostumbra utilizar letras

para denotar puntos, y se emplea la expresion (x, y) para representar a ‘cualquier
punto del plano.

Ejemplo.

a] Laexpresion (x, y) representa al punto (5, 3) cuando x = 5yy = 3.

b) La expresion (x, y) representa al punto [—7, —2) cuando x = —7y
Y =e

¢) Six = 85yy = —2, entonces el punto (x, y) es el punto (8.5, —2)

d) (x, y) = (=83, 4)six = —3yy = 4

Ejercicio 7. Trace un sistema de coordenadas en una hoja de papel milimétrico
y localice el punto (x, y) para los valores de xy y. que se indican en cada inciso.

al x =2, y=7 b} x = 385 y= —45
e) x =0, y= —72 d x = —46, y = —64
8] x =3y =10 fl x= 0 y = 0

g4l x =5 vy = x hl x = v, y = —3

En ocasiones se pide que ias coordenadas de un punto satisfagan alguna condi-
cién. Por ejemplo, veamos el siguiente problema.

Problema. Si sabemos gque las ordenadas de los puntos A, B, €, Dson el doble de
las abscisas, jcuales son las coordenadas de dichos puntos?

A = (3 ) B =508 ) C = (3.6, D = (0, )
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Resolucion.

La abscisa del punto A es 3. El doble'es'3 X 2 = 6. Por lo tanto, las coordenadas
de A son (3, B ).

El doble de —5es(—5) X 2 = —10. Por lo tanto, B = (=5, —10J.
El doble de 36 es 36 X 2 = 7.2. Por lo tanto, C = (3.6, 7.2).
El doble'de 0 es D X 2 = 0. Por lotanto, & = (0, 0 ).

Problema. En los siguientes puntos £, F, G y M. la ordenada es una unidad mayor
que la abscisa. Indigue las coordenadas de dichos puntos.

B =2 ) o =i(=5; 48 ) G =2 ) H = (28, )
Resolucion.

Como 2 + 1 = 3, tenemos que |a ordenada del punto £ es 3. Por consiguiente,
E =(2; 8.

Para F tenemos que —5 -+ 4 = —4. Entonces, F = (—5, —4).
En G ocurre que .3 + 1 = 1.3.Poreso G = (3, 13 ).

Como 26 + 1 = 3.6, tenemos que 't '= (26, 3.6 ).

Ejercicio 8 Encuentre las coordenadas de los siguientes puntos, de acuerdo Con
la regla que se indica en cada inciso.

Localice en un piano coordenado esos puntos.

a)] P =1 7, ) La ordenada es igual 2 la abscisa.

b) @ = (=3, ). La ordenada es el inverso aditivo de la abscisa.

¢l R = (—4 ). La ordenada es el inverso multiplicative de la abscisa.
d) S8 = (28 ). La ordenada es el triple de |a abscisa.

€) T = (=62 ). La ordenada es la mitad de |la abscisa.

f) U = (—2, ). la ardenada es el cuadrado de la abscisa.

gl V = (T, ). La ordenada se obtiene multiplicando la abscisa por 2 v res-
tando después 5.

W = [—1, ). La ordenada se obtiene multiplicando la abscisa por 3 v
elevando al cuadrade ese resultado:
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A fin de abreviar se acostumbra indicar con una expresion algebraica la regla pa-
ra encontrar la ordenada de un punto cuando se conoce su abscisa. Por ejemplo,
en el inciso g), del ejercicio anterior, si consideramos que x es la abscisa, entonces
la regla para obtener la ordenada es 2x —5.

En el inciso b), si consideramos que x es la abscisa, entonces la ordenada es —x.

Ejercicio 9. Indigue ¢on'una expresion algebraica las reglas para encontrar la or-
denada en los incisesia), ¢), d), e], B} y h) del ejercicio-anterior,

Ejercicio 10. Encuentre las coordenadas de los siguientes puntos, como se hace
en a). Observe bien cual es la regla para obtener la ordenada.

al] A = (x x).8ix = 3 entohces A = (3, 9)

(Aqui la ordenada es x* y como x = 3, tenemos que ¥ = 3* = 9, En consecuen-
cia, las coordenadas del punto A son (3, 9) ).

b) B = (x, —2x), Six = 4, entoncesB =( , ]
e) C = [x, %], Six = 2, entonces C =1( , )
d D = (x, —x) Si x = —69,entonces D = [, )
e) £ =(x,3x + 5).8ix = 2, entonces £ = ( , )
1l F = (x, 4x3. Six = —;—, entonces F = (., )

Ejercicio 11,

a) Encuentre las coordenadas de los puntes (x, —2x), para los valores de x que
se indican, | '

1 %= =82A =(.)
2) x = =2, B =1[.)
3 x= -1, C=10(,)
4] x= 0;,D=10(0,)
5 x= 1; E=1(.)
B) X = 2 F=1,]
7) x= BHhG=L(,)

b) Localice en un plano con un sistema de coordenadas los puntos anteriores.
¢) Escoja dos cualesquiera de estos puntos y trace una recta que pase por ellos.

d) ;Los otros puntos quedan en la misma recta?
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Ejercicio 12.

a) Encuentre las coordenadas de los puntos (x, 2x —6), para los valores de x que

se indican.
0w = —2 A= 5 3
2 x= -1, B=[ , )
3 x = 0; Cc=(, )
4Y =l S D =S
5) x = 2, E=( , )
8) = 8 TE= )
7 ox = 45 G@=[0 ;)

b) Localice en un plano con un sistema de coordenadas los puntos anteriores.
c) Escoja-. dos cualesquiera de esos puntos y trace una recta'que pase por ellos:
d) ;Los otros puntos quedan en la recta trazada?

Esta forma de localizar puntos en un plano puede utilizarse para ilustrar algunas
situaciones y hacer mas facilmente el analisis de ellas. Por ejemplo, ilustremos los
posibles resultados en un juego de dados.

Si se considera cada tirada como una pareja de nimeros en cierto orden, podemos
representarla por medio de un punto en un plane cartesiano.

Tomemos primero el nimero de puntos que indique el dado rojo (éste serd la
abscisa) y después el nimero que sefale el dado azul. (Este sera la ordenada). De
esta manera, la tirada (3, 6) que ilustramos antes, quedara representada con el punto
A en el siguiente plano coordenado.
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Ejercicio 13. Marque usted en el plana los puntos que ilustren todos los resulta-
dos posibles en las tiradas de dados. (Sugerencia: Suponga que durante 6 jugadas el
dado rojo cae en f y el azul cae en 1,2, 3. 4 5 y 6. Asi se formaran las parejas
(1, 12, (4, 2), (1, 3), (1. 4), (4. 5)y [.'. 6). Ahora suponga que el dado rojo cae en 2.
Las parejas posibles seran (2, 1), (2, 2),(2, 3).ete)

a) ¢Cuantos puntos marco en el plano cartesiano?

;Cuantos son los posibles resultados en las jugadas de dados?

bl En su plano pinte de rojo los puntos caorrespondientes a las tiradas que suman
7; de azul los que suman 6, de verde los que suman 5, de amarillo los que suman 4,
de anaranjado los que suman 3, y' de morado los que suman 2.

] Si usted quisiera ganar en el juego de dados, ja qué mimero. le apostaria?

¢Porqué? ;A qué numerao no le apostaria? ;Por que?

d} ;Sile dieran a escoger entre el 3 y el 5, ja cual le apostaria? ;Por qué?
e) Si le dieran a escoger entre el 4 y el 8 para hacer una apuesta ;cual esco-

geria usted? Pinte con algin color los puntos cuyas coordenadas suman 8. ;Esta
usted conforme con su eleccion?

f)  Sile.dieran a escoger entre el 6 y el 8, jcual escogeria usted? ;Por que?

Mas adelante estudiaremos algunos fendmenos y situaciones que se pueden ana-
lizar més. facilmente representandolos por medio de puntos en un plano.
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Gréiicas




1. Las graficas como un recurso para analizar y estudiar fenomenos y situaciones.

A la mayoria de las personas les resulta mucho més facil obtener informacion de
dibujos o representaciones graficas. que de expresiones a base de nimeras.

Por eso la presentacion de ciertos datos se hace precisamente en forma gré'f'ica-._

En esta seccion estudiaremos graficas y aprenderemos a interpretarlas adecuada-
mente para obtener la mayor informacién posible de ellas.

_Empecemos nuestro estudio mediante la siguiente tabla, en la cual aparecen algu-
nos estados y las dreas de sus respectivos territorios.

Coahuila 151.571
Yucatan 43.379
Tabasco 24,661
Chihuahua 247.087
Tlaxcala 3.914
Veracriz 72.815

Si deseamos comparar las dreas de los estados que se mencionan, podriamos ha-
cerlo directamente en la tabla, Sin embargo, esta comparacion puede hacerse mas
facilmente por medio de una grafica como la siguiente:

250

200

miles de Km?

o
.

e

Coshuila Yucatan  Tabasco Chihdahua Tlaxcala Veracruz

(Graficas como ésta reciben el nombre de graficas de barras).
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Ejercicio 1. Observe la grafica anterior y complete las siguientes expresiones.
a) El estado que tiene la mayor areaes
b) El estado que tiene la menor érea es

¢) Siordenamos de menor a mayor estos seis estados, de acuerdo con su area,
la lista quedara asi:

o

Yucatan

GENLEAS SIS fa

Observemos ahora la siguiente tabla, en la cual se anotan las distancias medias
de algunos planetas al sol. Estas distancias se han medido en unidades astronémi-
cas. (Una unidad astronémica es la distancia de la tierra al sol).

Mercurio .0.387
Venus 0.723
Tierra 1.00
Marte 1.524
Jupiter 5.203
Saturnoe 9.54

Ejercicio 2. De acuerdo con |a tabla anterior complete la siguiente grafica.

10

Unidades astronomicas

Mercurio  Venus Tierra: Marte Jupiter Saturno
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La distancia media de Pluton al Sol es de 3944 unidades astroncmicas. ;Ga’l’iré
en la grafica anterior la barra que representa a esta distancia? jPor qué?

Las graficas se usan cada vez mas paradar,obienery manejar informacion acerca
de fenomenos, leyes, etcétera. Por eso, no €5 rara encontrarnos graficas en la es-
cuela, la oficina, el periddico, las revistas, la television, el cing, etcétera.

Por ejemplo, en un hospital los médicos utilizan graficas como la siguiente para
ayudarse en su trabajo.

38

3T

Temperatura

38"

& 7 8 9 fo 91 42 13 14 15 8 {7

horas:

(Graficas como ésta reciben el nombre de graficas poligonales).

En esta grafica se representan las temperaturas de un paciente en diferentes ho-
ras del dia. ©bserve que en cada punto rojo; la abscisa indica la hora en que se
tomo la temperatura y la ordenada indica cual fue esa temperatura,

La forma de construir una grafica depende de |a situacion o fenomeno que se
quiere describir. Asi por ejemplo, en’ la grafica anterior; el eje vertical empieza en
34, porque la temperatura de cualquier persona no puede ser menor de 34 grados.
Y el eje horizontal empieza en & porque a esa hora setomo por primera vez la tem-
peratura de ese enfermo.

Ejercicio 3. Observe usted la grafica anteriot y conteste las siguientes preguntas.
a) ;A qué horas el paciente tuvo la menor temperatura?
b) /A qué hora el paciente tuvo la mayor temperatura?

¢) Ese paciente, ;tiende a recuperar la temperatura normal? (Se considera tem:
peratura normal de Un adulte, la de 36.5 grados centigrados).
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d) ;Cree usted posible que el paciente lhiaya tenido Una temperatura superior a
40% entre las 12 y las 13 horas?

e) Observe los segmentos cuyos extremos son los puntos rojos. (Qué tempera-
tira cree usted que tuvo el paciente a las' 8 y media de la manana?

En cierta ocasion Carlos acompand a su tio en un viaje que éste realizé en su au-
tomovil.

En un corto trayecto de ese viaje, Carlos hizo algunas ebservaciones vy |as regis-
tro en una tabla como la siguiente:

Tiempo medido en
minutos:

Distancia recorrida 3 45
en kilémetros 3

t
o
®

Al observar la tabla, Carlos noto gue por c¢ada minuto transcurrido el vehiculo ha-
bia-avanzado 1 kilometro y medio. Esto es, que el coche se habia movido'a una velo-
cidad cnnstante en ese trayecto.
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Ejercicio 4.

a) Usando los datos de la tabla de Carlos, complete usted la _sigu_i'_en-te grafica.

=]

I

Distancia

- % e .

0| I 2 8 4 it Bl 7 8
Tiempo
b) Observe la grafica trazada. ;Estdn contenidos en una recta todos los puntos
de ‘esa grafica?
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2. Algunas ideas sobre lectura e interpretacion de graficas.

Estudiaremos ahora tin procedimiento muy empleado por las persconas que disponen
de una gréfica que describe cierto fenomeno o situacion, y que desean obtener
cierto dato, aunque sea aproximadamente.

Los datos de la siguiente tabla se refieren a la poblacién de México en las tltimas
8 décadas.

1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970

13.6 15.1 14.3 16.6 | 197 25.8 34.9 48.3

La grafica correspondiente a esta tabla podria ser la que mostramos a conti-
nuacion.

50 =

40

30

20 L

Millones de habitantes
g- 4

10

1900 1910 18200 1830 1940 1950 1960 1970 1980

Afios

En esta grafica podemos observar que la poblacion aumenté en todas las décadas,
excepto la de 1910 a 1920, en que la poblacién disminuy6. Seguramente esto fue mo-
tivado por el movimiento armado que tuvo lugar en el pais en esa época.

Si observamos mas detenidamente la grafica, podemos darnos cuenta que a par-
tir. de 1900 la poblacion se duplico aproximadamente 5 décadas después; es decir,
mas o menos en 1950. Y que a partir de esa fecha la poblacién casi se duplica en
s6lo 2 décadas mas; es decir, alrededor de 1970.

Como puede usted darse cuenta, es posible obtener bastante informacién en una
grafica.

Observemos nuevamente nuestra grafica de poblacion.
;Puede usted decir aproximadamente cuél era la poblacién de México en 19657

Los trazos auxiliares que agregamos a la grafica, le ayudaran a contestar la: pre-
gunta
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50 ; /

40

30

20 g

millones de habitantes

10 |

1300 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970
anos

Es decir, en 1965 la poblacion en México era aproximadamente de 42 millones.

En forma semejante, con trazos auxiliares convenientes en la grafica, podemos
calcular la poblacion de México en determinadas fechas.

Ejercicio 5. Usando la gréafica anterior, calcule usted aproximadamente la pobla-
cion de México en los afios 1905, 1925, 1945 y 1955.

Si volvemos a obsetvar con detenimiento la grafica de nuestro estudio, podemos
pensar que-el crecimiento de la poblacién, en un pais, no se efectia al azar, sino
que se realiza bajo cierta regla o ley. También podemos pensar que algin fenome-
no como, por ejemplo, una revolucion armada o una epidemia alteran la forma en que
aumenta la poblacion de un pais:

Suponiendo que no se presente ningdn fenémeno que altere considerablemente
el crecimiento de |a poblacion, ;podria usted decir cudl sera aproximadamente la po-
blacién de México en 19807

Para contestar esta pregunta usted puede considerar gue la grafica €s una curva
con cierta trayectoria y puede marcar sobre ella el punto correspondiente a la po-
blacidn de 1980. Esto es;

B0

50

40 /

30 o
20 /

10

millones de habitantes

i 1900 1910 1920 1930 1940° 1950 1960 18970 1880
anos

En 1980 la poblacién de México sera aproximadamente de millones: de ha:
bitantes:
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3. Algunas ideas sobre la construccion de graficas.

La siguiente tabla se refiere a la poblacion econémicamente activa de Méxica en los
anos indicados.

afno niimero:de perscinas.
1940 5908 100
1950 8295 600
1960 11275400
1970 13 181 300

La elaboracion de graficas de barras para tablas como la anterior resulta dificil,
porque hay que localizar nimeros muy grandes en un eje de coordenadas.

Esto se puede evitar simpleniente expresando los datos en otra forma. Por ejem-
plo. en este caso, los datos de la tabla anterior podtian expresarse asi:

ano millones de personas
1940 59081
1950 8.2956
1960 11.2754
1970 13.1813

Ahora resulta mas comodo localizar los puntos de la gréfica, como puede obser-
varse.

A
1
A
o 10
@ [T
o e
o
lGs
% b
o ]
eh)
c
&
E —1 L R — R —— _ -
0 1940 1950 960 ! 1970’ i
‘anos:

Ejercicio 6. Elabore una grafica con los datos de la siguiente tabla. En dicha tabla:
se han anotado las temperaturas gue se tomaron a'un’paciente cada hora‘entre las
8 AM. y las 2 P.M.
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temperaturas
en °C
hora 8 9 10 11 12 13 14

37 385 | 39 | 37.5 37 36.5 38

Ejercicio 7. Observe la siguiente grafica, que se refiere al nimero de kildmetros
de carretera pavimentada en el periodo 1965-1971, y conteste las preguntas.

&
45
|
2 =
E}' | /
B 40
= /
£
n
g
35
1965 1966 1987 1968 {1969 1870 15971 i

anos

a) ;Cuantos kilometros de carretera pavimentada habia en 19657
b) ;Cusantos kilometros se construyeron en el periodo 1966 - 19677

c) ¢Se construyeron mas kilémetros en el periodo 1965 - 1967 o en el periodo
1969 - 19717

Ejercicio 8. Elabore una grafica con los datos de: la siguiente tabla, referentes a
la produccién de automdéviles en el periodo de 1965 - 1369.

afies | automoviles.
1965 67 229
1966 84 754
1967 86 005
1968 98 888
1969 112925

Ejercicio 9. Elabore una gréafica con los datos de la siguiente tabla, en la cual se
anota la produccion de DDT puro.
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965 | 1966 | 1967 | 1968 | 1969

5509 | 5977 | 5486 | 3979 | 3625

Observacion.

~ Algunas veces las graficas pueden no interpretarse adecuadamente. Por ejemplo, en
la grafica del ejercicio 7 (kilometros de carretera pavimentada en ¢l periodo 1965 -
1971), no debemos entender que en 1966 se pavimentaron 36 000 km y que en 1967
se: pavimentaron 38 000 km. Debemos entender que en 1966 habia 35000 km de ca-
rretera pavimentada y en 1967 habfa 38000 km; es decir, que en el periodo 1966 -

1967 se pavimentaron 2 000 km de carretera.

En cambio, en la grafica del ejercicio 8 debemos entender que en 1966 se produ-
jeron 84754 automoviles y en 1967 se p'r’oﬂuj'emn 86005 automoviles.
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Graficas lineales




1. Tablas y graficas.

Alejandro tiene por costumbre, cuando observa algtin hecho interesante, registrar los
datos en tablas v después construir gréficas.

En cierta ocasion descubrimos sobre su escritorio varias tablas con sus respecti-
vas graficas. Una de'ellas es la siguiente:

l

Aqui no hay ninguna anotacion, fuera de los nimeros en la tabla y la grafica, que
nos informe sobre |a situacion que estaba describiendo Alejandro. Es decir, no sabe-
mos a qué se refieren esos datos.

Sin embargo, fijandonos en los colores, nos damos cuenta como construy6 la gra-
fica: Con los nimeros marcados en cofor rojo localizé el punto' del mismo' color, to-
mando el 1 como abscisa y el 4 como ordenada. Y en forma semejante fue locali-
zando los otros puntos.

Otra de las hojas sobre el escritorio de Alejandro es la siguiente:

{0 i

na
=
Ly

=
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Aqui notamos que se estaba construyendo una tabla a partir de una grafica. Ob-
servamos que las coordenadas del punto rojo (1, 2) fueron anotadas en'la segunda
columna de la tabla, y las coordenadas del punto azul (2, 3) se anotaron en la
tercera columna.

Observamos ‘tambien que las letras x y y, en la primera columna de la tabla, indi-
can cudl es la abscisa y cual es la ordenada de cada punto. Con esto ya no hay
confusién sobre el cuadro en que debe anotarse cada una de esas coordenadas.

Seglin puede usted observar, es posible trazar una grafica a partir de una tabla de
datos y, reciprocamente, si se tiene una grafica es posible elaborar la tabla de da-
tos correspondientes a los puntos de esa grafica.

Ejercicio 1. Localice los puntos correspondientes a la siguiente tabla.

-
. o
=
()
—

et
(&)
=

1Y
= Fi

Ejercicio 2. De acuerdo con la grafica, complete la siguiente tabla.

4
y loal1]2
'121 -, g |12
10

2

8

T

6 :

1 o

2 ——

! |

1 ) 3 T

o-

E_iercic'iu 3. Indique usted qué relacion existe entre [a abscisa y la ordenada, de
cada punto de la siguiente grafica.
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Ejercicio 4. Indique usted qué relacion existe entre cada uno de los valores de
X'y y en la siguiente tabla.

x| =3 | =2 | =10l 1| 2|3
| —12 | —8 —4 |0 | 4 | 8|12

Ejercicio 5, Construya una grafica donde las abscisas de los puntos sean —4, -3,
—2 y-—1: y la ordenada de cada punto sea el doble de la abscisa.

=5 =4 =3 =2 —1 X

314



2. Tablas y expresiones algebraicas.
En lo anterior hemos visto cémo ciertos conjuntos de puntos vistos graficamente se
pueden describir por medio de tablas. Ahora veremos cémo los puntos determina-

dos por una tabla se pueden describir con una expresion algebraica.

Ejemplo. Consideremos el conjunto de puntos determinados por la siguiente tabla.

Vemos que en el primer renglon de [a tabla se anotan los valores que toma X
en el segundo renglén los que toma y. Como en cada columna el valor de y es el do-
ble del valar de x, podemos: describir estos tres puntos con la expresion

YK

sin perder de vista que x toma (inicamente los valores 2, 3, 4.

Ejemplo. Consideremos los puntos que determina la siguiente tabla:

y.Jl

.

7

f————

5

4

3

2_

1_.

of 1 2 3 4 5 6 7 X
% 4 6 7
Yo 6

En cada columna de esta tabla, el valor de y es el valor de x mas uno. Por lo tanto,
podemos describir ese conjunto de puntos con la expresion

y =x + 1

sin olvidar que x toma solamente los valores 4,5, 6 y 7.
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Ejemplo. En cada columna de la siguiente tabla

X =il 0 1 2
0 1 2
Yiia
ot——
i —
||
S e
—1|

el valor de y es iqual al de x. Por lo tanto, podemos emplear la expresion

(donde x toma los valores —1, 0, 1,2)

para describir el conjunto de puntos que determina la tabla.

‘Ejemplo. Veamos la siguiente tabla:

N

En este caso cada valor de y es el inverso aditivo del valor de x. Asi gue la tabla
puede sustituirse por la expresion

y = —x|(donde x toma los valores —3, —2, —1 y_'l]'].

Ejercicio 6. Anote la expresion algebraica que describe al conjunto de puntos de-
terminado por cada tabla. Observe el inciso resuelto:

a)

x| o [ A 2 | 3 -

v | 2| 3| a]|s (x toma los valares 0, 1, 2, 3)
b)

(x toma los valores:
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d)

e)

Ejercicio 7. Llene las siguientes tablas de acuerdo con el conjunto de puntos que

describe cada expresion algebraica.

b)

c)

= e 2
(donde x toma los valores
=2, =10, 4-3)

Y= oy =
(donde x toma los valores
—1, 0, 1 2 3. 4 5]

(donde x puede ser
—5, —4, —3, —2, =1, 0)

Iy = ax + 1
(donde x puede ser
=71,10, 1, 1.5; 2, 2.5)
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3. Graficas lineales,

En |as secciones anteriores hemos visto cémo una serie de datos anotados en una
tabla, se pueden representar graficamente por medio de puntos en el plano. También
hemos visto que si se tlene una grafica es posible construir, a partir de ella, la
tabla de datos correspondiente, y que teniendo una tabla se puede dar una expre-
sion algebraica para representar el conjunto de puntos que: determina dicha tabla.

Al usar las expresiones algebraicas de esta manera, siempre indicamos cuales eran
los valores que: podia tomar la x para que no hubiera confusién posible.

Ahora, en esta seccion, vamos:a estudiar las graficas correspondientes a expre-
siones algebraicas como las que manejamos anteriormente; pero sin limitar los va-
lores que puede tomar la x. Es decir, en |as gxpresiongs como y = —x 0 cOomo
y = 2x + 5, consideramos que la x puede ser cualquier ntmero real.

Ejemplo. Construyamas la grafica correspondiente a la'expresion y = x + 1
1. Primero elaboramos una tabla a fin de determinar algunos puntos de la grafica.

Como x puede ser cualquier nimero, elegimos arbitrariamente algunos valores para
x, digamos —2, —1, 0,1, 2 y 8.5. '

X —2 —1 0 T2 39

Y completamos la tabla anotando los:valores de y. (En cada columna el valor de y

debe ser x + 1, pues eso es lo que nos indica la expresion y = x + 1).

el =2 — 1 0 1| 2| 35
¥ — 1 ol 1] 2]3] 45
(x + 1)

2. Construimos la grafica correspondiente a la tabla que elaboramos.

y 4
S
TRl e
44 [
|
|
31 » |
! |
| |
i — =) | |
I | '
| | {
1R S | | |
| 1 |
| | |
I ] ! | | >
—‘2 —1 0 | 2 3 4 X
|
“—

318



3. Trazamos una recta gue pase por todos: log pintos que: fueron determinados
por la tabla que elaboramos. Esta recta es la grafica correspondiente a la expre-
siony = x + 1
5“’*

5

4.5

En virtud de que x puede ser cualquier nimero, esta recta es el conjunto de pun-
tos determinado por la expresiény = x + 1. Esto es, cada punto de esta recta tie-
ne como ordenada el valor de su abscisa mas uno. O, dicho de otra manera, cual-
quier punto de esta recta tiene las coordenadas. (x, x + 1)

Ejemplo. Construyamos la grafica correspendiente a la expresiony = 2x

Como x puede ser cualguier nimero, pedriamos considerar por ejemplo, los va-
lores —3, —2. — 1.2 y 3.5 para construir la siguiente tabla.

x | =3 [ =2 [ =t ] 27T 35
2 | =6 | =4 | =2 | 4 7

Ahora buscamos en el plano los puntos determinados por esa tabla

AT .
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y trazamos |a recta que pasa por esos puntos.

YA

= ¢

Cualquier punto de esta recta tiene las coordenadas (x, 2x). Por lo tanto, esta rec-
ta es la grafica correspondiente a la expresion y = 2x.

Las gréaficas correspondientes a expresiones algebraicas como y = x + 1,
y = 2x,y = 3x t+ 2, etcétera, en la cuales la x puede ser cualquier niimero real,
reciben el nombre de graficas lineales y, como usted habra notado, son muy fa-
ciles de trazar. Basta con que se |ocalicen unos cuantos puntos de la graficay luego
se trace ésta. '

Ejercicio 8. Use papel milimétrico para trazar las graficas lineales determinadas
por las siguientes expresiones. (Recuerde que x puede ser cualquier ndmero real).

gl v =ix k2 b). y = —x

c) y = 3 d) Y= (e ]
— ' 1.

el y = 2x — 1 f) y—?x




4. Algunas aplicaciones de las graficas lineales.

En los termometros de algunas maquinas importadas la temperatura se lee en gra-
dos farenhert Pero, como usted sabe, en nuestro sistema las temperaturas se miden
en grados centigrados. Es por eso que en algunos talleres, fabricas y laboratorios es:
necesario un ms’trurnento que: permlta rapidamente’ expresar en grados cent[grados
una temperatura leida en grados farenheit y viceversa.

Tal instrumento podria ser una grafica como la que construimos a continuacion..

Existe una férmula ‘que se aplica para hacer la conversion de grados centigrados
a grados farenheit. Ella es:

[F=18cC + 32 |

A esta expresion corresponde una grafica lineal, tracémosla:

En la f6rmula podemos apreciar que cuando C toma el valor 10, F toma el valor 50
y cuando C toma el valor 60, F toma el valor 140. Entonces, Tos busltos desbrgrilie
son los que tienen las coordenadas (10, 50) y (60, 140). Con ellos podemos trazar la
grafica.
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“ {60, 140)

-+ (10, 50)

Ejercicio 9. Use la grafica anterior para contestar las siguientes preguntas.

a) El termémetro de una caldera marca 110° F. ;Cual es la temperatura de esa
caldera, expresada en grados centigrados?

b) ;Cuantos grados farenheit marca el termometro de .esa caldera, cuando la
temperatura de la misma es de 0° C?

¢) (Qué temperatura en grados farenheit corresponde a 30° centigrados?

d) ;Cual es la temperatura de la caldera en grados centigrados, cuando su ter-
mometro marca 50° F?

e) ;Hay una temperatura para la cual el nimero de grados farenheit es igual al
numero de grados centigrados?

En algunos talleres eléctricos necesitan calcular, aproximadamente, la longitud de

una circunferencia conacida la longitud de su diametro y viceversa; calcular el dia-
metro cuando se:conoce la circunferencia.

Usted sabe que la férmula empleada para esos casos es:

€ = 3.1416d
Esta férmula corresponde a una gréfica lineal que podemos trazar facilmente: Si
d = 1, entonces C = 3.1416. Si d = 10, entonces C = 31.416.

Entonces, dos puntos de la grafica ‘son (1, 3.1416) y (10, 31.418). Con ellos traza-
mos la grafica.
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35
3Q JF"
- __/f.
3 25 = -
£ -
g'-: 0 e
“5'12 = /.
-§:-.15 o =]
10 - =
it
.—f‘
|
= -
)
0] 1 2 3 4 50 B 7 g 9 A0
| didmetro

Interpretando adecuadamente esta grafica podemos encontrar aproximadamente el
diametro.de tna bobina conocida la longitud de una vuelta en el enrollado de lamisma.

Aungue el dato se obtiene aproximadamente, es suficiente para elegir el tubo
mas adecuado de los existentes en el mercado.

Los medidores para la presion del aire de los neumaticos indican la presion en
libras sobre pulgada cuadrada. En cambio, en la maquina para inflar automaticamente.
los neumdticos a cierta presion, ésta debe marcarse en kilogramos sobre centimetro
cuadrado.
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Con Ia siguiente grafica podemos hacer facilmente conversiones de i a

viceversa.

La necesidad de expresar una presion en

Libras sobre pulgada cuadrada

70

60

50

40

30

20

Ib kg
cm’

e

—

//

/

¥

1 2 3 4

Kilogramos'sobre ‘centimetro cuadrada

no se presenta Unica-

libras kg

o en
in? cm’

mente en el caso de los neumaticos. Es muy frectente también en problemas de
ingenieria, en sus diversas ramas, y, en general, dondequiera que se necesite calcu-
lar presiones:
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Capitulo cuarto

Geometria







Congruencia

Al observar figuras como las que a continuacion se ilustran decimos: que algunas de
ellas “tienen la misma forma’.

Por ejemplo, decimos que los triangulos A ABC, A A'B'C'y A DEF tienen la misma
forma; que las figuras (1), (2] y (3) tienen la misma forma. También los cuadrilate-

ros (4) y (5)
A A
l\ — ///\fi;éf/ﬁﬁ

F e \
. ///\ (1l \\
7

~ \ D £ | (14) \ R

Por el contrario, decimos que los triangulos A ABC y. & POR no tienen la misma
forma. Tampoco las figuras (5) y [6] tienen la misma forma-

En algunos casas decimos, ademas, que algunas figuras “tienen la misma forma y
el mismo tamano'’ como, por ejemplo, los triangulos A ABG y A A'B'G’. También di-
riamos que los cuadrilateros (2) y (3) tienen la misma forma y el mismo tamano.

Ahora bien, expre-’si'cnes como. “tienen la misma forma™ y “tienen la misma forma
'y el mismo tamano™ no son del todo precisas y unas personas las pueden interpretar
de una manera y otras de otra. Por ello, en matematicas usaremos otras frases para
expresar estas ideas y les daremos un sentido preciso. En lugar de decir “tienen la

misma: forma", diremos “son semejantes” y aclararemos perfectamente qué srgmflca

EStO. Anaiogamente en vez de decir “tienen la misma forma y el mismo: tamano"
diremos ''son congruentes’’.

Para segmentos de recta ya hemos precisado el significado de congruencra Biji-
mos que

Dos segmentos son congruentes si tienen la misma medida.
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Podemos ver si dos segmentos son congruentes utilizando el compés

o bien una regla con escala

S
x.;__h H“H.,HN?"\R_

= L
X\_ = . )

w

o bien, calculando uno de ellos y superponiéndolo al otro.

L

C

Para indicar que dos segmentos AB y CD son congruentes escribiremos simple-
mente:

b
|
112
]
ol

(lease AB es congruente con CD). Si los segmentos no son congruentes, es decir, si
ne miden lo mismo, escribiremos

AB £ €D

Q)

Ejercicio 1. Utilizando el compéas diga si los segmentos indicados son @ no con-
gruentes y esctiba el simbolo adecuado.
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G v AB = GH 1J GH
: AB = @D VN Ki
K M o _ . by
EF CD BE FA
N BE FD AF cD
: | ) EORKL S D D

M |

A [ = D

Notacion. E| segmento BE del dibujo anterior mide 45 mm. Para indicar esto, escri-
bimos '

BE = 45 mm

De aqui en adelante, para indicar la medida de un segmento AB escribiremos AB
(sin la rayita arriba). Por ejemplo, en el tridngulo PQR, PO denata el segmento PO: es
decir, un lado, y en cambio PQ denota la medida de este lado. Es decir, PQ = 3. En
este mismo triangulo, OR y RP son lados (segmentos) y OR = 5 y RP= 4.

@)

R 7 p

Puesto que es lo mismo decir “dos segmentos son congruentes’ que decir “tienen
la misma medida", podemos afirmar gue

AB = CD equivale a AB = CD

8000022208
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1. Triangulos congruentes.

Precisaremos ahora lo que se ‘entiende por triangulos congruentes. (Es decir, lo

que en el lenguaje usual corresponde a triangulos que “tienen la misma forma y el
mismo tamano'’).

Definicion. Se dice gue dos triangulos son congruentes si los tres lados de uno
de ellos son respectivamente congruentes a los tres {ados del otro.

Asl, por ejemplo, los siguientes triangulos, APQR y APQ'R" son congruentes
porque

PO = PO, OR =~ QR yRP = RIP

(Esto puede comprobarse, en el dibujo, con un.compas o también calcando uno de
ellos vy superponiéndolo’ al otrol.

P— —70
/

| o

Dicho en otra forma, los tridngulos A PQR y 4 P'Q'R’ son congruentes porque las
medidas de los tres lados del 4 POR son iguales a las medidas de los tres: lados del
£ POR . Es decir, porgue

PQ = PG, QR = QR'y AP = AP

Para indicar que dos triangulos son congruentes usaremos también el simbolo £

Asi, en el dibujo anterior,

A POR 2 A PQR

En el caso de tridngulos no congruentes, como por ejemplo A POR y A ABC, escri
biremos A POR 2 ABC
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Ejercicio 2. Utilizando el compas, o un papel transparente, diga si los' triangulos
que se indican som o o congruentes y escriba &l simbolo respectivo.

AADF = A CEH ANADF 2% AAFG

A ADF A KIF A FDG A FIK
N KDG ACIG A KDG A CEH
AMGH 4~ AGT A JHM A GHC
A IFK A EHC A BFH A LFH




2.

Trazado de poligonos congruentes

Ya sabemos cémo, utilizando la regla y el compas, podemos trazar segmentos con-

gruentes con uno dado.

Por ejemplo, dado un segmento AB lo medimos con el compas, apoyamos una
punta de! compas en cualquier punto, digamos A" y cualquier punto que

esté -en la circunferencia determina un segmento congruente con AB. Por ejempla,

AB = AR, AB X A'C, etc.

Este procedimiento podemos ahora aplicarlo para construir tridngulos congruen-
tes. Las siguientes figuras indican como eonstruir un triangulo congruente a uno

dado:

Triangulo dado.

Trazamos una recta.

Medimos un segmento A'8'
congruente con AB.

Trazamos una circunferen-
cia con centra en A" Y ra-
dio AC.

Trazamos otra circunté_:re_n-
cia con centro en B’y radio
BC. Nombremos C" a uno
de los puntos de intersec-
cion.

Unimes C" con A" y B' ¥
obtenemos:el A AB'G" con
gruente con el 4 ABC.
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Ejercicio 3. Explique por qué el segmento AT es congruente con el segmento
“AC y porgué BIC" = BC.

Ejercicio 4. ‘Siguiendo el procedimiento anterior dibuje en su cuaderno triangulos
congruentes a les que se dan.

c f M

a) b] c)

= iz
En geometria se estudian con bastante detalle los triangulos, porque éstos nos

sirven para analizar otras figuras mas complicadas. Por ejemplo, si queremos dibujar
un cuadrilatero gue sea congruente con el que sigue.

)

y, ahora, la construccion de un cuadrilatero congruente con el dado se reduce a la
construccion de dos triangulos A A'B'C''y A A'C'D" congruentes con los tridngulos
AABG y A ACD. Observe la siguiente serie de ilustraciones:
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Ejemplos. Trazar una figura congruente con la siguiente.

Primero triangulamos [a figura, por ejemplo. asi:
&
5 c

A B:

Y despues vamos construyendo convenientemente triangulos congruentes a los ob-
tenidos. Podemos empezar de varias maneras. Por ejemplo, con el lade AB.

Ejercicio 5. Triangulando convenientemente las figuras dadas. construya en su
cuaderno figuras congruentes con ellas, (En algunos incisos se sugieren triangula-
‘ciones) .

o 0
PRGN
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Una observacion. En lo anterior hemos visto como dibujar poligonos congruentes
a un poligono dado, haciendo triangulaciones apropiadas. Sin embargo, no hemos
discutido bastante el concepto de congruencia de poligonos.

Hagamos un experimento que nos seréd Gtil mas adelante.

Si unimos tres tiras de madera, metal o carton; como las que se ilustran a conti-
nuacion, obtenemos una estructura rigida.

Ne se puede (eformar,
Es rigida.

No ocurre lo mismo si unimos cuatro 0 mas tiras como se ilustra en las figuras
siguientes:

Se puede deformar. No es rigida Al detormar el :aparato ‘canstruido ohservamos:
que se forman diversos poligonos. Estos poligonos tienen lados: respectivamente
congrilentes. Sin embargo, na tienen [a misma forma

'Se puede deformar No es riglda. €omo ‘en 8l caso anterior, obtenemos’ varios
poligonos; todos ellos con lados respectives congruentes'y'que, sin embargo,ino tie:
nen ta misma forma.
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Ejercicio 6. Repita usted este experimento con tiras de cartén o madera, con cla-
vos en sus extremos, o con tiras metélicas y tornillos (sin apretar).

Pregunta. Un carpintero quiso hacer rigido un cuadrilatero y le agregd una tira dia
gonal. ;Resulte rigida la estructura’ que obtuve? ;Por qué?

L 2 aim)

[= o] [z=0:

.u_|

e
S TRy

En los ejemplos anteriores vemos que dos poligonos pueden tener sus lados res-
pectivamente congruentes y, sin embargo, no tener la misma forma. Asi pues, para
poder decir gue dos poligonos son congruentes se necesita conocer algo mas que
la congruencia de sus lados respectivos. A continuacion analizaremos el concepto
de dngulo; el cual nos servird para precisar el significado de congruencia de poli-
gonos y, mas adelante, de semejanza. '
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3. Angulos.

Todos tenemos un concepto bastante claro de lo que es un dngulo. La siguiente figu-
railustra un angulo.

Definicion. Un dngulo es la unién de dos rayos que tienen el mismo vértice.
Para referirnos a un dngulo como el siguiente,

A =

gl

‘escribimos / ABC (léase angulo ABC) teniendo jc'uida'do en que la letra de enimedio
sea la que indica el vértice:

Ejemplo.

£ ABC / BAC L ACB

Ejercicio 7. Dibuje los angulos indicados.

£ QPR Z PRQ Z RQP
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A veces nombraremos un-angulo con una sola letra. Por ejemplo, en un triangulo
/A ABC; cuando hablemos del angulo / BAC, diremos simplemente el angufo A y es-
cribiremos £ A.

A B

Ejercicio 8. En la siguiente figura marque el # € = / ACB.

163

B

Para medir angulos se acostumbra usar el transportador. Como unidad de medida
se toma el grado.

/'(-TT__T‘T"\
AN
P
~
f« f
{ ; -
=i
80 150
4
P e "'#Tﬁq‘h‘?\\
75 S '\) (((
Fa - # /
. £ 2
Z f/ \\.\ \ f //"—\ _\
E F T U
90° 180~
(Angulo recto) (Angulo llano)



Notacion. Si un angulo 2/ ABC mide, por ejemplo, 60°, escribiremos 4 ABC = 60°.
Es decir, la notacion /£ ABC se refiere al angulo (union de dos rayos) y la notacion
< ABC se refiere a un nimero, que es la medida del angulo £ ABC.

Asi en las cuatro Ultimas figuras, podemos escribir

< ABC = 60° < POR = 150%, < DEF = 90°, £ STU = 180°.
Usando la misma idea que para los segmentos, diremos que

Dos angulos son congruentes si tienen la misma medida.

Por ejemplo, |los dngulos £ ABC y / KLM, que a continuacion'se ilustran, son con-
gruentes pues tienen la misma medida:
< ABC =

L KLM = 115°

Para indicar que dos éngulos son congruentes usamos también el simbolo £, Asi
pues, decir que ZABC = /POR equivale a decir que < ABC = L POR.

En la siguiente figura se ilustran dos angulos; / (1]y /(2), tales que la suma de sus
medidas es 180"

-£

Ji(1), == «f(2) = 180"

Si la suma de las medidas de dos dngulos es 180" se acostumbra decir que los
angulos son suplementarios. Asi, en el dibujo anterior. podemos decir que / (1) ¥y
/ (2) son suplementarios,

Dos angulos como los ique se ilustran a continuacion se llaman opuestos por €l
VErtice:

£1) y £(2) son opuestos por el vértice:
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£ (3)y /(4) son opuestos por el vértice..

En cada caso podemos ver (midiéndolos) que dos angulos opuestos por el vértice
son congruentes. Por ejemplo,

£(1) & £(2) porque (1) = <(2) = 30°

Ahora bien, sin necesidad de hacer ninguna medijcion podemos asegurar que

Dos angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Esto lo podemos pensar asi:

Queremos ver que (1) = <1(2)

Para ello observamos que

(1) + -{[3]- = 180°

y que también

£(2) + «(3) = 180°
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Por lo tanto, (1) + €(3) = 4 (2] + 4 (3), lo cual nos asegura que
4 (1) = 4 [2). Esdecir, 2 (1)y £ (2) son congruentes.

Ejercicio 9. Si en la siguiente figura £A0C = 907 y £/ BOC = 52°, diga cuanto
miden los dngulos que se indican (sin hacer ninguna medicion),

&

c _

3
4 DOC = EOF = 4
__ D |  JBOF = FOA =
) 0 AL APOE = FOC =
A DOF = FOB = 1
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4. Poligonos congruentes

Consideremos dos' triangulos congruentes; es decir, dos: triangulos cuyos la-
dosrespectivos son; congruentes, como por ejemplo, los triangulos A ABC y A A'B'C!
due a continuacion se ilustran.

Si medimos sus angulos nos encontramos con que

doA = <A
4B = 4B

Esto es cierto para cualquier pareja de triangulos congruéentes. Es un hecho: que
aceptamos:

| -
Si los ires lados de un triangulo son respectivamentie congruentes a los tres

lados de otro triangulo entonces los angulos respectivos son congruentes:

;Ocurrird lo mismo pata los poligonos de mas de tres lados? Es decir, si dos poli-
gonos de mas de tres lados tienen sus lados respectivos congruentes, jpodemas afir-
mar que sus angulos respectivos son cangruentes?

En el experimento que hicimos al final del parrafo 2 de este capitulo (pags.
407 - 408) observamos las siguientes cuadrilateros |
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que fienen sus lados respectivos ‘congruentes (comprugbelo} v oue, sin embargo,
‘sus angulos respectivos no lo son (por ejemplo; los marcados con rojo).

Ahora bien, lo apterior nos indica que para que dos poligonos tengan “la misma
forma y el ‘misio tamano”. ‘es decir. para que sean congruentes no basta con que
los lados respectivos sean congruentes. Como se muestra en fos siguientes cua-
drilateros, diremos que dos poligonos son congruentes si ademas de tener sus lados
respectivos congruentes, tienen sus angulos respectivos congruentes.

D

Trazado de angulos congruentes. La “rigidez” de los tridngulos, de la que antes ha-
blabamos permite trazar angulos congruentes utilizando la regla y el compas.

Sabemos ya como hacerlo con un transportadoer:

Podemos hacerlo también calcando:

Sin embargo, la construccion que a continuacién mostramos es preferible por ser
mas precisa- Procedemos asi:
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Angulo dado

Trazado de otro angulo congruente al
angulo dado

Angllo dado

Trazamos un rayo

Dibujames up arco en el angulo dado.

Con la misma abertura trazamos otro
arco

Con el compas medimos BC

Trazamos el rayo A'C"

La construccion es correcta por lo siguiente: Los triangulos A ABC que hemos
construido sobie el angulo dado y el A A'B'C’ obtenido tienen los tres lados respec-

tivos congruentes:

AC = A'G,

AB © AB, BC X BC

Por lo tanto, los angulos respectives son congruentes:

En particular, / BAC = / B'A'C'.

Ejercicio 10. Usando el procedimiento anterior trace, en su cuaderno, angulos con-

gruentes con los siguientes.

(a)

i
L.
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Semejanza

Las fotografias siguientes nos muestran dos figuras que “tienen la misma forma 'y
el mismo tamano'. Como vimos antes, en este caso decimos gue las figuras son con:
gruentes.

Ahora bien, es claro gue cuando amplificamos una fotografia, el tamano de la figu-
ra cambia, pero no la forma;

Ya mencionamos antes que de dos figuras que tienen la misma forma se dice que
son ‘semejantes. A continuacion precisaremos este concepto y puesto que los trian-
gulos sirven para estudiar figuras mas complicadas, empezaremos con los triangulos.




1. Triangulos semejantes.

Diremos gue

Dos triangulos son semejantes si los tres angulos de uno de ellos son respec-
tivamenie congruentes a los tres angulos del otro.

Analicemos esto con mas detenimiento. Recordemos que si dos triangulos tienen
los lados respectivamente congruentes, entonces sus angulos respectivos son tam-
bién congruentes: Pero la afirmacion inversa no es cierta. Por ejemplo, si observa-
mos las dos dltimas fotografias, vemos que los triangulos tienen d@ngulos congruen-
tesy que, sin embargo. sus lados respectivos 1o son congruentes.

Lo mismo observamos en los triangulos siguientes:

Habra alguna relacion entre las medidas de los lados? Midamoslos en mm y ha-
gamos una tabla:

AB =4 |BC = 2 |CA = 3
A_IB- — 8 B-,Ci = C.rA' — 6

I~

Veamos ahora las razones de los lades respectivos:

AB _ BC CA _

A8 A4 | BC — 1 CA _ 1
AB 2 BC' 2 | CA 2

Por lo tanto, vemos gue:

AB _ BC _ CGCA

AB ~ BC CA

‘es decir, los |ados respectivos son' proporcionales:
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Esto ©s €ierto en general 'y lo ‘aceptaremos:

Si dos triangulos /A ABC y /\ A'B'C' son semejantes [/ A = LA, LB ™ /B,
4G = L0, entonces sus lados respectivos son proporcionales:

AB _ BC _ CA

AB  BC. CA

Ejemplo. Los siguientes tridngulos son semejantes. Midiendo sus |ados vemos: que

Las razones de los 'ados respectivos son:

4 _ A& B _ 3 e = b
a 48 b 36 ¢ 12
Y ya que
= 3. =0 <helo
4.8 3.6 79" (compruebelo)
entonces,
a’ b’ e

Ejemplo. Los triangulos siguientes son semejantes. ;Cuénto miden a y b7

'l
(=25
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Resolucion.

10 16 b
a _ 8 - 8 X 10 .
0 16’ 3 5 i
i — .ﬂ.- — __.16 X 6- L
16 byr b 8 ] b - 12

Ejercicio 1. En cada uno de los incisos siguientes se dan triangulos semejantes
y las medidas de algunos de sus lados. Encuentre Ias medidas de |os lados restantes:

a)

£

b)

(SRS

10

Ejercicio 2. En cada inciso encuentre qué numeros representan las letras, par-
tiendo del hecho de que los triangulos son semejantes y considerando |os datos: que
Se proporcionan.
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Problemas.

1. Para encontrar la distancia entre dos puntos, uno de los cuales es inaccesible,
como en el caso de la barranca que se ilustra, se plantaron unas estacas como se
indica.

con estos datos la: dlstancla entre Ios puntos A y B?



?d'i_.la'u'.J__.e,:i

1:60m

Sﬁu_p;gmami@:s que los angulos marcados con el mismo color son congruertes.
a) Calcule la distancia x cuando la bola golpea la banda de la izquierda.

b) Caleule: Ia distancia y cuando la bola: golpe‘a la banda de arriba.

3 Eneuentre la distancia ¢ a que esta situado el objeto del espejo esfeérico, con
los datas ‘que se proporcionan.

20 Gm SERES

ob wtt! =]
Iy En

f 96 G
B 40en) -

Sugerencia. Calcule primero la longitud del segmento CD. ,

Hasta aqui hemos visto que si' dos tridngulos son semejantes, entorces sus| lados.
respectivos son proporcionales. Ahora bien, la afirmacion inversa es también cierta.
Veamaos un ejemplo..
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Ejercicio 3. Construya en el espacio de la derecha un triangulo NABC cuyos
ladas midan el ‘doble de los lados del tridnguloique se da a la izquierda,

— . i
\ J

= :

24
| o o
r 1 7
o S | ;

T ST
fdal B' Al = T (_:I
| G \
| {
5

Al medir ahora los angulos respectivos vemos que
LA LA g RN g G G
es decir, los tridngulos son semejantes.

Aceptaremos esta propiedad:

Si los lados respectivos de dos triangulos son proporcionales, entonces los
e e e wa s
tridngulos 'son semejantes.

Ejercicio. 4. Si suponemos que en los siguientes triangulos

entonces SR = ; 48 = y £T =
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2. Poligonos semejantes.

Los poligonos siguientes “tienen la misma forma''.

Si los triangulamos convenientemente vemos gque obtenemos triangulos seme-
jantes:

Esto sugiere considerar que dos poligonos son sémejantes cuando podemos hacer
triangulaciones adecuadas de tal forma que todos los triangulos respectivos sean
semejantes.

En tal caso, todos los dngulos respectivos seran congruentes y los lados respecti-
vos, proporcionales.

Dibujos:a escala.

En la practica, en el dibujo industrial, en el dibujo arquitectonico y en el dibujo
de mapas, se presenta con frecuencia la necesidad de dar informacion sobre figuras
que son muy grandes o muy pequenas, para ser dibujadas en su tamano natural. En
tales casos, para poder dar informacion suficiente sobre alguna figura, se recurre
a los dibujos a escala.

Por ejemplo, consideremos la siguiente situacion:

Se quiere usar un dibujo para dar una idea clara acerca de |la forma y el tamano
de: un rectangulo que mide B0 metros de base por 40 metros de altura,

Aqui se puede recurrir al concepto de semejanza de figuras geométricas para dar
idea de la forma de ese rectangulo. Asi que dibujamos un rectangulo cema el si-
guiente, que tiene los angulos congruentes y los lados propercionales a la figura que

352



bir. (La razon d
W s — i1} 1
original” es de 1—000_

figura con

La: flgura por lo tanto, es semejante a la orlgmal Y nos proporciona una idea clara
de la forma de ésta.

Sin embargo, la figura sola no nos da idea del tamafio de. la figura que describe.

Podriamos dar una idea del tamaiio de la figura original haciendo algunas anota-
ciones sobre esta que hemos dibujado.

i oo ————

Pero, en figuras mas complicadas; esto resulta impréctico y en algunos ‘casos hasta
imposible.

En muchos dibujos, y sobre todo en los mapas geograficos, €l problema se resuel-
wve indicando cudl es la razon de proporcionalidad entre la figura dibujada y la figura
original. Es costumbre designar esta razon con la palabra “escala’.

A =t
1000
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También se acostumbra hacer esta anotacion en la siguiente forma:

ESCALA: 1 : 1000 |éase: “escala: 1 .a 1000")

Los dibujos que como el anterior; describen una figura con otra figura semejante,
y en los cuales se indica la razon de proporcionalidad, reciben el nombre de dibujos

a escala.

De esta manera, una persona con conocimientos de semejanza puede saber el “ta-
mano'" de la figura original realizando un simple calculo. Por ejemplo. si quisiera
saber cual es |a longitud de: la base del rectingulo que se describe mediante el
dibujo anterior, primero mediria la-base de éste [la base mide 6 centimetros). Con este

dato y sabiendo que la razén de proporcionalidad (la escala) es de 17105; es decir,

sabiendo que 1 centimetro del dibujo a escala corresponde a 1 000 centimetros: de |a
figura original, puede calcular la base del rectargulo original asi:

6 X 1000 = 6000 (centimetros)
Esto es,la base del rectangulo que se deseribe con la figura mide, en la realidad, 60
metros.

El siguiente es un dibujo a escalade la planta de un laboratorio en una fabrica de

aviones.
_
c i 4
Ventana: menor
=3
Puerta
Ventana mayor 6
L 4
A : =

ESCALA- 1. 500

Ejercicio 5. Mida el dibujo anterior y luego complete las siguientes oraciones.

a) La figura de la planta del |laboratorioy la figura del dibujo son Y;
por lo tanto, los angulos de ellas son congruentes y los lades son proporcionales. En
consecuencia, las-dos figuras tienen la misma forma.
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b) La anotacion ESGALA. : 1 : 500 nos indica que la razon de proporcionalidad
de la figura a escala y la planta del laboratorio es igual a

¢) Lo anterior significa que 1 centimetro del dibujo a escala corresponde @
centimetros de la planta del laboratorio.

d)] Lalongitud de AB es aproximadamente igual a cm.

e) Calculande con el dato anterior, sabemos que ‘el largo de la planta del labora-
torio mide aproximadamente metros.

f) El segmento AC mide gentimetros.

g) Calculando con ese dato, sabemos que el ancho del laboratorio mide _
metros.

H) La puerta del laboratorio mide ______ metros de ancho,

i] La ventana mayor tiene una. base que mide metros-

El siguiente dibujo a escala corresponde a.un tornillo de un relo] para dama.

NV

i —

ESCALA | 60/ 1

Ejercicio 6 Complete las siguientes graciones.

a) La escala del dibujo nos indica que la razén de proporcionalidad entre la figu-
ra dibujada 'y el tornillo real es de

b) Esto significa que cada 60 unidades que se midan en la figura corresponden
a_  unidad medida en el tornille.

c) Tomando en cuenta lo anterior. podemos decir gue a cada centimetro medido
en el dibujo le corresponde __ de centimetro en el tornillo real.

d) El tornillo del dibujo mide centimetros de largo.. Por lo tanto, el large del
tornillo real es de de: centimetra, o sea, un
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El siguiente dibujo es el plano de una parte de la ciudad de Monterrey,

J \I\ \ (f
—r'—lﬂ[—”rﬁ \‘\ 11\‘_7,4——/{
O S S
|H|r_( 'I f"f_J\—ll 1
Ill_:/"_:—:._ e e

ESCALA 1:68750

Ejercicio 7. En el plano anterior se han sefalado puntos jue corresponden a luga-
res de interés de esa ciudad. A indica el estadio del Tecnoldgico de Monterrey. B es
el Zocalo. € es el obispado. D es el Parque Espaha.

Midiendo sobre el plano anterior, calcule las distancias reales entre:

a) El estadio. del Tecnolégico y el Zocalo.

b] El Parque Espanay el Zécalo.

¢) El Obispado y el Tecnolégico.

d) El Parque Espafia y el Obispado.

Problema. Se pretende hacer un dibujo a escala de una circunferencia gue mide
70 centimetros de radio. Si el dibujo se va a efectuar con la escala 1 : 20. ;Guantos
centimetros debe medir el radio de la circunferencia en el dibujo?
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3. Rectas paralelas.

Ya sabemos como utilizar una escuadra para trazar rectas paralelas.

Dada una recta |y un punto P podemos trazar Una. recta paralela a [ y que pase
por el punta P:

Consideremos ahora una situacion como la siguiente, en la que hay dos rectas
patalelas /i y /. y una'tercera recta m que las interseca:

{1

AL

a-z ]

/

Fijémonos en los angulso (1) y (2), que se llaman correspondientes. Ya sea mi-
diéndolos con un transportador o utilizando un compas. vemos que 2 (1) = /(2].
Esto no es casual y es cierto para cualquier par de rectas paralelas cortadas por
otra, Lo aceptamos y enunciamos como und propiedad basica:

Los angulos correspondientes son congruentes.
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En lavsigulente Figura observamos varias parejas de angulos correspondientes.

(1) £12)
(4]

El Z/(2) es correspondiente con el £(6);
El /[(4) es correspondiente can el £(8);
El /£ [1) es correspondiente con el v

el es correspondiente con el

Ahora bien, el £ (2) 2 / (3) porque son opuestos por el vértice. Asimismo
< [6) = L (7). Tenemos entonces que los angulos #(2), £(3); £(8) y £(7) son con-
gruentes entre si,

Con un razonamiento analogo al anterior concluimos que les dngulos 2(1), £(5),
.f4) y £(8) también son congruenies entre si.

En la siguiente ilustracion se senalan con un misme color los angulos congruen-
tes entre si. Ademas observamos que cualquier angulo indicado con rojo es suple-
mentario de cualquier angufo indicado con verde.

/A
T
/A

_7//_

A angulos comoe el / (3} y el /(6), de la figura anterior se les suele llamar an-
gulos alternos internos y, segln hemos visto, esos angules son congruentes. Esto
ocurre en cualguier par de rectas paralelas ‘cortadas por otra recta.

Los angulos altefnos internos son cqn_grue..nte_s_!
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Por'ejemplo; en la siguiente figura los
angulos (1) 'y (3) son alternos internos
y su medida es la misma. Es decir, son
congruentes. También son'alternos inter-

ol
)

nos los angules (2) y (4).Y tambiensen
/ cangruentes.

Paralelogramos. Convendremos en decir que dos segmentos son paralelos si es-
tan contenidos en rectas paralelas.

/. S
= ___l—.,____\_;_

= ~

segmentos paratelus segmentas no 'paralelas

Recordemos ahora que

Un paralelogramo es un cuadrilétero cuyos lados opuestos son paralelos,

Las figuras siguientes ilustran paralelogramos

AR

2 N\
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(Algunos paralelogramos reciben nombres especiales:
Rectangulos, los gue tienen sus cuatro angulos rectos;
rombos, los que tienen sus cuatro lados congruentes entre si;

cuadrados, los gue son rectangulos y rombos, o sea los que tienen sus cuatro an-
gulos rectos y sus cuatro lados congruentes entre si).

Demostraremos ahora gue:

Los angulos opuestos de un paralelogramo son congruentes.

Por ejemplo, en el siguiente paralelogramo, los angulos (1) y Z(2) son con-
gruentes.

(1)

(2]

Para ver por qué es asi, consideremos las siguientes figuras auxiliares:

N N\ .
' ()] \231 \\ (3
\
i N A
N ‘ ‘
___________ N
\ 1
\ \ &
¢ ;
N
L)'= £(3) L(3) =/ (4)
(son correspondientes) (son correspondientes)
o mmm——
N
N\ - L14) 2 L(2)
\
\ (2) et (son opuestos por el vertice)
\[4]
\
\
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Por lo tanto, todos esos dngulos son congruentes entre si. En particular, /(1) y
£(2) san congruentes.

Ejercicio 8. Encuentre los datos que se piden de cada uno de las siguientes para-
lelogramos.

a) (4)
£[3) = 4(4) =
F(2) =
40 (2}
b)
41) = 41(3) =
4[2) = £(4) =
c)
()
S DCA = 4CAD =
4$DAB = <DCB =
<D = 4 H =

Ejercicio 9. En el ultimo inciso de| ejercicio anterior deduzca que los triangulos
N ABC'y A CDA son semejantes.

Problema 1. Uno de los dngulos de un paralelogramo mide el doble de otro. ;Cuan
to mide cada uno de los angulos de ese'paralelogramo?

= & Sugerencia: Llame x a la medida de
uno de los angulos, digamos el # A. Asi
tendremos que la medida de /B sera
2x. Y como esos dos angulos son suple-
mentarios tenemos que

piss / x + 2x = 180°

En esta ecuacion es muy facil hallar el valor de x y asi encontraremos las medidas
de todos los angules del paralelogramo ABCD.
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Problema 2. En un paralelogramo ABCD. uno de |os angulos mide el triple de
otro. ;Cuédnto mide cada uno de los angulos de ese paralelogramo?

Problema 3. Uno de los angulos de un paralelogramo ABCD mide -23— de otro. ;Gual
es la medida de cada uno de los dngulos de ese! paralelogramo?

Al observar cuidadosamente un paralelogramo, podemos darnos cuenta gue sus
lados opuestos miden o mismo; es decir, que son congruentes. Esta es una propie-
dad de todas los paralelogramos, y podemos demostrarla:

En un paralelogramo, los lados opuestos son congruentes.

Demostracion.

Gonsideremos un paralelogramo cualquiera y tracémosle una diagonal, como se
muestra en la figura.

[’31{\?] (5 : Asi tenemos gue,
/(1) = L") (son angulos opuestos
N en un paralelogramo)
._\\\ " / (2) = £(2) (son alternos inftgr’ncis.]
(1) 2] /(2) 2 £(3)) (sonalternos internos)

A

De aqui concluimos que los triangulos: AABD y ABCD son semejantes y, por con-
siguiente, tienen sus lados proporcionales. Esto significa que:

AB. _ BC _ BD
cD AD BD
8D AB .. BC :
Como —— = 1, ten : =y = ==
omo: ED tenemos gque cD y AD

En consecuencia.
AB = GDy BC = AD

que es lo que gueriamos demostrar.
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4, El teorema de Tales.

Cuando en un triangulo trazamos una paralela a uno de los lados, el triangulo

que se forma es semejante al original.-

Ejemplo.

al

El /ZABC es semejante al AA'B'C.

C] G

Los triangulos AFGH y AF'GH'
50N semejantes.

b)

El ASTU es semejante al ASTU'

d)

P—

Q

El triangulo: APQR es semejante al
AP'Q'R

Es muy sencillo darnos cuenta del por qué de la afirmaciéon anterior. En efecto,
en una situacion como ésta, los angulos marcados can rojo sen congruentes, por

ser correspondientes.
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Por la misma razon, los marcados con verde también son. congruentes. Ademas,
el angulo marcado con azul es comun a los dos triangulos. Por lo tanto, los dos trian-
gulos son semejantes. Luego, los lados respectivos son proporcionales. Esto es,

AB AC _ BG

AB’ [ B'C

Este teorema de Tales se llama asi, en honor de Tales de Mileto, uno de los gran-
des geometras de |a antigiiedad, que vivid en la primera mitad del sigle sexto antes
de nuestra era. Este matematico se hizo famoso, npo tanto por sus descubrimien-
tos de tipo experimental e intuitivo, sino por haber sido uno de los primeros ‘en
utilizar metodos deductivos en geometria:

Dos consirucciones geométricas.

|. Veremos ahora que el métoda de subdividir un segmenta en varias partes con-
gruentes, que ya hemos utilizado varias veces, se basa en el teorema de Tales.

Las siguientes ilustraciones nos recuerdan el procedimiento de dividir un segmen-
to AB en dos partes congruentes: '

P

/

AN

paralelas

Poriser my chngruentes, tenemos que

AC _ 2

AN 1

Ahora bien, por ser MN y BC paralelas, podemos aplicar el teorema ‘de Tales y
escribir

AC _ AB
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Por lo tanto,

AB _ 2
AM i 0

lo cual implica que AM = MB.

llustremos ahora el procedimiento para dividir un segmento en ‘tres partes con-
gruentes:

/ 3 A
- \/
5 \“.r'
A(ﬂ ’ “\ AY\%\)L\*\
a
N

paralglas

Por ser AQ & ON & NC, tenemos que

AQ 1

AC _ 3 AN _ 2
AQ 1

Ahora bien, por ser paralelas las tres rectas trazadas, podenios aplicar el Teorema
de Tales y escribir

AC _ AB AN _ AM

AQ AP AQ AP

Por lo tanto,

AB _ 3
=

AM _ 2
AP

AP 1

lo cual implica ‘que AM es 2 veces APy AB es 3 veces AP. Do aqui deducimos que

AP = Py = MB,

Ejercicio 10. Haga un razonamiento analogo para justificar la subdivisiéon de un
segmento en cuatro partes congruentes. Observe la figura.
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Datos: AS '® SQ = ON 2 NG
RS, PQ, MN y BC paralelos.

Il 8i nes dan dos segmentos, uno de longitud a y otro de longitud b, es muy fa-
cil construir un segmento de longitud a + b.

a4t b

Es algo mas dificil dibujar un segmento que mida ab: es decir, el productode’ las
medidas de los segmentos dados. Veremos ahora como, utilizando el teorema de

Tales, es posible esta construccion:

‘Segmentos dados de i
[ongittdes a ¥ b ,{ h\

Y sobre los lados, con el conmipas, mar
camos Segmentos congruentes con los
segmentos dados.

Trazamos un angulo., Marcamos un seg-
mento de medida 1 'sobre uno de los

lados.

Trazamos una paralela a esta recta por

Trazamos una recta como se indica.
el extremo del otro segmento.
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i
b/~.. El segmento obtenido marcado con
/d = verde es de longitud x = ah.
= 5
t_.é,_, -
Y

Por lo tanto x. = ab

Ejercicio 11.

a) Termine la construccion para obtener un segmento de longitud 6. Midiendo,
compruebe el resultado.

b)

¢) Construya un segmento de longitud r%.
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Ejercicio 12. En la siguiente secuencia de dibujos, a partir de dos segmentos de
longitud m y n se construye un segmento de longitud x, marcado en azul. ;Puede
usted decir que relacion tiene la medida de este segmento con las medidas m y n?

Sugerencia: Ufilice el teorema de Tales.

/ K )
- J
Y 4

il
A% J

v
i m

3<

Ejercicio 13.

a) Construya un segmento cuya longitud sea el cociente. -f_;—

——  — — ] -

b) Construya un segmento cuya longitud sea %—
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— } & 1
c) Usando los datos y el resultado del inciso b) construya un segmento cuya |on-
gltud sea r - 17

Una ilustracion de la multiplicacion de nimeros positivos'y negativos.

Acabamos de ver; en el pérrafo anterior, como se construye un segmento de lon-
gitud ab, a partir de un segmento de longitud a y otro de longitud b.

~
s
b : =

N ~
14| N ~

\ S5 ~

| ~ ~

i d o

—
ab
Veremos. ahora ¢émo, interpretandola convenientemente, esta construccion puede

ilustrar la multiplicacion de nimeros positivos y negativos. Mas precisamente, ¢on
esta construceion puede ilustrarse que;

El producto de dos nimeros positivos es positivo;
el producto de un numera positivo por uno negative es negativo y
el producto de dos nimeros negativos es positivo.

En efecto, podemos considerar que las rectas que trazamos son ejes de coorde-
nadas, y que tomamos los factores a'y h, uno en cada eje.

1. Si a'y b son positivos, obtenemos la siguiente figura:

(Unimos 1 con a y desde b trazamos
una paralela a este segmento. Su in-
terseccion con el eje de las abscisas
nos da el punto cuya coordenada es
ab)

Q 1 a ah

en la que observamos que ab resulta positivo.
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2. Si a es positivo y b es negative, la construccién queda asi:

Aqui observamos gue ab es négativo.

(Unimos 1 con a'y desde b trazamos
una paralela'a este segmento. Su in-
terseccion con el eje de las abscisas
nos da el punto cuya coordenada es
ah)

3. 8ia es negativo y\b es positivo, obtenemos la figura siguiente:

(Unimos 1 con & y desde b trazamos
una paralela a este segmento. Su in-
terseccion con el eje de las abscisas
nos da‘el punto cuya coordenada es ab)

ah: a

JAgui observamaos que ab es negativo.

4. Siay bson ambos negatives, la coristrucgion resulta asi:

ah

(Unimoes 1 con a y desde 6 trazamos
una paralela a este segmento. Su in-
terseccion con el eje de las abscisas
nos da el punto cuya coordenada es
ab).

Y observamos que el producto ab es positivo.
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Poligonos regulares




1. Suma de las medidas de los angulos de un triangulo.

Ejercicio 1. En cada uno de los incisos mida los dngulos del triangulo vy encuen-
tre su suma.

a) _
A = 30°
LB =
=HEE=

< AA + AB + XEG =

°
I
l
|

b}

A B =

A+ LBt AC =

A=
p— 4B =
= ZaEE =

A

e
T

AA + AB + ALC =

En este ejercicio observamos que la suma de las medidas de los angulos de un
triangulo es 180°, (Posiblemente usted no: haya obtenido, en algin caso; exactamente
180°, pero esto se debe a errores de medicién).
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Este gs Un hecho que vale en todos los triangulos. Es decir, la- suma de las me-
didas de los angulos de un tridngulo es 1807.

Podriamos simplemente aceptar este resultada como hemos hecho algunas veces
con otros. Sin embargo, veremos ahora que este resultado |o podemos deducir de
otros ya aceptados. En otras palabras, podemos demostrar esta propiedad.

Enunciémosla nuevamente:

En cualquier triangulo, AABC, la suma de las medidas de sus tres angulos
es 180°. O sea,
LA+ XB + XC = 180°

Demostracion. Consideremos una recta [ que pase por el punto C y que sea pa-
ralela a AB como se muestra en la siguiente figura:

Tenemos gue

)+ 2) + (30 = 1807,

En esta expresidn sustituimos £ (1) por = (1) y < (3] por A4 (3) lo cual se puede
hacer porque =€ (1) = = (1) y £ (8) = =L (3'), pues son alternos internos. Obtene-
mos entonces

40, + A2) + £(38) = 180"
que es lo que se querja demostrar.

De este resultado podemos deducir otros. Por ejemplo el siguiente:

Si en dos triangulos AABC y NA'BC sabemos que /A = LA'y LB o 4B
entonces los triangulos son semejanies.

Demostracion. En efecto, sabemos que

AA 4+ 4B + A€ = 180"
AA *+ 4B+ G = 1807

X B = 4 B'. Por lo tanto, forzosamente =1 C = A C', lo
e &y

y ademas LA = A A" Y
cual quiere decir que £ C

12 £
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Asl pues, para ver gue des triangufos son semejapites, basta ver gue dos dngulos
de uno de ellos son respectivamente congruentes a dos de los angules del se-
gunda,

Ejercicio 2. En la siguiente figura < (1) = 307, 2L (2) = 40" ;Cuanto mide el
£(3)7

Sugerencia. Use los siguientes hechos:
A (3) + = (4) = 1807
A1)+ AL(2) + £(4) = 1807

Ejercicio 3. Utilizando la idea del ejercicio anterior, demuestre que en un tridn:
gulo cualquiera £ (1) + £(2) = £(3). (Vea la siguiernite figura).

Recordemos que un triangulo rectangulo es un triangulo que tiene un angulo de 90°.

Ejercicio 4.
a) Un triangulo no puede tener dos dngulos rectos. ¢Por qué?

b) En un triangulo rectangulo, la suma de las medidas de los dos angulos no
rectos es 907,

(Decimos que un angulo es agudo si mide menos de 90°).
c] Los angulos no rectos de un triangulo rectangule son agudos. ;Por qué?

Se dice que un angulo es obtuso si mide mas de 90° y que un tridngulo es obtu-
sangulo si‘tiene un angulo obtuso.

Ejercicio 5. ,Por que en un triangulo obtusangulo hay solamente un angulo obtu-
so 'y los otros dos son agudos?
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2. Suma de las medidas de los agulos de un poligono.

Ejercicio 6. Mida los angulos de los siguientes cuadrilateros y encuentre su ‘suma.

a)

LA =
B =
L6 =
2P| =
HA 4+ AB+ AC + gD =

A =
=h =
G =
D =
HA + AB + AC + XD =

Salvo errores de medicion usted habré obtenido, en ambos cases; que la suma
es 360" .

(Podriamos demostrar que no solamente en los dos cuadrilateros del ejercicio an-
terior, sino que en cualquier cuadrilatero la suma de las medidas de sus angulos
es 3607 :
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Es muy facil. Consideremos un cuadrildtero cualquiera.

Al unir dos vértices opuestos que-
da triangulado.

Observemos gue la suma de las me-
didas de los cuatro dngulos del cua-
drilatera es igual a la suma de: los
seis angulos obtenidos, tres de cada
triangule. Ahora bien, como la suma
de las medidas de los angulos de
un triangulo es 180°, resulta que en
total se obtiene 1807 +180° = 2 X
1807 = 3607

Es decir, hemos demostrado que

La suma de las medidas de los 4 angulos de un cuadrilatero es
2 X 180° = 360°

El razonamiento que hemes hecho para cuadrilateros lo podemos hacer para poli-
gonos convexos de cualguier numero de lados. Por ejemplo, consideremos, un pen-
tagono. Lo triangulamos:

La suma de las medidas de los angulos del pentdgono es igual a la suma de las
medidas ' de todos los angulos que aparecen en la triangulacién. Como hay 3 trian-
gulos. dicha sumaes 3 X 180"

Para el caso general, observemos que:

En un poligono de[#]lados se forman En un poligono de@lados se forman
[(2] triangulos. La suma de las medidas @trién‘gu[os. La suma de'las medidas
de sus angulos es de 'sus angulos es
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En un poligono delados se tarman En un poligono de1ados se forman
triéngulo_s. La suma de las medidas 5 itriangulos. La suma de las medidas
de sus angulos es de sus dangulos es

En.general,

En un poligono de 1 lados, la suma de las medidas de sus angulos es
(n — 2) 180°

Ejercicio 7. jCuanto suman las medidas de los angulos de un poligono que tiene
12 lados? ;Y de un poligono qle tiene 17 lados?
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3. Poligonos regulares. Medida de sus angulos.

Un poligono ;se dice que es regular si todos sus lados son congruentes entre si
y tambien todes sus angules sen congruentes-entre si.

Los siguientes dibujos: ilustran poligonos regulares de 3, 4, 5, 6,7 y 8 lados.

OO0

Poligonos regulares

Un tridangulo.regular se llama equilatero. Un cuadrilatero regular se llama cuadrado.

Lo que vimos en el parrafo anterior nos permite calcular las medidas de los éngu-
los de los poligohos regulares,

Empecemos ‘con el triangulo equilatero. Sabemos que la suma de las medidas de
sus 3 angulos es 180°. Como todos ellos
miden lo- mismo (porgue son congruen-
tes), cada uno de ellos medira

180° _

60°
3

X

60°

e
S
. @
Il

Los angulos de un triangulo equilatero miden 60°

En un cuadrado, sabemos que la suma de las medidas de sus 4 angulos es
2 X 180° = 360° Como todos miden lo 'mismgd, cada uno de ellos medird

I |

‘es decir; sus cuatro angulos son rectos.

Los angulos de un cuadrado son rectos.
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Analicemos ahora el pentagono regular. Sabemos que la suma de las medidas
de sus 5 angulos es 3 X 180°. Como
todos miden lo mismo, cada uno de ellos
mide

3 X 180°

= & X 36° = 108%
5 i

3 X 180° I awe

Los angulos de: los exagonos regulares mediran

4 X 180°
6

Ejercicio 8. En forma analoga, calcule |a medida de los angulos de
a) un eptagono regular;
b) un octagono regular;

c] un poligeneiregular de 12 lados.

Ejercicio 9. Encuentre una formula para calcular la medida de los 4ngulos de un
poligone regular de n lados.




4. Una aplicacion.

;Ha observado usted alguna vez un papal de abejas? Esta hermosa obra de la
natiraleza nos muestra como, con exagonos reglilares, podemos tapizar el plano.

;Podriamos hacer lo mismo con otros poligonos regulares? Desde luego que si
con triangulos equildteros y con cuadrados:

\VAVAVAVAVAVAY.
VAVAVAYA. AVAVAN |
SO _ H

Y con otros poligonos regulares? Antes de contestar esta pregunta hagamos un
ejercicio.

Ejercicio 10.

a) Recorte de una hoja de papel grueso o carton unos 10 o 12 triangulos equila-
teros, como el de |a derecha, y vea como
puede ir tapizando el plano con ellos
(sin dejar “huecos” y sin encimar los
triangules).

b) Haga lomismo con cuadrados:
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¢) Lo mismo con exagonos regulares
como el gue se muestra.

d) Trate ahora de hacer lo mismo con
pentagonos regulares como el de la de-

recha. ;Qué ocurre?

¢e) Intente hacer lo mismo con: epta-

gonos regulares.

f) Y con octagonos regulares.

Al resolver este ejercicio habra usted observado que solamente se puede hacer
con poligonos regulares de 3, 4 y 6 lados (triangulos equilateros, cuadrados y exa-
gonos regulares). Con los deméas poligonos regulares no podemos tapizar el plano.

iPor qué ocurre esto? Para contestar esta preglnta conviene primero demaostrar

otro resultado.

Ejercicio 11.

y encuentre la suma de dichas medidas.

!

3)

(41

3

Z (1)

(@) =

<1 (3)

X (4) =

A-(5)

En cada inciso mida con un transportador los angulos que se indican

ZAM) + 22) + 2(3) «4) + Z(5)

Il
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(1) =

4(2) =
NI A (3) =

(3)/ @ Z(4) =

I+ (2 + a3 + x4

En:ambos.casos, salvo errores de medicion, la suma es 3607,

Este resultado podemos demostrarlo facilmente. En efecto, supongamos que nos
dan varios angulos con el vértice comun y queremos encontrar la suma de sus
medidas.

Podemos nosotros trazar un rayo adicio-
nal como se muestra en la siguiente
figura 'y encontramos una situacion asi:

El angulo £ (3) ha quedado subdividido en Z(3") y £(3"). Tenemos gue £ (3) =
28"+ 8.
Por lo tanto,
<E[) T 2£@2) T 28) £ Al4) = (5) =
L) -+ {.{[2] 280 & (BY) £04) + £1[5)
= 180° + 180°

(pues la medida de un angulo Ilano es 180°), Por lo tanto la suma mencionada es
1809 + 180°% =2360°.
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Ahora bien, al tapizar con poligonos el plano, en cada vértice aparecen varios an-
gulos como en el ejercicio anterior.

Veamos esto en los tres casos:

VAVAVAVAV.
’\/\/\

Ty
3 I\-"m

Segun lo anterior, la suma de las medidas de estos angulos debe ser, en cada
caso, 360°. Comprobemos esto en los tres casos que tenemos.

1. Trigngulos equilateros. Sabemos que cada angulo de un triangulo equilatero
mide 60°. Si juntamos 6 tridngulos equilateros, la suma de los angulos sera
6 x B0° = 3BO°

2. Cuadrados. Cada angulo de un' cuadrado mide. 90°. Al juntar 4 cuadrados
suma de los angulos sera 4 X 90° = 360°.

3. Exdgonos regulares. Los angulos de un exagono regular miden 120°. Luego,,

podemos juntar en un vértice 3 exagonos regulares, porque 3 X 120 = 360°.
;Qué ocurre con los demas poligonos regulares?

Examinemos el caso de pentagonos regulares. Sabemos que cada angulo de un
pentagono regular mide. 108°.

Ahora bien, si juntamos 3 pentdgonos regulares, la suma de los angulos en el
vértice serad de 3 X 108° = 324° < 360°

360° — 324° = 36° (sobra}
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Por otro lado, si juntamos 4 pentagonos regulares en un vértice, €stos se trasla-
paran pues 4 X 108° = 432° > 360°

432° — 360° =72° (se traslapan)

Esto prueba que con peritagonos regulares no podemos tapizar el plano.

Ejercicio 12. Haga un analisis como el anterior para:




Area




1. Area de regiones planas.
Desde la época de los asirios ha existido la costumbre de cubrir con mosaicos cua-
drados los pisos de patios, estancias, etcétera.

Seguramente en la mayoria de los casos, antes de cubrir con mosaicos un piso,
el albanil podia decir cudntos mosaicos iba a emplear. Por ejemplo, si se tratara
de colocar mosaicos en €l piso que se ilustra a continuacion,

el albafiil dirfa sin ninguna duda que paracubrir completamente el piso; s0n necesarios
63 mosaicos. (Observe que a lo largo del piso caben 9 mosaicos y a lo ancho caben 7).

Sin embargo, en otros casos el albaiiil no encontraria tan facil la situaciéh. Por
ejemplo, si se tratara de cubrir el piso ilustrado a continuacion,
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'se cubre tal piso pues. segiin podemos observar, hay ‘necesidad de usar fracciones
‘de mosaico.

De' todas maneras, hay un numero de mosaicos, o un npimero de mosaicos Y
fraceion, con los cuales se cubre ese piso; y es muy: facil encontrarlo, Basta con apli-
car las ideas que tenemos acerca del area de una regidn plana.

Hagamos algunas consideraciones al respecto.
A fin de darle generalidad a huestros conceptos, ya no hablaremos, por el mo-
mento. de pisos de patios o estancias. sino de regiones planas. Tampoco hablaremos

de mosaicos, sino de cuadrados que se toman como unidad de drea.

A continuacién mostramos: una unidad de drea y una region plana

unidad

Si ahora nos preguntan: cual es el area de esta region con respecto a la unidad
quie se.muestra; para contestar tenemos que ver cuantos cuadrados congruentes con.
la unidad contiene el interior de la region.

l unidad

Como. puede usted observar, el |nterior de la region contiene 17 cuadrados con-
gruentes con la unidad. Asi es que ya podemos contestar: “El drea de la figura es 17
con respecto a |a unidad mostrada”,

En este caso, el acomodar cuadrados congruentes con la unidad en el interior
de la region fue facil. Ademas, con 17 de dichos cuadrados se cubrié “exactamen:
" la figura.

Desde luego, no siemptre ocurre esto. Veamos por ef_i':e'mp:_la el siguiente caso:
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Se quiere conocer el area de esta region triangular.

D unigdad

Agui el metodo de “acomodar’” cuadrados congruentes con |a unidad en el interior
del trighgule, sélo nos permitira hallar un nimero que se “aproxima'’ al area; pero
no hallaremos el area exactamente..

[Hyras

Sin embargo. el area de esta region se puede determinar con precision. Sélo
necesitamos emplear otro metodo que sirva para ello. Mas adelante veremos este
metodo,

Independientemente del metodo que se elija para conocer el drea de una regién
plana, de antemano nosotros aceptamos que:

El area de una figura plana siempre es un numero positivo.

Ejercicio 1. En cada inciso, diga cual es el area de la figura, con respecto a |a
unidad mastrada,

a) b}

unidad

unidad
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c) L)

‘unidad

unidad




2. Propiedades del area

Ya que aceptamos que el 4rea de una figura p‘I'a'n“a_ es un nlmero positive, vemos
ahora que propiedades basicas tiene el drea.

| Un profesor que queria examinar a sus alumnos uso una fotocopiadora para
sacar varias coplas de una hoja en la que habia dibujado algunas figuras geométricas.

En el examen pidio a los alumnos que encontraran el éarea de dichas figuras vy,
al calificar los trabajos encontré que todos dieron las mismas respuestas.

Este resultado no fue mera coincidencia, Esta basado en el siguiente hecho, que
aceptaremos camo propledad del area:

Dos regiones congruentes tienen: la misma area.

(Intuitivamente. pensamos gque regiones congruentes son aquellas gue al “enci-
marse'' coinciden exactamente). !

Obseive que el reciproco de la propiedad anterior no es cierto. Es decir, si dos
regiones tienen la misma area, no necesariamente son congruentes.

Ejemplo. Las dos figuras siguientes tienen 12 cm’ de drea y no son congruentes.
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II. Si alguien quisiera obtener el area de la siguiente figura,

es muy probable que primero la partiera en la siguiente forma,

después. calculara por separado el area del triangulo y del rectangulo: y, posterior-
mente, sumara estos resultadas. Esta forma de proceder tiene como fundamento la
siguiente propiedad: :

El area de la union de dos regiones ajenas, es la suma de las areas de estas
regiones.

Ejercicio 2. Encuentre el drea de cada figura. Tome como unidad el centimetro
cuadrado.

a)
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c)

e)

IIl. Al tratar de encontrar el area de una region como la siguiente,

a veces procedemos como sigue:
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Ya que la region dada contiene a la region marcada con color rojo y como ésta
tiene un area de 12 cm’, decimos que el area de la region dada es mayor que 12 cm?.

Esta es otra propiedad del area y la enunciamos en la siguiente forma:

El area de una region es mayor o igual que el area de cualquier regidn que
esté contenida en ella.

Este hecho se utiliza, a veces, para calcular aproximadamente el area de algunas
regiones. Por ejemplo, si cubrimos ahora la region anterior en la siguiente forma,

T

decimos que el area de la regién dada es menor que 26 cm’. Juntando los dos resul-
tados podemos decir que si A es el area de la regién dada,

12 < A < 26

Desde luego, podriamos obtener una mayor precision en el calculo del rea de
esa region si tomamos unidades mas y mas pequefias. Observe usted las siguientes
ilustraciones:

unidad
unidad

.3'93.




]

unidad = i 1 i
unidad '

/

Aqui vemos como el drea de las regiones coloreadas se aproxima cada vez mas
al area de la region original.

En resumen:

Las tres propiedades bésicas del area de regiones planas son:
I, Dos o més regiones congruentes tienen la misma area.
i

El area de la union de dos o mas regiones ajenas, es la suma de las areas
de estas regiones: '

Il. El area de una region es mayor o igual que el area de cualquier region gue

contenga. :

394



3. Calculo del area de algunas regiones planas.

Para encontrar el drea de una region plana, es poco practico el método de “acomo-
dar" cuadrados congruentes con la unidad dentro de esa region plana. Cuando us-
ted deseg calcular el area de algunas regiones planas prefiere emplear férmulas. A
continuacion vamos a deducir esas formulas que usted conoce,

Area del rectangulo.
Antes de hacer deducciones definamos qué entenderemos por érea de un rectangulo.
Consideremos una unidad de fongitud, a la que llamaremos v, y construyamos un

cuadrado cuyos lados sean congruentes con esa unidad, A este cuadrado fo llamare-
mos v’ y lo tomaremos como unidad de drea.

Lt

Ahora podemos definir;

En un rectangulo cualquiera, si a es la medida del largo, con respecto a y, y'b
es la medida del ancho, con respecto a u, entonces el area de ese rectangulo es
el producio de 2 . b, con réspecto a U’

Si tomamos esta definicion 'y usamos las propiedades del area, podemos ya de-
ducir algunas férmulas.

Area de un paralelogramo.

Queremos obtener el area de un paralelogramo dée base b y altura h.

(Observe usted que la altura determina un tridngulo'y un trapecio en el paralelo-
gramol. !

Podemos llamar x y o a los segmentos que determinan la interseccion de la al-
tura con la base.

Ahora consideremos un rectangulo de base by altura h'y marquemos. sobre su
base un segmento x'congruente con x. '
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Luego tracemaes un tr-iiéngu[aj, como se muestra.

. =l =
e g e
El trapecio y el triangulo asi formados son respectivamente congruentes al tra-

pecio y al triangulo que tenemos en el paralelogramo. Por lo tanto, este rectangulo
y nuestro paralelogramo tienen la misma area.

Si designamos con A el drea del paralelogramo, podemos afirmar que

A=0bXh

Area de un triangulo.

Consideremos un triangulo cualquiera de base b y altura h.

= = —

Tracemos segmentos paralelos a dos de sus lados, como se muestra en la fi
gura siguiente;

| h ]

Obtenemos entonces un paralelogramo. Sabemos que en un paralelogramo los la-
- 1

dos opuestos son congruentes, por lo que a = &', b = b’. Como, ademas, ¢ = ¢,
concluimos que los dos triangulos que aparecen en la figura son congruentes.

Ahora bien, si multiplicamas b por h obtenemos el drea de esos dos triangulos con-
gruentes. Por lo tanto, el area de uno de ellos es [a mitad de b por h. Si denotamos
con A el area del triangulo, podemos afirmar que

_b X h
5 2
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Ejercicio 3. Observe que los trapecios de la siguiente figura son congruentes. Ya
que los lados y angulos de uno son respectivamente congruentes a los lados Yy &n-
gulos del otro.

/
al ;Es el area del paralelogramo (B + b) X h?

b) ;Cual es la formula para obtener el area del trapecio?

Ejercicio 4. Explique por qué la formula para el drea del rombo es A =

D X d
2
donde D y.d son respectivamente las diagonales del rombo.

-~ =l . ¥
_("“ 3 %\»._ |
Fo— @ ~_|
-~ "’“«-._,‘
L T d /f('
ey d
S, -~
S -
. -
b~ -
‘%_“ L~

Area de un poligono regular.

Consideremos; por ejemplo, un exagono regular.

7\ SN
\ a.’ %
/ \ v N\

N

—
i

F
F i

\-‘ z{"'a ; N i

\
\/ \/

e

Vemos que en €l se forman 6 triangulos congruentes. Por o tanto, el drea del
exagono es 6 veces el drea de uno de esos tridngulos. Esto es, si denotamos con A
el area del exagono,
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Pero 6/ es el perimetro del exdgono. De modo que, si denotamos: con P este pe-
rimetro, podemos afirmar que

A=P><a

e

Es decir, el area del exagono es el semiproducte de su perimetro por su apotema.

Desde luego, este razonamiento que hicimos para el exagono puede hacerse tam-
bién para cualquier otro poligono regular de n lados. Por eso la formula anterior es
aplicable a todos los poligonos regulares.

Area del circulo.

| Usted conoce la férmula para encontrar el drea de un circulo. A continuacion
trataremos de “ver" el porgué de esa formula. ;

Consideremos un circulo e inscribamos en €l diversos poligonos.

Seqgtn observamos, entre mayor es el nimero de lados que tiene un poligono; mas
se "“aproxima’ su area al area del circulo considerado.

También observamos que el perimetro del poligono se “aproxima a la longitud de
la circunferencia y que la longitud de la apotema se “aproxima” a la longitud del
radio.

Sabemos, que la formula para obtener el drea de los poligonos regulares es

_ P X a
A 2
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Ahora bien, si en esta expresion sustituimos el perimetro P por la longitud de la
circunferencia G y sustituimos la apotema a por el radio r, obtenemos la expresion

— C.r
& 2
Pero.como C = 2xr, podemos escribir también
= Zir i
2 2

y, simplificando, llegamos a la expresion

A = ar

que es la férmula conocida por usted.




4. Ejercicios y problemas.

En los siguientes ejercicios y problemas usted tendrd oportunidad de aplicar los
conceptos que, acerca del area, adquirid en las paginas anteriores. Necesitars, ade-
mas; utilizar algunas ideas relativas a ecuaciones.

Ejercicio 5. Encuentre el area de cada una de las siguientes figuras.
a) b)
l—'2.-5 cm—{

1.5 em

}— 45 ¢in ——I 3 cm
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31= 12

d)

c)

El area del circulo es 16

v =

&)l

_2:: —
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Ejercicio 7.

a)l Las rectas / y m son paralelas; AB &2 PQ = ST. ;Cuél de los triangulos tie-
ne mayor area?

I|l —_——

b) ¢Puede asegurar que el area del A ADC es igual al drea de| A ACB? AD = DB.

c) Los segmentos marcados con el mismo color son congruentes. Las rectas |/
y m son paralelas. ;Puede afirmar que las éreas de los trapecios son iguales?

= —— =

s =

d) ¢Es el area del trigngulo de |a derecha, el doble del area del triangulo de la
izquierda?
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¢) ;Es el area del triangulo de la derecha el doble del area del -tr-ia_‘ng_ulo-' de la
izquierda?

f) Trace una paralela a |a base del triangulo, de manera que las regiones que se
forman tengan la misma area,

Problemas.

1. ¢Cuantos mosaicos de 0.25 por 0.25 m, se requieren para cubrir un pasillo rec-
tangular que mide 17 m de largo por 2.50 m de ancha?

9. El m* de vidrio de color cuesta $85.00. ;Cuanto debe pagarse por un wvidrio
que mide .28 m de ancho por .45 m de largo?

3. ;Cuéal es el drea del ruedo de una plaza de toros, cuyo radio mide 20 m? (Use
como aproximacion racional de =, el nimero 3.14).

4. El lado de un patio cuadrado mide 5 m. Si ese patio se debe ampliar de-modo
tal que se duplique el area conservando su forma, jcuanto debe medir el lado?

5. ;Cuél de los dos envases, dibujados a continuacion requiere menos material?

22 cm

o 3 9CIT1

9 cm:
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6. ¢Cual es el area de la pared en la ilustracion siguiente?

(

‘[ 3.26m I

~

1\
1\
\

J}/-‘-’fjr 4m 4\
bt \\

7. Dos lotes rectangulares tienen la misma drea. Si uno de ellos mide 15 m por:
30 'm, jcuél es el ancho del otro lote que mide 12 m de largo?

8. Un pintor cobra $4.50 por pintar un metro cuadrado de pared. ;Cuanta de-
bera pagarsele por pintar dos paredes como las de la ilustracion?

3.50m |

2850imt

9. Las arandelas que se dibujan a continuacion son del mismo espesor. ;En cudl
de ellas se empleé mayor cantidad de material?

10. ¢Cual es el mayor nimero de hojas de carton, de .30 m por .20 m, que pue-
den sacarse de una hoja que mide 1 m por 1.40 m? ;Qué cantidad de cartén sobra?
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- Soluciones a los
Ejercicios y Problemas




IV. Los niimeros reales

1. Los niimeros irracionales.

Ejercicio 1.

V'3 es aproximadamente igual a [1.7]

Ejercicio 2,

V'5 es aproximadamente igual a 2.2

S
+

Ejergicio 3.

V6 es aproximadamente igual a 24

0 1 2 ¢ 3
2.4
Ejercicio 4.
— V5 V5
-+ — I i + k= U
=7 =g —3 {0 1 V3 VB 3

V. Distancia entre dos puntos

1. Definicion de distancia.

Ejercicio 1.

a) La distancia entre Py Q es 7 centimetros.

b) Ladistancia entre'R v M es 11.2 centimetros.
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) Ladistancia entre My N es 3.5 centimetros:
d) Ladistancia entre Q y:S'es 104 centimetros.
g) Lladistanciaentre Ay B &8s 5.1 centimetros.
fl La distancia entre:'S y T es 9 centimetros.
g) Ladistancia entre Ry S es 10.1 centimetros.

h) ladistancia entre Cy.Nes 1.8 centimetros.

Ejercicio 2.

La distancia del punto 0 al punto A es de 25 milimetros. Todos los puntos que haya
usted trazado deben auedar en la circunferencia.. :

Ejercicio 3.

Todos los segmentos miden lo mismo.

2. Coordenadas en una tecta.

Ejercicio 4,

a A= bh) B = (45) 8] € = (6.4)
d) D = (8) el E = (—15) fl F = (-3
al G = (—4.5) R H = (—6:1) il 1= (0)
Ejercicio 5. 1 em
~=
S QMP BT iQelh A
o 7R '

3. Distancia entre dos puntos nombrados por sus coordenadas,

Ejercicio 6.

a) La distancia de A al origen €s 5.
b) La distancia de B al origen es 7.
c) Laidistancia de C al origen es 12.
d) La distancia de D al sorigen es 7.5.
e) La distancia de £ al origen es 18.3.

f) La distancia de F al origen es 12§

gl La distancia de G al origen es V2.
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h) La distancia de H al origen es =

i) La distancia de I al origen es V5.

Ejercicio 7.

a) Ladistancia de A al origen 65 5;

b) Ladistancia de B al origen es 7.

c) La distapcia. de € al origen es 12.
d) La distancia de D al origen es 7.5,
e¢) La distancia de E al origen es 18.3.
f) La distancia de F al origen es 1;-
g) La distancia de G al origen es V2.
h) La distancia de H al origen es .

i) La distancia de [ al origen es V5.

Ejercicio 8.

a) Ladistancia entre C'y D es 23.

b) Ladistancia entre/ @y Bes 10.05.
¢) Ladistancia entre By W &s 67.8.
d) Ladistanciaentre T vV es 208.31.
e) Ladistancia entre N'y R es 58a.
) La distancia entre A y D es 3x.
g) Ladistancia entre Sy T es 7a.

h) La distancia.enire M v N es 12.
i) La distancia entre R y K es 26.2.

i) Ladistancia entre A'y B es 13467
k) La'distancia entre K y L es 2507.1.
I} Ladistancia entre U'y E es 3a.

m) La distancia entre Ny C es 3.5x
n) La distancia entre C y D es 22.
o) Ladistancia entre G y' H es 137.
p) Laidistancia‘entre £y F es 7.9.

q) La distanciaentre Ay Pes 37.58.

r] La distancia entre Ty Z es 5n.
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VI. Desigualdades

1. Orden entre los nimeros reales.

Ejercicio {1.

gl =1l <= 35 fl == —=x

bl 43 > —7 g —2 <2

c) —28 < 16 h) 53 > 28

d —7w> —T4 i) VZ<a

e] —B62 < 486 il 0= —&

Ejercicio 2.

al a > b d} b <d gl d > a
b) a < d el ¢ < b hy d = b
el b>e e <d

Ejercicio 3.

al] —7 < 2 k) —372 < —315
b) 45 > 29 i) —204 > —206
c) —37 > —43 i) i% > —2i5
d) —27 < 27 Kl —m < —V6
e) 138 > —46.7 I} —+g§ <3

: | . o
f) 109 < 203 m) e o

3 — 15

g =5 =

~ Ejercicio 4.

a) Siay b son dos nimeros reales positivos y a esta a la izquierda de b: entonces
2 TR o

b) Si b es un nuamero real pasitivo ¥ a es un ndmero real negativo, entonces
a < b
Cualquier niimero real positivo es mayor que. cualguier niimero real negativo

¢) Si b es un nimero real positivo, entonces b > 0
Cero es menor que cualguier numero: real positivo.
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d) Siaesun numero real negativo, entonces a < 0
Cero es mayor que cualguier nimero real negativo.

e] Siay bsondos nimeros reales negativos y b esta a la derecha de a; entonces
b > a
f) Si sabemos que a, b y ¢ son nimeros reales y sabemos que @ > by b > g,

podemos concluir gue a >¢

a) Sim, iy p son ndmeros reales y sabemos que m < ny n < p, podemos en-
tonces concluir gue m < p.

Ejercicio 5.

al 8 >5>—p bl =8 < 0 < 35
c) 9> 3> —4 d) 85 < 85 < 85
LA 1 3 :

AL e L e B ) 41 > > 25
e) 3 < B <5 2 f) > 2

Ejercicio 6.

al 10 > 7 > 5; 7 esta entre 10y 5.

bl —6 < —4 < —1; —4 esta entre —6y —1.

cl .04 >0 > —03; 0 estd entre —.03 v .04.

dll =25 < 0 < 1; 0 esta entre —25y 1.

e) 31415 < = < 3.1416; ~ ‘esta entre 31415 y 3.1416

3. Graficas de desigualdades.

Ejercicio 7.

—G—5—4—-3—2—1 0 1 2 3 4 5 8

a) ¥ puede ser ef 2. b) xpuede serel —1.

¢) x no puede ser el —56. d) xno puede serel —{2.
el x puede ser el 0. f) % no puede ser el —7.3.
wg) X puede ser-el —4.7, h) x puede ser el 6:3.

i) x no puede ser el —5. j)' X puede ser el 5.

.Ejercicio 8.

Cr— ! | —

—6=—5—-4—-3-2—1 0 1 2 3 4 5 6 7 '8
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al y == 83 bl y = 17.9 ¢} y = 34

d y = —6 &) y o~ 12 oy =0

g y= -1 W oy = —178 )y

Ejercicio 9.

a) 2.5 no pertenece al conjunto.

b) —3.4 no pertenece al conjunto.

—5-4-3-2-4 0 | 2 34 5 &
c) 0 no pertenece al conjunto.
o ; i — U b r 3 o
—5—-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
d) —4.2 no pertenece al conjunto.
-t + + : + + T E— e e
—b—5-A-3—2—10 1 4 3 &
e) 0 no pertenece al conjunto.
—5—4-3-2-1 061 2 346
f). 1.7 no pertenece al conjunto.
. S— + + + == ———H t
—f =B =810 i 2 3 4 5 B
Ejercicio 10
A4l % == =2 b) x < 4 : eIl <= =1
d x > 2 e) x > —3
Ejercicio 11.
al p= —3 Esta grafica es un rayo

L1
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v

bl ¢q —2:5 Esta grafica no es un rayo

B alaningliglinl i Re e T

dl r < 68 Esta grafica no es un rayo

Pty ¥ i

R e I T A il

A

€) =73 Esta grdfica es un rayo

T 1
:..}-
ool

Ebma=aake o Lozt billlksiiie s

fl v=0 Esta grafica es un rayo

—6-5—4=3—p=1 0 f 12 3 &

gl a='v2 Esta grafica €s un rayo

[ilmeis =

Ejercicio 12.

al 5 < x <6

"
e A L + " L

—f—H=4—4=—2 —1 & | 2 3 4 5 &

+
L

=1

La grafica 'del conjunto no esun segmento.
b @ == 7

—5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 .8

La grafica del conjunto es un segmento.
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7 —6-5-A4-8-2-1 0 1 2

F =
o

La grafica del conjunto es um segmento.

d)l 0 <y < 45

O +

~5-4-3-2-10 1 2 8 4 5 6

La grafica del conjunto nees un segmento.

e_) —45 < 5 < 0

o —
—>

—6—5-4-3-2-10 1 2 3 4 5

La grafica del conjunte noes un segmento.

fl v2 =a=n

-

—j—e—b5—A—8—2—1 O § 2

wg
=
[Sa B
Lo
~1

La grafica del conjunto es un segmento.

Ejercicio 13.

a)) —2 =4 =3 h) 2t <7
¢l —15 < p < 10 d) —f=wyv= 12
e —wm < m<a f) —80 < x < 20
g 4=g=w7 h 0=y=2r

i) —45t(fx< —10 i) — ViD= & = V10

Ejercicio 14,
al La troposfera se localiza a una distancia entre 0 y 11 kilémetros del nivel
del mar, Si llamamos t a la distancia de un punto cualquiera de esta region al

nivel del mar, tendremos.

0 <t < 11

b) La estratosfera esta situada entre 11 'y 110 km artiba del nivel del mar. Si e
es |la distaneia de un punto cualquiera de esta region,al nivel del mar, entonces

11 < e < 110.
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c)

d)

La ioncsfera esta comprendida entre el kilometro 110 y el kilometro 800 sobre
el nivel del mar. Si llamamos i'ala distancia de un punto cualquiera de |a ionos-
fera al nivel del mar, tendremos entonces que

110 < i < 800.

La exosfera se sittia mas alld del kildmetrs 800 sobre el nivel del mar. La dis-
tancia £ de un punto cualquiera de la exdsfera al nivel del mar, se puede es—
cribir asi:

E > 800

Ejercicio 15.

al =35 < <D

by —2900 < m: < —35

c) —5000 < n < —2900

d) —6400 < x < —5000

Ejercicio 16:

al 46000000 = m = 70000000

b] 106900000 = v = 108 400 000

¢) Se puede describir con cualquiera de las dos expresiones siguientes:

162 000000 = ¢ = 149500000

149 500 000 = ¢ = 152000000

d) Se puede describir con cualguiera de’ las dos ‘expresiones siguientes:

248 000 000 = M = 206 080000

206 000 000 = M = 248 000:000

Ejercicio 17.

al
¢
e)

q)

h)

414

t > 2600 b) m < —72
lfquido d) sdélido.
liquido f) —2188 < y < —183

Si un euerpo esta formado' con hidrogeno en estado Iiquido y tiene una tempe:
ratura w, entonces esa temperatura w ests entre. =259 y —253 grados vy,
por lo tanto, —2591 < w < — 253,

liquido i) —253 >z > —2591



Capitulo Tercero

Graficas

Coordenadas en el plano

Ejercicio 1.

by N = (1,2) c) O = (1.3) d P = (3,3

e) 0 = (3 15) g) B = [—2 1) Bl G = (=3, 1)
i) B = (—25,3) K F = =32 G = =2, =38)
n) 'S = (f, —=2) 0) T = (2 -3

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

a) De R al eje de las ordenadas hay 5 unidades.
b) A =(0,3,€C = (30,0 = (00

¢) B=(—44,¢€=(02,D=1(020

d) De base mide 7 unidades, y de altura mide 3 unidades. Su drea es de 21 uni-
dades cuadradas.

g)l B = [6;0]
f) El area del rectangulo es de 15 unidades cuadradas.

g B = (=3, 3),D = (38 —3). El ared del cuadrado ABCD es de 36 unidades
" cuadradas.

h) El area del rectangulo ABCD es de 60 unidades cuadradas.

) M =1(023, N=1(-2310, Pp=(0 —23), @ = (23 0]
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) Cc = (7,8), D = (1, 6). El area del cuadrada ABCD es de 36 unidades cua-
dradas.

k) B = (4,3), C = (4, 7). El area del cuadrado es de 16 unidades c¢uadradas.
) El area del triangulo ABC es de 5 unidades cuadradas.

m) La distancia de S al origen es de 5 unidades.

n) El radio mide 5 unidades.

0) A= (20),B = (4.3), C = (2,6),D = (0, 3).

p) € = (—4, 0). El area del triangulo ABC es de 12 unidades cuadradas.

Ejercicio 4.

b) El punto A coincide con el punto A', el punto B coincide con el punto B' y el
punto C coincide con'el punto C'. Los lados quedan Superpuestos

Ejercicio 5.

a)] M"= (2 5), N = (4 3), P = (1, —6)

b) El punto M coincide con el M’ el N con el N’ y el P con el P'. Los lados que-
dan superpuestos,
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Ejercicio 6.

a)
R
I Np
S.r \
A
=N
A\
VAl
b) Las abscisas son iguales.
Las ordenadas son inversos aditivos.
o) 7 1
_ ;
' 5 l \\
A N L N
mrenEElEEEEELE
g i
3 J
=1
&
_t‘)I

d) Las abscisas son inversos aditivos,

Las ordenadas son iguales.

Ejercicio 7.
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Ejercicio 8.

aie PE={T 1, b) @ = [=3, 3] c) R = (-4, —
d) S = (2.8, 84), el T = (—6:2, —3.1), fl U= (-2 4
g V= (709, h W = (—1,9)

Ejercicio 9.
al. Si la abscisa es x, la ordenada es x.

¢). Si la abscisa es ¥, la ordenada es —j{—

d) Si la abscisa es x, la ordenada es 3x.

e} Si la abscisa es x, la ordenada es %

f) Si la abscisa es ¥, |a ordenada es xZ.,

h) Si la abscisa es x, la ordenada es (3x)%

Ejercicio 10.

b) B = (4, —8) ¢) C = (2 %w]

dj D = (—569. 69) e) E = (2 11)
i

By F = =)

Ejercicio 11.

a) A = [—i3.6). B = (=2, 4), G = =12
D = (0, 0), E = (1, —2), F = (2. —4)
G = (3, —8),
b) y ¢)
] 0 1
I [ i
R : | : | i ;L
_'.& I | : : ;_. !_
NG T T T _
1,7 S I
1] I
feNd [T I | |
i Ei = I : —
RE | i
i b= ' | =
18, S () |
| Il i I

418



d} Todos los puntos estan en la misma recta

Ejercicio 12.

¢ = (0, —6)
F = (3. 0)

—8),

E = (2, —2),

8 = I[=1;

a)

A = (=2, —10),

(1. —4),

G = [4,2),

b) y ¢)

Si, ‘todos los puntos quedan en la recta.

d)

Ejercicio 13.

i
— o T ——+ ;
i || o
1 .
| _ _ P
I B e S S L o
515 8 1 B
eees B i [———
= Il U = 25 i e
R B T e e
g g e be e -
L e e = IS R B S =
L | nobsmas [Sna |
1] 0 U 1 O
ERINEEI R e
1500 O 1l = 1= A =

a) Se marcaron 36 puntos. Los posibles resultados en las jugadas de dados son 36
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b)

6
5. 4
o @
¥
. - ale
ad
0 ..'
=
p LICIN
' ® elo
0f 1 2B 4b6

o) Al 7, porque de los 36 resultados posibles hay mas sietes gue ochos o seises,
por ejemplo.

d) Usted deberia escoger el 5, porque de los 36 resultados posibles hay mas:
cincos que treces.

e) Usted deberia haber escogido el 8.

f) Cualguiera de los dos, ya gue tanto el 6/como ‘el 8 tienen las mismas posibili-
dades de salit.

II. Graficas

1. Las graficas como un recurso para analizar y estudiar fenomenos y situaciones.

Ejercicio 1.

a) Chihuahua b) Tlaxcala
¢c) 1. Tlaxcala 2. Tabasco 3. Yucatan
4. Veracruz 5. Coahuila 6. Chihuahua

Ejercicio 2.

Unidades. astrandmicas

Mercurio Verjus Tierra Marte Jipiter Saturna:
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Ejercicio 3.

a) A las 14 horas.

b) A las 6 horas.

c) Si.

d) No es posible. La gréfica muestra que durante ese periodo la temperatura del
paciente descendio. Ademas, por lo que se aprecia en la grafica la temperatura

tiende a bajar durante todo el tiempo.

e) Es posible que haya tenido una temperatura de 39,5 grados.

Ejercicio 4.

=13
e

a5

f=Taladl
HEL
o

Diska
o
i,

a3

™
P,

Fiempo

b) Todos los puntos trazados estan contenidos en una recta.

2. Algunas ideas sobre lectura e interpretacion de graficas.

Ejercicio 5.

La poblacién de México en 1905 era aproximadamente de 15000 000 de habitantes;
en 1925, de 16000 000; en 1945, de unos 24 000 000y en 1955, de unos 30 000:000.

En 1980 la poblacién de México sera aproximadamente de 63 millones de: habi-
tantes. '
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3. Algunas ideas sobre la construccion de graficas.

Ejercicio 6.

Ejercicio 7.
a) En 1965 habia 35000 kilémetros.
b) 8e construyeron 2 000 kilometros.

c) Se construyé el mismo nimero de kilsmetros en los dos perjodos..

Ejercicio 8.

. /Jll —

Ejercicio 9.

[
|
1. |
|
7
%
|
a
?

0] B | ]..__._'
EEEmE I

i

|

l-m

|

|

=

[

I

|
|
|
|
1.,,_;_._?__._
|
|
|

|
|
|
i

|

|

53

Sma ] i =

-l ! 1
5 21

B
i

}

|
L]

0
= |
l i !
Ul | L
|
|
|
|
|
|

,,_
=]
R
2l
o
&
57

_____ S I o300 B (5 ) O 1

1967, '_:_af_&.-__._ 1969 |
| i

|
|
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Il.. Graficas lineales

1. Tablas y gréficas.

Ejercicio 1.

<0

- MW B oo ooy -1 @

Y

Ejercicio 2.

Ejercicio 3.

La abscisa es el doble de |a ordenada.

Ejercicio 4.

Larelaciones y = 4x

Ejercicio 5.

Los puntos téndrian las coordenadas (—4, —8], (=3, —=6).(—2, —4), (=1, =2) y su
grafica es la siguiente:
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=
—3
—4
—5
—6
=7
-8
2. Tablas y expresiones algebraicas.
Ejercicio 6,
by v = x + 3
x tomna los valores 0, 1, 2, 3 y 4.
¢l y = —«x
x ‘toma los valores 1, 2,3, 4, 5y 6.
dl vy =% — 1
x toma los: valores 2, 3,4 y 5.
el Iy = 5x
x toma los valores —3, —2, —1, 0y 1.
Ejercicio 7.
aj X —2 = 0
¥ 0 i
b] —1 | 0 |1 5
—2 =4 ||ra
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ic)

X|| =5 =4 =3[ =2 =1
y| 5| 4 3] 2| af
d) _
o UE =1 1 1.5 25
y | —1 3 A B
3. Graficas lineales. .
Ejercicio 8.
- _ b)
a) g -/-,. <
('/’“
AL e
//1 i . .
Y |0 )
P4
//.
/
o) d) i ’/
_ / ;
. / /
J }(
W i/
_ il
0 vi
/
]/ 7
/
i /
/
/
e) f) p
..._/. I T ay / = i
(] / L (o]
L=
/)
i
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o i a i
7
Vv
B ~
i | 7 i ’ . ..--""".H‘r
0 1I — 'r.‘.-.r.'r. w
/ =1 (a8l 1
7
" 4. Algunas aplicaciones de las graficas lineales.

Ejercicio 9.
a) 48 grados centigrados b] 32 grados farenheit.
c) A 86 grados farenheit. d) 10 grados centigrados.

€] Si la hay. La temperatura para la cual el ndmero de grados farenheit es igual

al nimero de grados centigrados es —40 grados farenheit o bien —40 grados
centigrados. Esto se puede calcular facilmente con la férmula dada, si consi-
deramos, como lo indica el problema, gue F = C, es decir que en ella pode-
mos sustituir F por C o viceversa.

= 1B + 32
Como F = C:

F = 18F + 32.
Resolviendo esta ecuacion tendremios:

F—18F = 32

—8F = 32
32
F= 32 = —p
—.8
Capitulo Cuarto
Geomefria
I Congruencia
Ejercicio 1.
EF & €D I = GH AF = CD
BE = FD WN = KT D % AD
JI R BE & FA
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1. Triangulos congruentes.

Ejercicio 2.
NADF & AKIF AFDG % AFIK
AKDG £ ACJG AKDG £ ACEH
AMGH & AAGI NJEHM ‘B AGHC
AIFK. = AEHC ABFH = ALFH

2. Trazado de poligonos congruentes,

Ejercicio 3. Porque la medida de A'C' es igual a la de AC. Analogamente, B'C' = BC.

Ejercicio 4. Siga el procedimiento explicado.

Ejercicio 5. Puede triangular a) y ¢) en varias formas. Por ejemplo, las siguientes:

Después siga el procedimiento explicado.

Ejercicio 7.

3. Angulos

Ejercicio 8.

Ejercicio 9.

2Doc = 90° ADOE = 38° JEOF = 52° AFOC 128°

180

ZBOF = 128° ADOF = 907 “LFOA = 807 <LEOB
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4. Paligonos congruentes
Ejercicio 10.

Los. angulos ‘que usted trazd en su cuaderno deben tener la misma
medida que los angulos dados en los incisos @) b), ¢) y d)

Il. 'Semejanza

1. Triangulos semejantes

Ejercicio 1.
al a = 3, ¢ = 5
b) = 30, b = 16
¢) x = 11, y = 86
Ejercicio 2.
a x =7 y=25
bl & = 10, U = 3
c) x 5 y =3
Problemas.
1. AB = 30m.
_ 280 — 230 L )
Sl e = = : I :
1,60 230 X = 03478, aproximadamente x = 035m
y _ 180 — 035 o |
2.30 0 Y = 2084..; aproximadamente y = 2.08 m
3. 80cm.
Ejercicio 3.

Ejercicio 4,

f = 80°, .48 = 55 AT = 45°
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2. Poligonos semejantes.

Ejercicio 5.

a) semejantes; b) 500 c) 500 dl 12 el 60
A 7 g) 35 hl 7.5 _ i) 25
Ejercicio 6.
a) 60 ) upa c) iy d] 6 A milimetro
1 60 =10
Ejercicio 7.
\a) 2853 'm b) 3231 m 0) 6806 m d) 6221 m
Problema:
A = T e s
20 5 LS GITL
3. Rectas paralelas.
Ejercicio 8.
a) A(8) = 40°, A(2) = 140°, =L(4) = 140°.
b) A1) = 110°, «£(2) = 70%, - Z(8).= 110° 4(4) = 70

60°, LDAB = 4DCB = 100°.

¢) ADCA = 40°, ZCAD
AD = A8 = 80°.

Ejercicios 9.

Son semejantes porgue rienen angules respectivos: cangruentes.

Problema 1.
3x = 180%, x = BO®
Problema 2.
X + 3x = 180°, 4x = 180, x = 45°

Problema 3.

o %x = 180°, % = {g0°, x = 108°
4. El teorema de Tales
Ejercicio 10.

AC _ 4 AN _ 3 AQ _ 2

AS 1 AS- 1 AS 1
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AG _ AB AN _ AM AQ _ AP

AS AR ' AS AR AS AR
GA AM _ AP _
B Y R AR

Ejercicio 11.

aj

b)

c)

/
/i
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Ejercicio 12.

Ejercicio 13.

a)

b)
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lll. Poligonos regulares

1. Suma de las medidas de los angulos de un triangulo.

Ejercicio 1.
a) 4B = 60° aC = 90°, ZLA + <L B + £C = 180°
b) LA = 50° 4B = 70°, € = §0°

LA+ AaB + ¢ = 180°

c) LA = 20°, 4B = 120°, 4C = 40°
A + AR + A6 = 1806°

Ejercicio 2.

“L(3)= 70

Ejercicio 3.

A(3) + =(4) = 180°

(1) + Z£(2) + Z[4) = 180°
E[) & =Ef2) = =(3)
Ejercicio 4.

al Sienun &4 ABC A£A = 90°y 4B = 90° entonces IC = 02
b) 8i=fA = 90° como A + 4B + AC = 180°, entonces =fA + 2C = 90°

¢) La suma de los dos dngulos no rectos ‘es 90°, y ambos son positivos. Per lo
tanto ambos miden menos de 90°.

Ejercicio 5.

Como LA + B + A€ = 180°: si, por ejemplo, &LA > 90° entonces A8 +
“AC < 90° porloque «TA < 90° y AC < 90°.

2. Suma de las medidas de los angulos de un poligono.

Ejercicio 6.

Il

al. LA 1207 B = 100F AC

= 60°, 0D = 80°
AA + AB + AC + gD = 360°

b) A = 90° 4B = 130°, AC = 60°, 4D = 80°
LA+ AB + «C + 4D = 360°
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Ejercicio 7.

1800 y 2700"

3. Poligonos regulares. Medida de sus angulos.

Ejercicio 8.
4) B X 180° _ 5ppe
7
b} M.o_ = 435°
8.
10 X 180° — qepo
Ejercicio 9.
(n — 2)180°
n
4. Una aplicacion.
Ejercicio 11.
a) (1) == 807
2(2) = 80°
Z(3) = 30°
A(4) = 60°
A(5) = 130°
(1) + A(2) + «(3) + (4) + «(5) = 360°
b) ~(1) = 100°
A(2) = 60°
Z(3) = 70°
Z(4) = 130°

I

(1) F+ =r2) + =1(3) + =£(4) = 360°

Ejercicio 12.
a) 3 X 1286° = 385.8°% 385.8" — 360° = 25.8% (se traslapan)
b) 3 X 135° = 405° 4057 — 360”7 = 45° ([se traslapan)
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IV. Area

1. Area de regiones planas.

Ejercicio 1.

a) 18, h) 8. ¢) 20, d) 1

2. Propiedades del area.

Ejercicio 2.

al 13 ecm’ b) 135 em? el 135 cm” d) 1256 cm?®
e] 145 cm’ f) 14 cm?

3. Calculo del area de algunas regiones planas.

Ejercicio 3.

a) st b, A= B T 0lhA

Ejercicio 4.

Al multiplicar £ X \d, obtenemos el drea de un rectangulo que contiene 8 triangus=
los congruentes. El rombe solo contiene 4

4. Ejercicios y problemas

Ejercicio 5.

a] 13 cm’ b) 5.25 cm’ c] 981 cm”
d) 12.56 cm’ e) 9.75 cm’ f) 15375 cm?
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Ejercicio 6.

a)

d) ¢

| = 403 b) x = 428 G = B
20

I’

Il

Ejercicio 7

a)

b

c)

d)

e)

f)

Los tres triangulos tienen la misma 4rea. Ya que tienen la misma base y la
misma altura. ;

Si, los dos triangulos tienen igual base e igual altura:

Si, ya que tienen iguales bases e igual altura.

No, un drea es xy, la otra.es 4xy.

_ - N
Si, un 4rea es xy, laotra es V2y V2x = (V2)xy = 2xy.

ne como base 2 ycomo altura _6
Vg ! V2

Problemas.

1.

El de la izquierda requiere 338.8 cm’, el de la derecha 954 cm®.
11 m’, 7. 3750 m. 8. $84.38,

La arandela de la izquierda tiene un drea de 9.42 cm’, la de la derecha tiene un
areade 10.55 cm’

10. 23 hojas, sobra .02 m’ de carton.
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