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INTRODUCCION

“El deseo de saber y de superacion
es innato en el corazon del hombre,"

Benito Juarez

Estimado lector:

Uno de los objetivos mas nobles del ser humano es su perfeccionamiento personal.
Ahora que usted decidio realizar un esfuerzo mas por instruirse y superarse, per-
mitanos felicitarlo calurosamente.

Como ya se imaginara usted, el estudio de este libro requiere constancia y mu-
cho trabajo; pero el esfuerzo vale |a pena. Todo lo que el ser humano -adquiere con
su propio trabajo le resulta verdaderamente valioso y es lo que le produce las ma-
yores satisfacciones.

A medida que vaya avanzando en el estudio de este libro ira usted adquiriendo lo
siguiente:

a) Una conceptuacion mas precisa de las ideas matematicas gque usted obtuve
en la escuela primaria.

b) Un conocimiento mas amplio de las operaciones con los nimeros y de las
propiedades que tienen esas operaciones.

¢) Una habilidad para interpretar y manejar correctamente los simbolismos mate-
maticos.

d) Una habilidad para analizar y resolver problemas.

e) Una habilidad para resolver y emplear adecuadamente algunas ecuaciones.

Al alcanzar estos objetivos particulares usted habra logrado su objetivo general:
Obtener la preparacion suficiente para acreditar su primer curso de matematicas,
correspondiente al primer afo de la escuela secundaria.

Los autores




Algunas orientaciones para el estudio de este libro

Tanto usted como nosotros, amigo lector, deseamos que el tiempo dedicado al
estudio de este libro rinda los mejores frutos. Con esta idea. nos permitimos hacer
a usted algunas sugerencias:

Prepare un sitio adecuado para sus estudios. Un lugar en el que se sienta co-
modo y tranquilo para estudiar a gusto.

Elabore su propio horario de estudios de acuerdo con sus otras ocupaciones. Es
conveniente estudiar entre 50 y 60 minutos diarios, por lo menos. 5 dias a la semana.

Empiece cada sesion de estudio teniendo a la mano los dtiles que va & necesitar:
cuaderno, lapiz, papel, pluma, goma, pinturas, etc.

Procure usted cumplir con el horario que se haya fijado para estudiar. El conte:
nido de ‘este libro podra‘cubrirse aproximadamente en 120 horas de trabajo; pero
esto es muy relativo, pues todo depende de las condiciones y necesidades de cada
persona. Esperamos que usted avance normalmente y tenga la satisfaccién de ter-
minar a tiempo el material del libro.

A continuacion le explicamos como esta hecho el libro y le sugerimos como es-
tudiar en él para obtener el maximo provecho.

A fin de facilitar su manipulacién, el libro ha sido dividido en dos partes, pues
consideramos que se puede trabajar mejor en dos tomos, relativamente delgados,
que ‘en un libro demasiado grueso. En cada tomo se presenta un capitulo del Iibro,
y es el material que corresponde, aproximadamente, a la mitad del curso.

Cada leccion en el libro consta de una breve explicacion, algunos ejemplos vy
varios ejercicios y problemas.

Lea cuidadosamente la explicacion hasta que capte la idea que se expone. Los
ejemplos ayudan a aclarar la misma idea. Por eso léalos también con mucho cui-
dado, sigalos con toda atencion y. finalmente, resuelva los ejercicios.

La selucion de todos los ejercicios se encuentra al final de cada tomo. Compare
usted sus respuestas con las que ahf se dan. Si tuvo errores, analice por qué, repase
las: explicaciones y ejemplos y, por dltimo, corrija las fallas que haya tenido en su
resolucion. No pase usted a la leccion siguiente sin haber hecho este trabajo por
completo. Esto es de vital importancia para lograr un aprendizaje firme.

Algunos ejercicios y problemas estdn marcados con una pantalla amarilla para
indicar que ‘tienen un grado de dificultad mayor que los otros. Resuglvalos con
mucho cuidado.

El présente libro es, al mismo tiempo, un texto y un cuaderno de trabajo. Es-
peramos que su estudio le ayude a lograr el objetivo que usted se ha fijado.
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Los niimeros naturales
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1. Los numeros naturales y los conjuntos

El hombre, en su afan de comprender mejor el mundo que habita, ha creado mu-
chos conceptos que le han sido de gran utilidad. Uno de estos conceptos es el
de numero.

Los numeros que aparecieron primerc en la histotia de la civilizacion fueron los
numeros naturales.

Los numeros naturales son 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9; 10, 11, 12, etc., y se lisan para
contar: es decir, para indicar cuantos objetos hay en un conjunto dado.

A veces es muy facil contar los elementos que hay en un conjunto, Por ejemplo,
al ver esta ilustracion podemos decir répidamente que hay 6 personas, 1 mesa, 7
siltas, 3, flores, ete.

Otras veces no es tan sencillo contar los elementos que hay en un conjunto. Por
ejemplo, veamos la siguiente situacion.

En cierto zooldgico hay sélo animales acudticos y animales mamiferos. Se nos
informa que hay 150 animales que son acuaticos y 200 que son mamiferos. Si
sabemos que entre esos animales hay 50 que son acuaticos y mamiferos a la vez,
;podemos decir, con esos datos, cuantos animales tiene el zoolégico?

Es posible que no vea usted ahota con claridad como se debe resolver este pro-
blema, Para interpretar bien este tipo de problemas conviene estudiar algunos concep-
tos relativos a conjuntos. Pero por lo pronto, quiza pueda usted hallar la respuesta al
observar la siguiente ilustracion. '

14



Aqui tenemos 5 animales acuaticos y 6 animales mamiferos. Sin embargo, no
son 11 animales en total, sélo vemos 9. Eso se debe a que hay 2 animales (los dos
delfines) que son a la vez acuaticos 'y mamiferos.

En lo que sigue vamos a estudiar algunas ideas relativas a conjuntos.




1. Conjuntos

En los parrafos anteriores encontramos expresiones relativas a algtn “conjunto” de
objetos, a los elementos de un “conjunto”, al nimero de elementos de un “conjun-
to", etc. |

En nuestro lenguaje diario usamos muchas palabras que tienen el mismo signifi-
cado que |a palrabra "conjuntu”" Por ejemplo, hablamos de una "“manada” de lobos; po-
driamos decir un “‘conjunto” de lobos; hablamos de una “coleccién” de cuadros;
podriamos degir un “conjunto" de cuadros; hablamos de un “montén” de piedras; po-
driamos decir un “conjunto” de piedras; hablamos de un “rebafio’ de vacas; podria-
mos decir un “conjunto’ de vacas; efc.

Sin embargo, en mateméticas se emplea casi exclusivamente la palabra conjunto
para referirse a esa idea y, ademds, se dice que los objetos, animales o personas:
que constituyen un conjunto son los elementos de ese conjunto.

Al observar la siguiente ilustracién podemos pensar en varios conjuntos. Por ejem-
plo, el conjunto de patos, el de gaviotas, el de animdles blancos, el de todos los
animales de la f:gura etc. ;Podria usted indicar algunos otros conjuntos en la ilus-
tracion?

A fin de abreviar el lenguaje, conviene utilizar alguna letra para referirse a un
conjunto determinado. Por ejemplo, podemos llamar C al conjunto de caballos de
la figura. Asi, C esta formado por el caballo blanco (palomo), el caballo negro (aza-
bache) y el caballo café (alazan).

Si recordamos que los elementos de un conjunto son los objetos, animales o
personas que lo forman, podemos decir, por ejemplo, que el caballo alazén es un
elemento del conjunto C.

Podriamos llamar A al conjunto de animales cuyo cuerpo estd cubierto de plumas.
16




Asi podriamos decir, por ejemplo, que: el pato que tiene abierto el pico es un ele-
mento de A.

Si denotamos con B al conjunto de animales blancos podemos afirmar que el perro
negre no es elemento de B.

También podemos decir que:
Si D es el conjunto de perros, D tiene 2 elementos.
Si V es el conjunto de todos los animales de la ilustracién, V tiene 14 elementos.

Ejercicio 1. Si llamamos P al conjunto de patos, G al de gaviotas, N al de ani-
males negros y B al de animales blancos en la ilustracion, complete las siguientes
afirmaciones.

a] El conjunto P tiene 5 elementos.

b) El conjunto € tiene elementos.
¢) B tiene elementos.

d) En N hay elementos.

e) El conjunto tiene 4 elementos.
f) El conjunto tiene 9 elementos.

Ejercicio 2. Considerando los conjuntos que hemos mencionado en el ejercicio
anterior complete cada ‘expresion escribiendo “es" o “no es', segin corresponda

a) El perro negro no es un elemento de B.

b) El pato del pico abierto un elemento de P.
¢) El perro negro________un elemento de N.
d] El caballo galazan______un elemento de A.

e) El caballo azabache __ un elemento de N.
f) El caballo blanco.____ _un elemento de B.

g)l El perro negro________ un elemento de G.

Sucede, a menudo, que una misma idea puede expresarse en diferentes formas.
Asi, por ejemplo, cuando decimos
“el caballo negro es un elemento de C",
podemos éxpresar la misma idea afirmando que
"“el caballo negro pertenece a C".

En nuestro estudio de los conjuntos manejaremos indistintamente cualquiera de
estas dos formas de expresion. De manera que al decir "el caballo blance no
pertenece a G", estaremos diciendo lo mismo que "“el caballo blanco no es un
elemento de G"; al decir "el perro negro pertenece a N, estaremos diciendo lo
mismo que “el perro negro es un efemento de N"'; etc.

17



Ejercicio 3, Complete cada expresion escribiendo la frase “pertenece a’ o bien
“no pertenece a, segln corresponda.

a) El perro negro pertenece a P.
b) El caballo blanco B.
¢) El caballo azabache N.
d) El perro blanco N.
e) El perro blanco B.
f) El perro blanco G.

En lo anterior hemos deriotado algunos conjuntos por medio de letras. Para po-
der referirnos mds brevemente a los elementos de un conjunto, también podemos
utilizar letras. Por ejemplo, podriamos sefialar los patos en la siguiente ilustracion
con las letras a, b, ¢, d, e; las gaviotas con m, n, O, p; los caballos con r, & £
y' los perros con X, V.

Asi. si decimos ‘el animal e”, sabemos que nos estamos refiriendo al pato del
pico abierto. Si hablamos del elemento x. de la ilustracién, estaremos hablando
del perro negro.

a s




Ejercicio 4. De acuerdo con la llustracién anterior, diga si son correctas o no'las
siguientes afirmaciones. correcto incorrecto

a) b es un elemento de P X

b) &b perienece a B

l

¢) p es un elemento de N
d] p es un elemento de G
e} X pertenece a N

f) y pertenece a N

A veces es conveniente, al describir conjuntos, hacer una lista de todos sus
elementos. Ademds, al hacer eso se acostumbra encerrar dicha lista entre “lla-
ves”. Por ejemplo, ‘el conjunto de patos de nuestra ilustracién puede describirse
asi:

{a, b, ¢ d e.}
Como a este conjunto también lo hemos llamado P, podemos escribir
p ={a, b, ¢, d. .e}

Con este simbolismo estamos indicando que “P es el conjunto formado con
los elementos a, b, ¢, d, e,
Ejemplo. El conjunto de los animales negros de nuestra ilustracion puede deno-
tarse asf:
Por lo tanto podemos -escribir
N ={a, b, s, x}-

Esto se lee: “N es el conjunto cuyos elementos son a, b, s, x”, o bien, N ss el
conjunto formado por el pato negro a, el pato negro b, el caballo negro s y el
perro negro x'.

Ejercicio 5. Como se muestra en el inciso a), y de acuerdo con la discusién an-
terior, exprese los conjuntos que se indican.

al] p ={a, b, ¢, d, e.}

b) G =
c] B =
dl N =

Hasta aqui hemos trabajado exclusivamente con conjuntos formados por les ani-
males de una ilustraci6n. Veamos ahora otros ejemplos diferentes.

19



Ejemplo.
a) Podemos considerar el conjuntc de los digitos

D ={0, 1,2 34,586,789}
b) El conjunto de los digitos pares

P ={0,2 4,68}
c) El conjunto de los digitos impares

I ={1, 3.5, 7, 9}

d) El conjunto de nuestras vocales

v ={a, e I, o u}

e) El conjunto de figuras

Observaciones
1. Al describir un conjunto por medio de una lista de sus elementos, se acos-
tumbra no -repetir éstos. Asi, por ejemplo, para indicar el conjunto de letras del
alfabeto que figuran en la palabra “matematicas” se escribe simplemente
{m, a t e I.c s}.

Las letras del alfabeto que aparecen en la palabra “usumacinta” forman el con-
junto

{u, s, m, a ¢ I, n, t}.

2. Hay algunos conjuntos cuya lista de elementos es imposible escribir. Por
ejemplo, el conjunto de todos los ndmeros naturales. En casos asi se acostumbra
emplear puntos suspensivos:

{1, 2,8,4, 5,6,

Con esos puntos suspensivos se indica que la lista continda indefinidamente.
Ademas, se conviene en llamar N al conjunto de todos los nGimeros naturales.

Entonces, podemos escribir:

N ={1, 2 3, 4...}.

(N es el conjunto cuyos elementos son 1, 2, 3, 4, y asi sucesivamente).
20



Ejercicio 6. Describa cada uno de los siguientes conjuntos poniendo entre “lla-
ves'' sus elementos.

a) Letras de la palabra “mama"

b) Letras de la palabra “papaloapan”

c) Letras de la palabra “mississippi”

d) Vocales de la palabra *mississippi”

21



2. Subconjuntos

Observemos la siguiente ilustracion:

Si nos preguntamos qué conjunto en la ilustracion tiene mas: elementos, el con-
junto H de los hombres o el conjunto M de las mujeres, contando podemos decir
que hay menos hombres que mujeres.

Ahora bien, en algunos casos es posible asegurar que un cenjunto tiene menos
elementos que otro sin necesidad de contar los elementos que tiene cada uno de
ellos.

Por ejemplo, podemos decir, con respecto a la siguiente ilustracion,




gue hay menos mujeres que personas pues, como observamos, las mu;eres forman
parte del conjunto de todas las personas.

Veamos otros ejemplos.

a) Sin necesidad deé contar los habitantes del estado de Vetracruz ni los habi:
tantes de la Replblica Mexicana, podemos afirmar que el nimero de habitantes de
Veracruz es menor que el nimero de habitantes de México, porgue el conjunto de
habitantes de Veracruz es “parte'” del conjunto de habitantes de México.

b) El nimero de consonantes es menor que el nimero de letras, pues el con-
junto de consonantes es ‘parte” del conjunto de letras.

¢) El nimero de elementos del conjunto P = {-0. 2,4,6,8 } es menor que el
nimero de elementos de C = { 0,1,2.8,4,5 6,7.8 9}. pues P es “parte’ de C.

d) El conjunto H de las hormigas es "parte’” del conjunto / de los insectos. Po-
demos decir que hay menos elementos en el conjunto conjunto H que en el |, sin
necesidad de contar los elementos de cada conjunto.

23



En los ejemplos anteriores hemos observado que a veces un-conjunto es “parte" de
otro. En matematicas, para expresar esta idea se dice que un conjunto estd conte:
nido en otro.

Mas precisamente,

Asi podemos decir, por ejemplo, que el conjunto C de las consonantes estd con-
tenido en el conjunto L de letras; el conjunto H de las hormigas esta contenido en
el conjunto ! de los insectos.

Para decir de otra manera que “el conjunto A estd contenido en el conjunto B
afirmamos que “A es un subconjunto de B”.

Con esta forma de hablar, podemos repetir los ejemplos anteriores diciendo que
el conjunto C de consonantes es un subconjunto del conjunto L de letras: el con-
junto H de hormigas es un subconjunto del conjunto [' de insectos.

Asf pues,

Ejercicio 7. Considerando los conjuntos
A = {2,317 6, 9}
B = {2,317 6}

C = {3 6 2}

24




indigue usted si las expresiones siguientes son correctas o incorrectas.

a) B es subconjunto de A correcto

b) C es subconjunto de A

¢) D estad contenido en B

d) A es subconjunto de D

e) D es subconjunto de C

f) A esta contenido en C

En general, un conjunto tiene muchos subconjuntos. Consideremos por ejemplo
el siguiente conjunto A:

A ={n s t u}
Los subconjuntos de A que tienen un elemento son
{r. st feh v {u}.
Los subconjuntos de A que tienen 2 elementos son
{rostodroth dr. up {s, 2}, {s.u} v {2 6}
Los subconjuntos de A que tienen 3 elementos son
{stu}, {r t v} {r s u} y {r s t}.
Solo hay un subconjunto de A que tiene 4 elementos. Es el mismo conjunto A:
{ris, tout

‘Ejemplo.
Consideremos el conjunto

“=|A W K|

Los subcon]untos de B de un elemento, son

VAV .




Los subconjuntos de B de 2 elementos son

A B A K (K

Hay un solo subconjunto de B con 3 elementos. Es el mismo conjunto B:

Al ki

Ejemplo, Consideremos el conjunto

A

Los subcopjuntos de C de 1 elemento son

Al [l

El Gnico subconjunto de € que tiene 2 elementos es el mismo conjunto C:

A W

Ejemplo. Consideremos el conjunto

D = {7. 3. 54

Los subconjuntos de D de 1 elemento son
{7t {3} v {s}

Los subconjuntos de D de 2 elementos son
{7. 3} {7, s}y {3 s}k

El subconjunto de D con 3 elementos es D:

{7, 3. 5.

Ejercicio 8. Como en los ejemplos anteriores, en cada inciso anote los subcon-
juntos que se piden.

oA, A A

Los subconjuntos de F de 1 elemento son

Los subconjuntos de F de 2 elementos son

El subconjunto de F con 3 elementos es

> o- (I )
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Los subconjuntos de G de 1 elemento son

Los subconjuntos de G de 2 elementos son

El subconjunto de G con 3 elementos es

¢) H={3 o} !

Los subconjuntos de H de 1 elemento son

El subconjunto de H de 2 elementos es

d 1={2 9, s}

Los subconjuntos de / que tienen 2 elementos son

El subconjunto de / que tiene 3 elementos es

Los subconjuntos de [ con 1 el‘:‘an‘ieh‘t’b son

Problema. Un profesor de educacién frsnca dispone de 4 nadadoras. Si debe hacer
una seleccion de 3 nadadoras, jcuantas selecciones diferentes puede hacer?

Resolucion. Llamemos N al conjunto de las 4 nadadoras. Esto es,

N =1{a b ¢ d}
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Las selecciones de 3 nadadoras, que puede hacer el profesor, son los subconjun-
tos de N que tengan 3 elementos:

.{b, c, d},{a,- G} d},_ia, b, d}_y {;a, b, c}

Respuesta. El profesor puede hacer 4 selecciones diferentes.

Problemas. Utilice sus conocimientos acerca de los subconjuntos para hallar la
solucion de los siguientes problemas.

a) Una persona tiene en su cartera 3 billetes; uno de $5.00, uno de $10.00 y uno
de $20.00. Si de los 3 billetes unicamente saca dos, ;cudles son las diferentes can-
tidades de dinero que puede sacar?

. Ty . 1 =gz L o "'“ o LA iy -
" b) A un joven le obsequian 3 obras de Julio Verne, “Un viaje a la Luna”, 20000
leguas de viaje submarino” y “Un viaje al centro de la Tierra”. Si sélo desea leer
dos de esas obras, jde cuantas maneras puede hacer su eleccion?

¢) A un entrenador de futbol le permiten contratar 1, 2y hasta 3 jugadores ex-
‘tranjeros. Los candidatos son tn uruguayo, un chileno y un brasilefio ;De curantas
manetas puede el entrenador hacer la contratacion?
Si contrata sélo a un jugador

Si contrata a dos jugadores

Si contrata a los 3 jugadores




El entrenador puede hacer la contratacién en maneras distintas.

d) En una feria una persona dispara 3 dardos sobre 3 globos, uno rojo, otro
amarillo y otro verde. ;De cuantas maneras diferentes puede ser el resultado?

Si no revienta ningtin globo

Si revienta un globo

Si revienta dos

Si revienta tres

Los resultados diferentes pueden 'ser

Hasta aqui hemos hablado de conjuntos de objetos, letras, nimeros, etc. Convie-
ne que hablemos de algunos conjuntos en relacién con la geometria,

Ejemplo.

a) Las figuras geométricas constan de puntos. Son conjuntos de puntos del es-
pacio. Aqui ilustramos algunas.

circunferencia circulo esfera toro

hiperboloide segmento tridngulo exagono

cubo -octaedro
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'b? La superficie de la mesa del dfbuje que sigue determina un planﬂ Un plano
‘es un conjunto de puntos. Con color se indican algunos puntos de' dicho plano.

¢) La recta determinada por un “filo" de la mesa (ilustrada en verde) esta
contenida en el plano pintado de rojo Todos los puntos de la recta pertenecen al
plano. La recta es un subcen_ju_nto_ del plano.

Los puntos marcados con negro pertenecen a la recta y, por lo tanto, al plano.
Los marcados de rojo estdn en el plano, pero no en la recta.

d) El segmento pintado de rojo; en el siguiente dibujo, es un ‘subconjunto de la
recta. Todos los puntos del segmento estdn en la recta.

Los puntos marcados con rojo pertenecen al segmento y, por lo tanto, a la recta.
Los tres puntos marcados con verde estan en la recta, pero no en el segmento.
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e) El arco marcado con rojo es un subconjunto de la circunferencia. Todo punto
del arco pertenece a la circunfer:

La cuerda marcada con verde no es un
‘te los extremos de la cuerda pertenecen a

beonjunto de la circunferencia. Solamen-
cifelnferencia. Sus demas puntos no.

) La cuerda marcada con verde es un subconjunto del ciroulo. Todos los pun-
tos de la cuerda son puntos del circulo.

g) En el siguiente dibujo se ilustra un circulo contenido en un plano. E! circulo es
un subconjunto del plano. Todos los puntos del circulo pertenecen también al plano.




h) El triangulo que se ilustra estd contenido en el plano. Es un subcenjunto del
plano.

i) El rayo (o semirrecta) pintado de rojo esta contenido en la recta. Es un sub-
conjunto de ella.




3. Interseccién de conjuntos

En la siguiente ilustracién tenemos un conjunto A formado de animales acudticos
y un conjunto M de animales mamiferos.

Observe usted que hay tres animales (las ballenas) que pertenecen a la vez a
los dos conjuntos A y M, porque son al mismo tiempo acudticos y mamiferos.

Al conjunto formado por esos tres animales que pertenecen simultaneamente a
los dos comjuntes A y M se le |lama interseccién de A y M.

Frecuentemente observamos intersecciones de conjuntos, pues siempre hay cosas,
animales o personas que pertenecen simultineamente a dos conjuntos distintos:

Ejemplo.

a) Si pensamos en el conjunto B de camiones rojos que circulan en México y
¢l conjunto N de camiones “Dina”, la interseccion de Ry N sera el conjunto forma-
do con todos los camiones "Dina’” de color rojo que circulan en México. Podemos
jlustrar esto con el siguiente diagrama:




b} Aqui tenemos un conjunto C de personas que estudlan inglés y un conjunto 8
de personas que estudian enfermeria.

La interseccion de € y B es el conjunto formado por Juan, Josefina y Luis, que
son los elementos comunes a C y B. Es decir, son las personas que estudian ambas
cosas, inglés y enfermeria.

;Cuantos elementos hay en C?
;Cudntos elementos tiene B?

g,Cuén_tos elementos hay en la interseccion de C'y B?

¢) Pensemos en el conjunto U de letras que aparecen en la palabra “canto” y
el conjunto V de todas las vocales.

U ={_c‘ alnnt o}_.
={.-a‘, e, i, 0, U [-

La interseccion de estos dos conjuntos es {a o} porgue a y o son los elemen-
tos que pertenecen tanto a U como a 'V,

U

V

Diga usted cuantos elementos tiene dicha interseceion.

Tiene_______elementos.
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d) Consideremos ahora los conjuntos
R ={1,2, 3,456 7}

S =1{3.5 7 9}.

Los elementos comunes a ambos conjuntos, es decir, los que pertenecen a 1y S
simultdneamente, son los nimeros 3, 5, 7. Por lo tanto, la interseccién de A y S es
el c‘onjunto.{& 5, 7}.P0der’nos ilustrar esto con el siguiente diagrama:

¢{Cuantos elementos tiene R?
;Cuantos elementos hay en S?

(Cuéantos elementos tiene la interseccion de R y S7?

Ejercicio 9. Encuentre la interseccion de cada par de conjuntos: diga cuantos ele-
mentos tiene e ilisirelo con un diagrama.

A N = o, /Qf}
- @)

La interseccion de N'y R es el conjunto {Qf}
9

Tiene elementos.

b) V = la, e i, 0 u}.
T .='{r'n,- i es; 0}:.

La interseccion de Vy T es

Tiene__________ elementos.
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cl P =102 46 8}
Q =12 4, 6}
La interseccion de Py (O es

Tiene______ elementos.

d M = { Eﬂero,febrero,.diciembre;}.
N = {Septiembre, octubre, ncviembre};

La interseccién de M y N es

Tiene_______ slementos.

el P = 10,2 4, 6, 8 10, 12, 14}
M = {23 5 7 11, 13}.
La interseccidn de Py M es

Tiene_—__ elementos.

A veces ocurre, como vemos en el inciso d), del ejercicio anterior, que la inter-
seccion de dos conjuntos carece de elementos, o sed. no hay elementos comunes
a los dos conjuntos. En este caso se dice que los dos conjuntos son -ajenos. Por

ejemplo, los conjuntos A 'y B siguientes,

A = sla, b_,c}

8

1P q r s

son ajenos porque no hay ningdn elemento que pertenezca simultaneamente a los dos
conjuntos.
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Ejercicio 10, De las siguientes parejas de conjuntos, diga cuales son ajenos y cua-
les no. Haga un diagrama de cada pareja.

a) A es el conjunto de arboles de Chapultepec. A
L es el conjunto de leones de Chapultepec.
A vy L Ison| ajenos.

b) M es el conjunto de consonantes del castellano,
R es el conjunto de vocales del castellano.

My R ajenos.

c) B es el conjunto de médicos mexicanos;
€ es el conjunto de empleados del Seguro Social.

By C ajenos.

d] D es €l conjunto de artistas mexicanos,
E es el conjunto de cantantes mexicanos.
D y E |no son ajenos.

e) F es el conjunto de habitantes de Jalisco.
G es el conjunto de campesinos jaliscienses.

[ ] ajenos.

En resumen, podemos decir que:

La interseccion de dos con]unta'i |y B, cualesq
~¢con los elamentos que pertene n sim

uera, es a! cun]unta formado
i Itﬁneanwnte aA y S ' -

Algunas veces das conjuntos no tienen elementos en comun. Entonces se.
dice que esos dos caniuntos snn a;enas

Problemas.

Pensando en la interseccion de conjuntos, trate usted de resolver los siguientes
problemas,
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b) Hay 19 personias que forman 2 equipos. de futbol. Si cada equipo esté inte-
grado por 11 jugadores, ;como es posible esto? Expliquelo.

¢) ;Cuantas personas se necesitan, como minimo, para formar dos equipos
deportivos, uno de basquetbol y otro de voleibol? (Un equipo de voleibol necesita
6 personas y uno de basquetbol, 5 personas.)

d) Un tren de 12 carros se une con otro convoy de 17 furgones. ;Puede este
nuevo tren arrastrarse con una maquina cuya potencia es suficiente para jalar 25
carros? (Aqui suponemos que los carros y los furgones pesan lo mismo.)

Las figuras geométricas nos proporcionan también ejemplos interesantes de in-
tersecciones. Veamos algunos.

Ejemplo.

a) La interseccién de la recta indicada con rojo y la recta indicada con verde
‘es el punto P.

b) La interseccidon del plano indicado con verde y la recta indicada con rojo
es el punto Q.




¢) La interseccion de los planos ilustrados con color es la reeta pintada con
negro.

d) Las rectas indicadas en coior no tienen puntos comunes; son conjuntos aje-
nos. O bien, dicho de otra manera, su interseccin es vacia. Se dice que estas rec:
tas son paralelas.

e) Analogamente, los planos ilustrados no se intersecan. Son conjuntos ajenos.
Se dice que estos planos son paralelos.
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) La interseccion de la esfera y el plano llustrades es una cifcunferencia.

g) La interseccion de |a recta / con la circunferencia es el conjunto formado por
los puntos A y B. La interseccion de la recta m' con la misma circunferencia es el
punte P, La recta n y la circunferencia no se intersecan, Son conjuntos ajenos.

h] Agui se observan tres intersecciones de cubos con planos. En la prime-
ra. figura, la interseccion es un rectangulo, en la segunda, un tridngulo y en la
ftercera, un punto.

i) La interseccion del toro ilustrado y el plano es el conjunto formado por dos
circunferencias:




4. Union de conjuntos
Sabemos que el conjunto de vocales de nuestro alfabeto es
vV = {a. e, i, 0, u}
v el conjunto de consenantes es
¢ = {b, ¢ ch,d, f g h j kI, Il m,
Ny APy G S, b VW, X, Y 2}
(Qué conjunto-se forma con todos los elementos . de 'V y € juntos?

Si formamos un nuevo conjunto con todos los elementos que estan en V o en C,
obtenemos el conjunto

A =la b, c ch d e fogh i gk | ILom,
ny A, 0 pygy TSR UV W XY, -z},
o sea, todo el alfabeto.
En este caso decimos que el conjunto A es la unién de los conjuntos V y C.
Veamos otros ejemplos de uniones de conjuntos,
Ejemplo.

Consideremos el conjunto H de todos los alumnos varones de una escuela y el
conjunto. M de todas las alumnas de esa misma escuela. La union de H y M es
el conjunto formado por todos los alumnos de la escuela:

Ejemplo.

Consideremos el conjunto € de letras que aparecen en la palabra “céntaro’.
G = {c’. DL Mt 0-}
y el conjunto V de todas las vocales,
v = {a. €. I o, u}.
La union de C y V es el conjunto

ic:-. a0 't 5o, 8 u}

es decir, el conjunto formado por las letras que pertenecen a C o bien a V (o a
‘ambos).

Esto lo podemos ilustrar con el diagrama siguiente:

V

La region iluminada de rojo representa la union de C y V.
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Ejemplo.
La union de los conjuntos

P ={0,2 4,6 8}

Q={1.3579}
es el conjunto

D ={0,1,2 3 4,56, 7.8 9} .
(D es el conjunto formado con los elementos que pertenecen a P o a Q.

En este diagrama la region iluminada representa el conjunto D, o sea, la union
de Py Q.
En general,

Ejercicio 11. En cada inciso encuentre la unién de los conjuntos dados, haga un
diagrama y complete las oraciones.
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La unién de J y H es el conjunto

J tiene | 8 | elementos.

En H hay | 3 |elementos.

La unién tiene | 5 |elementos.

b) L ={m, e, s, at.
N ={t, e n i s}

La unién de L y 'N es el conjunto

Hay elementos en L
Hay elementos en N
Hay elementos en la unidn.

¢c) P ={0, 2 4,6 8}

Q ={2. 4, 6}.

La unién de P y Q es el conjunto

P tiene______ elementos.

Qtiene.___ elementos.

En la union hay_____ elementos.

d) P ={marzo, abtil, mayo b,
V' ={junio, julio, agosto | .
La unién de Py V es el conjunto

En P hay elementos.

EnV hay_______ salementos.

La unién tiene________ elementos.
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&) P =lab.cd el

N = b, e, s xi.

La union de Py N es el conjunto

El nimeto de elementos de P es
El namero de elementos de \ es
El namero de elementos de la unién es

Veamos ahora algunos ejemplos de uniones de figuras geometricas.

Ejemplo.

a) La unién del rayo marcado con verde y el rayo
marcado con azul es un angulo.

b) La unién de los segmentos indicados con rojo;
verde y azul es un tridngulo,

¢) La unidn del segmento AB, marcado con rojo.

y del s‘egmento:ga._marcado con azul, es el
segmento AC.

d) La upion de los cuatro segmentos ‘marcados
con color es el rectangulo.
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Ejercicio 12. Complete cada expresioh escribiendo -alguna de las palabras, union,
interseccion o subconjunte, segln corresponda.

a) El segmento indicado con color es
de la recta.
b) El punto Pes la_____ de las rectas.
c) La____ de los rayos es un angulo.
d) lLa___ delos rayos es la recta.
A
e) p  El punto P es la
/ de los rayos,
A

f)

Los' planos indicados con color tienen

vacia.
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El rayo marcado con color es

gl
de la recta..
h) La de los planos es la
recta AB.
i) La recta es del plano.
il La de la recta y el plano
es el punto P.
-
A
k) El punto A es la

de los rayos marcados con color.
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5. Problemas

Con-los conocimientos que hemos adquirido acerca de los conjuntos vamos a resol-
ver algunos problemas de “contar”. Para facilitar la resolucion de tales problemas
analizaremos previamente la siguiente situacién por medio de: diagramas.

De un grupo de personas se sabe que algunas hablan espafol, que otras hablan
inglés''y que entre ellas. hay quienes hablan ambos idiomas.

Esto se puede ilustrar de la siguiente manera:

La region amarilla representa el conjunto de personas que hablan inglés,

S0
_PELSOp.

Las personas que hablan tanto espafiol comio inglés son los elementos comunes
a los dos conjuntos; es decir, forman la interseccion de |os conjuntos, La regidn ana-
ranjada representa esta interseccion.

personas que hablan ambos idiomas




Observemos ahora que en el conjunto de persopas que hablan espanol tas hay
de dos clases: las que ademas de espanol hablan inglés y las que dnicamente ha-
blan espanol.

La region azul ilustra al conjunto de personas que (inicamente hablan espanol.

espanio/

\00
N
k-
&

[

%

DS S
6 sp05°

En forma semejante, en el conjunto de personas que hablan inglés hay dos tipes:
las que ademas de inglés hablan espafiol y las que solamente hablan inglés.

El conjunto de personas que solamente hablan inglés se ilustra con la: region
verde. 2

El desarrolle anterior nos ayudara, mediante razonamientos semejantes, a -resol-
ver los siguientes problemas de contar.

Problema. En una escuela secundaria hay dos clubes, el Club Coral y el Clubide
Teatro. Los alumnos que Gnicamente pertenecen al Club Coral son 27 y los que
Unicamente pertenecen al Club de Teatro son 16. Si hay 10 alumnos que  forman
parte de los dos clubes, jcuantes alumnos integran los dos clubes?

Resolucién. Un diagrama para ilustrar esta situacién seria el siguiente:

Los 27 alumnos que unicamente pertenecen al Club Coral se representan, en el
diagrama, con color azul.
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Con verde se representan los 16 alumnos que unicamente pertenecen al Club de
Teatro.

Los alumnos gue pertenecen a ambos clubes son 10 y se representan con la re-
gion amarilla.

Como. vemos, el nimero de alumnos que integran los dos clubes es

27 + 10 + 16 = 53

Ejercicio 13. Conteste las siguientes preguntas:

a) ;Cuéantos alumnos forman el Club Coral?

b) ¢Cuéntos alumnos forman el Club de Teatro?

Problema. En un grupo de 32 personas se sabe gue todas trabajan o estudian o
hacen ambas cosas. Si de ellas 10 (nicamente trabajan y 5 tanto trabajan como
estudian, jcuéntas personas se dedican Unicamente a estudiar?

Resolucion. Hagamos un diagrama que represente la situacién del problema.

Las personas que Unicamente trabajan son 10.
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Las personas que trabajan y estudian son 5.

En los dos conjuntos descritos hay 15 personas.
La regién azul representa al conjunto de personas que Gnicamente estudian.

Como debe haber 32 personas en total, el nimero de personas que unicamente
estudian es

32 = 15 = 17

Respuesta. Hay 17 personas que Gnicamente estudian,

Ejercicio 14. Conteste las siguientes preguntas.

a) ;Cuantas personas trabajan?

b) ;Cuéntas personas estudian?

Problema. En una familia de 11 miembros todos juegan ajedrez o dominé o ambos
juegos. Si seis personas de esa familia juegan dominé y, de éstas, dos juegan tam-
bién ajedrez, jcuantas personas de esa familia juegan ajedrez?
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Resolucién. Un diagrama de la familia seria;

En la familia: hay dos personas que juegan ajedrez y domind,

Puesto que son seis personas las que juegan domind, las que Gnicamente juegan
domind son cuatro.

Como hay 11 miembros en la familia, los que (inicamente juegan ajedrez son cinco
personas.

Respuesta, El nimero de personas que juegan ajedrez es

B g=g.
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Problema. En un grupo de secundaria todes los alumnos practican como deportes
el beishal, el futbol 6 ambos. Si 40 alumnos practican el futbol y 20 alumnos prac-
tican el beisbol, jcudntos alumnos practican ambos deportes, si el grupo consta de
50 alumnos?

La situacién del problema se puede representar con €l siguiente diagrama.

Los alumnos que practican futbol son 40.

Los alumnos que juegan beisbol son 20.

Puesto que solo hay 50 alumnos en el grupo. la interseccion de los dos conjun-
tos debe constar de 10 alumnos.

Ejercicio 15.

a) El nimero de alumnos que sdlo practican el futbol es —
b) El nimero de alumnos gue dnicamente practican el beisbol es
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Prehlemas. Resuelva los siguientes problemas haciendo lo que se indica y com-
pletando las oraciones donde sea nhecesario.

al A un restaurante asisten 150 personas a comer, De ellas, B0 piden tnicamente
café 'y 40 piden café y postre. ;Cuantas personas piden Unicamente postre?

Resolucion.

aj'kr’

1) En el diagrama de arriba coloree de azul la regién que representa al conjunto
de personas que sélo piden café.

2) Coloree de rojo la regién que ilustra el conjunto de personas que piden café y
postre.

8] Coloree de verde la region que representa el conjunto de personas gue: sélo
piden postre.

4) El nimero de personas que sélo piden postre es

b) En una fabrica trabajan 40 obreros. De ellos, unos manejan el torno, otros la
fresadora y algunos ambas maguinas. Si 15 obreros manejan Gnicamente el torno
y 11 manejan solamente la fresadora, jcuantos son los obreros que manejan ambas
maguinasg?

1) Pinte de rojo la regién que representa a los obreros que solamente manejan
el torno.

2] Pinte de azul la region que representa a los obreros que Gnicamerite mane-
jan la fresadora.

3) Pinte de verde la region que representa a los obreros que manejan ambas
‘maquinas.

4) El nimero de obreros que manejan ‘ambas méquinas es

¢) En unos bafios publicos se dan dos servicios: el bafo y la peluqueria. Hubo
15 personas que asistieron a esos bafios y pidieron uno o ambes servicios., Si 8
de esas personas solo se banaron y 4 se bafiaron y cortaron el pelo, jcusntas fue-
ron en total las que se cortaron el pelo?
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1) llumine de rojo la region del diagrama que representa a las personas que
se bafaron.

2) llumine de verde la regién que representa & las personas que usaron ambos
servicios.

3) El nimero de personas que solamente se bafaron es

4) llumine de azul la regidn que representa a las personas que (nicamente se
cortaron el pelo. El ndmero de estas personas fue

5) El nimero total de personas que se cortaron el pelo fue

d) En un grupo de personas, 27 hablan francés y 15 hablan aleman. Si de estas
personas hay 8 que tnicamente hablan aleman, ;cudntas personas hay en el grupo?

1) Pinte de rojo la region que corresponde al conjunto de personas que hablan
aleman.

2) Pinte de azul la region que representa a las personas que (inicamente hablan
aleman.

3) El ndmero de personas que hablan francés y aleman es__
4) Pinte la region que representa a las personas que Gnicamente hablan francés:
5) El nimero de persconas que sélo hablan francés es

6) El grupo de todas las personas consta de_______miembros.

e) En un servicio de lavado y engrasado de automoviles, un dia se atendieron 24
coches, de ellos 9 se lavaron y engrasaron. Si fueron 16 los autos lavados ;cuantos
fueron los que se engrasaran ese dia?
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1) En el diagrama, pinte de azul la regién que representa a los autos que se lava-
ron y engrasaron.

2) Pinte de rojo la region que representa a los automoviles que Unicamente se
lavaron. ;Cudantos autos hay en este conjunte? Hay. autos.

3) Pinte de amarillo la regién que corresponde al conjunto de autos que sélo se
engrasaron. El nimero de autos de este conjunto es

4) El conjunto de autos que se engrasaron se representa en el diagrama con las
regiones de color y

5) El ndmero de autos engrasados es

f) En una reunion de amigos habia 9 partidarios del equipo Atlas de futbol, y 12
partidarios del equipo Tigres de beisbol. Si Gnicamente habia en la reunion 18 ami-
gos, ¢(cudntas personas eran partidarios tanto del Atlas como del Tigres?

i J

& A
_“‘:o %,
Ry Q.
3 e
3 o
2 5
0 5
% /o
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1) Pinte de rojo la reqgion que representa a las personas que eran partidarias del
Atlas.

2) tHlumine de azul la region que representa al conjunto de personas que eran par-
tidarias del Tigres.

3) El nimero de personas que eran partidarias tanta del Atlas como del Tigres
era____ .

4) ;Cuéntas personas eran partidarias tinicamente del Atlas?

5) ;Cuéntas personas eran partidarias lnicamente del Tigres?

g) Una féabrica tiene una produccion diaria de 300 aparatos para el hogar: unos
que lavan, otros que segan, y otros que sirven para ambas cosas. Si se producen

180 aparatos que (nicamente lavan y 40 que lavan y secan, jcudntos se producen
gue Unicamente secan?
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1] llumine de rojo la regién que representa a los aparatos que Unicamente lavan.

2) llumine de verde la regién que representa a los aparatos que tanto lavan como
secan.
3) llumine de azul la region que representa a los aparatos que tnicamente secan.

4) El nimero de aparatos gue dnicamente secan es

h) En un hospital, un grupo de pacientes asiste a escuchar una conferencia diri-
gida a diabéticos. o a obesos. En dicha confetencia se cuentan 9 diabéticos y 15 obe-
sos. Si de ellos hay 4 diabéticos gue también son obesos, ;jcudntos pacientes asis-
tieron a la conferencia?

s

et ECO-S
Sosage

3o

1) Pinte de rojo la region del diagrama que representa a las personas diabéticas
y obesas.

2) Pinte de azul la region que representa a las personas uUnicamente diabéticas.
(Cuéntas son estas perSonas? Son

3) Pinte de verde la region gue representa al conjunto de las personas que son
tnicamente obesas. ;Cuantas son estas personas? Son

4) El nimero de pacientes que asistieron a la conferencia es

1) Un sindicato agrupa carpinteros y plomeros. (En é| hay personas que poseen
los: dos oficios.) De los miembros del sindicato, 150 son earpinteros y 120 son plo-
meros. Si entre ellos hay 90 que dnicamente son carpinteros, ;cudntos miembros

tiene el sindicato?
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1) En el diagrama pinte de rojo la regién que representa a los obreros que son
Unicamente carpinteros.

2) llumine de azul la regién que representa a los miembros del sindicato que son
carpinteros y ademas plomeros. ;Cuéantas personas forman este conjunto?

3) Pinte de verde la region que representa a las personas gue sean (nicamente
plomeros.

4) La regién del diagrama que representa a los plomeros que ademas son car-
pinteros esta pintada de '

5) La regién pintada de verde representa a e personas gue son unica-
\ » u as’
mente plomeros. AREED:

6) El nimero total de obreros del sindicato es

j) Un sindicato de la construccion agrupa a personas que trabajan en la albanileria
0 la carpinteria o en ambos oficios. Si el sindicato agrupa, en total, 240 miembros y

se sabe que 190 son albafiles y 150 son carpinteros, ;jcudntas son las personas que
tienen ambos oficios?

$9/1upq\P

1) llumine de amarillo la region que representa al conjunto de personas que son
carpinteros.

2) llumine de verde la region que representa al conjunto de personas que son
albaniles.

3) El nimero de personas gue poseen ambos oficios es
4) El ndmere de persenas gue Unicamente son albafiles es

5) El nimero de personas que tnicamente son carpinteros: es
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Al inicio de este capitulo se propuso un problema en el cual se suponia que no era
tan sencillo contar los elementos de ese conjunto. Ahora le sera sencillo resolverlo.

k) En cierto zooldgico hay sélo animales acuéticos y animales mamiferos. Se nos
informa que hay 150 animales que son acuéticos y 200 que son mamiferos. Si sabe-
mos que entre esos animales hay 50 que son acuaticos y- mamiferos a la vez, ;pode-
mos decir, con esos datos, cuantos animales tiene el zoolégico?

g

Lo\es acuy

1) Pinte de verde la region del diagrama que representa a los animales que son
acuéticos y mamiferos. El nimero de estos animales es .

2) Pinte de azul la regién de!l diagrama que representa al conjunto de animales
que son Unicamente acuaticos. ;Cuantos son estos animales? Son

.

3) Pinte de rojo la regi6n del diagrama que representa al conjunto de animales que
son Gnicamente mamiferos. ;Cuéntos son estos animales? Son

4) El nimero de animales que tiene el zool6gico es
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Adicion de niimeros naturales




1. La tabla de adicion
Usted aprendi6 en la escuela primaria a sumar usando los nimeros naturales y el

cero. Es decir, aprendi6 a efectuar con estos ntimeros la operacién llamada adicion.
Los nimeros que aparecen en una adicion se denominan de la manera siguiente:

4+

g
sumando sumando suma
“Efectuar una -adicion" significa “hallar la suma cuando se conocen los: dos su-
mandos’.
Existen tablas de adicion como |a siguiente:

segundo sumando

12|3|4a|5|6|7[8]2¢9

3 c
35 o
e

g |
E u
@ m
& renglone
£ a
1 s
(&

En esta tabla de adicion aparecen los sumandos en el primer renglén y en la pri-

mera columna; pero faltan las sumas. Sélo estan el 7 y el 16 gue son las sumas
correspondientes a 3 + 4y 9 + 7, respectivamente. Observe usted que el 7 estad
en la interseccion del renglon 3 (el primer sumando) y la columna 4 (el segundo su-
mando). En forma semejante, el 16 estd en'la interseccién del renglén 8 (el primer
sumando) y la columna 7 (el segundo sumando).

Ejercicio 1. Anote las sumas que faltan en la tabla. (Recuerde que la suma de
2 + 5, por ejemplo, debe anotarse en la interseccion del rengién 2 y la columna 5.)

Desptiés de ilenar la tabla anterior notara L..ed que en ella sélo aparecen las
sumas de dos sumandos menores que 10. Sin embargo, pueden aumentarse columnas
y renglones tanto como uno desee para tener sumandos mayores que 9.
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2. Numeros y letras

En la vida diaria nos encontramos con simbolos que nos ayudan a obtener cierta in-
formacion. Por ejemplo, en un viaje por carretera hallamos algunas sefiales como
las siguientes;

Estos simbolos nos proporcionan la siguiente informacion:

a) Hay ganado*que ‘atraviesa la carretera. {Tenga cuidado!

b) Adelante hay un puente angosto.

¢) El camino que sigue es Sinuoso.

Existen simbolos que representan instituciones, otros que describen instrumentos
0 maquinas, otros mas que expresan Ideas' sonidos, etc.
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En matematicas se usan frecuentemente simbolos. Usted ha manejado algunos
de ellos como, por ejemplo,

Seguramente los primeros simbolos matematicos que aprendié a usar en la escue-
la primaria fueron los que se emplean para representar nimeros. Ademas de esos
simbolos, que usted ya conoce, también se pueden utilizar letras para simbolizar
niimeros. A continuacion ilustramos esa idea.

El nimero de puntos que se obtiene en una jugada de dados es la suma de los
puntos que aparecen en la cara superior de cada dado. Si deseamos indicar el nu-
mero de puntos de cualquier jugada, podriamos usar la expresién m + n, donde m
representaria el nimero de puntos que se ven en el dado rojo y n seria el nimero
de puntos del dado verde. Asi, en la ilustracion inicial m + n es | + 2.

Aquim + nes4d + 3

En esta jugada, m + nvale 1 + 6




Si se quiere indicar que en una jugada el dado rejo marco 6 y el dado verde marcé
5, pueden usarse las expresiones m = 6 y n = 5. En tal caso, m + n es 6 + 5.

Ejercicio 2, Diga usted qué nimero es m + n, en las siguientes jugadas.,

: ﬂ'}

| | b) c)

m+ nes3 + 2 m + nes m + nes

d) e) f)
m -+ nes______ m + mnes

m + nes m + nes




Ejercicio 3. Hay dos telares en un taller textil. Si designamos con x el nimero
de metros de tela que produce uno de ellos en un dia y con b el nimero de metros
que produce el otro en el mismo dia, entonces x + b es la produccion total en ese
dia. Complete usted las expresiones: siguientes.

a) Si &l lunes x fue 30 y b fue 47, entonces x + b fue 30 + 47 = T7T.
b) El martes tuvimos x = 65 y b, = 43, entonces la produccion de ese dia fue
68 + 43 =

¢) El miércoles la produccién fue x = 40 y b = 78, Entonces,

x + b= - =
d) El jueves, x = 165y b = 98. Por consiguiente, x + b = 4 =
e) Si x = 400y b = 96, entonces x + b = 400 + 96 = 496

1l

f) 8ix = 354yb 168, entonces ¥ + b =

g) Si x 0yb = 87, entonces x + b =

h) Si ¥

Il

209y b = 0, entonces x + b =

Ejercicio 4, Considerando que a es el nimero 3, diga usted qué nimeros son los
siguientes:

a) a+2=3+2=2375 b) 7+ a =

¢l a ik 8= d) 15 + a =

el @ ot = 12T + a =

g) 13 *+ &8 =k 2 = h) a + 18 + 2 =
V25 +a+0+a=_____ j at+t atatb=

Ejercicio 5. Complete usted 'las siguientes expresiones.

a) Si x es 125, entonces x + 34 125 + 34 = 159.

I

b) Si n es 80, entonces 74 + n

c) Si a es 250, epntonces a -+ a

d) Six = 8ya = 2 entonces x + a =

e) Sia = 175 y & = 2000, entonces a + b =
64




3. Ecuaciones

Al ir a pagar la reparacion de su tractor le presentaron al sefior Medina la siguiente
cuenta que estaba manchada de tinta. ;Podria el Sr. Medina saber cuanto le cobran
de mano de obra?

TALLER AUTOMOTRIZ
“CONTINENTAL"

= Cuenta de gastos por reparacion del tractor
"Ramirez" propiedad del Sr. Medina.

Refacciones 2 865 pesos

Mano de obra pesos

TOTAL 165 pesos

El sefior Medina planteé la situacion de la siguiente manera:

2865 + = 4 165

(;Qué nimero sumado a 2865 da 4 1657)

El sefor Medina llegé a la conclusién de que por mano de obra le cobraron 1300
pesos porque.

2865 + 1.300 4 165

Las expresiones como 2865 + = 4165 reciben el nombre de ecuacio-

nes, y al nimero que corresponde al cuadrito se le llama solucién de la ecuacion.

Ejercicio 6. Anote en cada la solucién de la ecuacién. Indiqgue ademés

qué representa la solucion en cada caso.
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16 +

=20

+15=21

100

=100




15m

40 m

15+ | =40

30 + =90 28+_ = 36

En una ecuacion cualquiera puede escribirse alguna letra en lugar del cuadrito.

Por ejemplo, la ecuacion 8 -+ = 15 puede escribirse como 8 + x = 15. Y en
este caso la solucién puede indicarse asi: x = 7.
Ejiemplo.

a) La solucidn de la ecuacion a + 13 = 15esa = 2 porque2 + 13 = 15.
b) En la ecuacién 17 + n = 25, la solucion esn = 8 porque 17 + 8 = 25
¢) Si 20 + x = 35, entonces x = 15 porque 20 + 15 = 35

Ejercicio 7. Complete usted las siguientes expresiones.
a) Dada la ecuacion 45 + b = 70, su solucion esh =____porque45s +____=170.

b} Considerande la ecuacion x + 3 = 90, tenemos que x =
= 90.

porque -+ 30:
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c) La ecuacion 50 + n = 85 tiene la solucion n = porque 50 + = 85.

d) Si x + 100 = 500, entonces x = porgue + 100 = 500.

e] SiB60 + a2 = 87, entonces a = porque 60 +____ = 87,

Ejercicio 8. Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones.

Ecuacion Solucidn Comprobacion
a] n+ 3= 18 n = 15 16 + 3. = 18
b) 5 + x = 43
c) b + 42 = 60

d) 150 + vy

200
e] x + 80 = 165

El hombre, en la antigliedad, atribuyé poderes magicos a los nimeros. Aun ahora
hay todavia supersticiones sobre ellos. Por ejemplo, algunos creen que el 13 es de
"mala suerte” y el 7 es de “buena suerte’; otros piensan lo contrario. Hoy sabemos
que los nameros son una poderosa herramienta y que su “magia” radica en que
nos ayudan a transformar el mundo.

A continuacidn tenemos lo que se llama un “cuadrado maégico’. Se dice que lo
conocia ya el emperador chino Yu (2200 afios antes de nuestra era) y que €l lo
denomind Lo-shu,

Este "cuadrado mégico' se forma con los nimeros del 1 al 9 y éstos se encuen-

tran colocados de tal modo que al sumarlos por columnas, renglones o diagonales,
se obtiene el mismo resultado.

Ademss de éste, existen otros 'cuadrados magicos”.

Ejercicio 9.
a) Complete el siguiente “cuadrado mdgico™, sabiendo que la suma de columnas,
renglones y diagonales debe ser 15. Empiece por la diagonal.
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b) En el siguiente “cuadrado mégico” se han sustituide algunos nimeros por le-
tras. Encuentre el valor de ellas de modo que la suma de columnas, renglones y dia-
gonales también sea 15.

a c b .
a.—-
b:
1 5 9 c =
d =
B:
8 d e

¢)] Existen también “circulos magicos'. En.el siguiente, la suma de los tres nd-
meros que aparecen en cada didmetro es 15. jCuante vale cada letra?

d) El siguiente es un “tridngulo mégico”. Sus lados siempre suman 20. ;Cual es
el valor de las letras?
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e) Y ahora tenemos una “estrella magica'" formada con ndmeros del 1 al 12. Si
se sabe que la'suma de los cuatro nimeros que aparecen en cada “lado" de la es-
trella es 26, calcule el valor de las letras. Empiece con el "lado" rojo.

m.
Il

f) El siguiente “cuadrado magico” tiene un valor histérico. Estd formado con nd-
meros del 1 al 16 y lo mostré el gran pintor 'y grabador aleman Albrecht Diirer en
1514 en un grabado de fama mundial al que llamé "Melancolia”. La suma de cual-
quiera de las diagonales o bien de cualquier renglén o columna es 34. Calcule el
valor de las letras empezando por la diagonal y siguiendo el orden alfabético. (Este
ejercicio ‘es para personas con mucha paciencia y perseverancia.)
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4. Propiedades basicas de la adicion

Al efectuar adiciones, el hombre descubrid que la adicién posee algunas propie-
dades importantes. Este descubrimiento le permitié conocer mas a fondo esta ope-
racién y, por lo tanto, manejarla con mas facilidad. Desde la escuela primaria usted
ha usado estas propiedades a las que se da el nombre de propiedades basicas de

la adicién.

Dada la importancia de estas propledades basicas, conviene que las estudiemos

ahora con mas atencidn.

Propiedad conmutativa.

Observe usted las siguientes ilustraciones.

(Los numeros indican medidas en

metros.)
g 2 | —_ it :
2 4+ 3 30 + 61
L 3 1 2 | i 61 1 30 1
3 + 2 61 + 30

*
¢Miden lo mismo los dos segmentos?

iMiden fo mismo los dos segmentos?

85 40

40 85

40 + 85

—_

—

136 567 t

¥ L} v

136 + 567

567

136

567 + 136

¢Miden lo mismo los dos segmentos?

¢Miden lo mismo los dos segmentos?
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Ejercicio 10. Relacione con una linea, tal como se hace en el inciso a), cada par
de sumandos con su suma.

ay,, .83, 5t 25
190

b) 107 + 83
c) 112 + 160 \
78
d) 83 + 107
e)] 25 + 53

272
f) 160 + 112

Ejercicio 11. Efectie las siguientes adiciones y luego compare el resultado de a)
con el de b), el de c¢) con el de d) y el de e) con el de f).

a) 3678 b) 5627
+ -

5627 3 678

c) 2083 d) 401
- -

401 2083

e) 36275 f) 86427
- +

86427 36275
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En los ejercicios anteriores puede observarse que hay expresiones como 53.+ 25
y 25 + 53, como 83 + 107 y 107 + 83, etc., cuyo resultado es el mismo ntmero. Al
efectuar adiciones, seguramente usted habré encontrade muchos ejemplos de este
tipo. En general es cierto que:

La propiedad de la adiciéon que enunciamos con la afirmacién anterior recibe el
nombre de propiedad conmutativa.

En virtud de esta propiedad conmutativa, estamos seguros, aun sin efectuar la
operacion, que 8596 + 7392 dard el mismo resultado que 7392 + 8596. Es decir,
8596 + 7392 = 7392 + B596. También estamos seguros de que si m es un nu-
mero natural, o cero, entonces m + 5 = 5 + m; m + 27527 = 27527 + m, etc.

Ejercicio 12. Use la propiedad conmutativa para completar |las siguientes igualda-
des, como se hace en a) y eni). (Las letras representan nimeros naturales o cero.)

al 8+ 11 =11 + 6 b 36 + 25 =
€) 5875 + 3694 = d) 26875 + 63472 =
e) 5§+ a= : fl b+ 8 =
gl 15 + h = ‘ h) r + 20 =
i) x+ y=y + x )b m+ n=
kKl r+ s = D a+ b=




Ejercicio 13. Anote en la siguiente tabla las sumas que se indican a continua-
cion.

al 6 + 2 bl 2 + 6
il T = 1 d) 1+ 7T
el 6+ 0 3 ) IO N 5
g 5 + 3 h) 3 + 5
i) 8 + 2 ) 2+ 8

Ejercicio 14. Observe usted que, en la tabla, los cuadros de color rojo y azul se-
mejan dos letras "T".

a) ;C6mo estan situadas estas "'T"" con respecto a la diagonal verde?
Supongamos que se recorta esta tabla y se dobla por la diagonal verde.
b) ¢Cémo guedan las “T" al doblarse?

¢) ;Coinciden el cuadro 6 + 2 con el cuadro 2 + 6?

d) ;Coinciden los otros cuadros?

De las dos figuras “T" se dice que son simétricas con respecto a la diagonal
verde.

e) Coloree el cuadrito que es simétrico al cuadrito amarillo, con respecto a la
diagonal verde.

f) ;Qué sumas corresponden al cuadrito amarillo y a su simétrico?

g) En general, en la tabla de adicion, para todo cuadro donde haya una suma
a + b hay un cuadro situado simétricamente con respecto a la diagonal que corres-
ponde a la suma +

h) ¢Como son los sumandos cuya suma aparece en la diagonal ?

i) La diagonal separa a nuestra tabla en dos regiones. Si conociera solamente
las sumas anotadas en una de esas regiones, jco6mo haria usted para llenar la otra
region sin efectuar las adiciones?
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Ejercicio 15. Aplique la propiedad conmutativa de la adicién para resolver las
siguientes ecuaciones. (Las letras representan nimeros naturales o cero.)

a)] 2+ 4= 4+ b) 7+ 3=__+ 7
e 15¥15+ 9 | d) 23 +__=18 + 23
e] 0+ 75 =175 + fl 6+ 8= x+ 6:x =__
gl M +21 =20 +m m=___h x+ 20=20+ 30; x =_____
)10+ s= 1+10; s=___ j) 86 +21=274+ ri¢r=___

El paréntesis en la adicidn.

Mas adelante usted encontrard expresiones como (3 + 4) + 5y 3 + (4 + 5) en
las que se usa el paréntesis. Observe usted, en los siguientes ejemplos, cémo se
interpretan tales expresiones.

Ejemplo.

a) La expresion (3+ 4)+ 5 indicala sumade3-+4 y5.Estoes, (3+ 4) + 5 =
=7e

b) La expresion 3 + (4 + 5) indica la suma de 3 y 4 + 5. O sea,
3+ (4 +5) =8+ 9.

Ejercicio 16. Complete las oraciones siguientes.

a) La expresion (7 + 3) + 5 indica la sumade____"+____y 5. Es decir, (7 + 3) +

+5=___+6

b) La expresién 7 + (3 + 5) indica la suma de y + . Es decir, 7 +

= (F+5) =7+

c) La expresién (27 + 34) + 12 representa la suma de + y . Es
decir, (27 + 34) + 12 =___ 4+ 42,
d) La expresion 27 + (34 + 12) indica la suma de y + . Es decir,

27 F B4 1) =—-.

e) La suma de 3 + 0 y 9 se indica con la expresion (3 + 0) + 9.
f) La suma de 3 y 0 + 9 se indica con la expresién ___+ [ + ).

g) La suma de 3 + 4 y 80 se indica con la expresién

h) la suma de a + b y ¢ se indica con la expresién

i) La expresion a + (b + ¢) indica la suma de y
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Ejercicio 17. Complete las igualdades siguientes tal como se hace en el inciso a):

a) 5+ @4+3)=5+7 b) (5 +4) +3 =+
c) (o +5)+ 2 =+ d 10+ 6B +2 =__ +
el 7+ 0O+ 1) =__+ l (74+9 +1 =+

Propiedad asociativa.

Ahora que sabemos interpretar expresiones con paréntesis podemos estudiar
otra propiedad bésica de la adicion. Observe usted las siguientes ilustraciones. (Los
ndmeros indican medidas en metros.)

3 5 2 15 20 35
— | ~ — : |
: I V —“\-—-\,-n-’ S e Y

3+ 5 2 15 20 + 35

3 5 2
} } | | p— i =
' v J \ " M 4 J

3 5 + 2 15 + 20 35

20 55 + 12 b+ ¢

;Miden lo mismo los dos segmentos? | ;Miden lo mismo los dos segmentos?

Ejercicio 18. Simplifique las siguientes expresiones tal como se hace en a).

al 6+ (2 +8 =610 =16
b) 6 +2)+8 =__+_ =__

el tNOEH ) =" £ ="

d) 2 t8)i kR =k =

e) (30 +0) +8 =__ +__ =_

) 30+ (0 +.80), =——F =_

g} 135 % (2461 + 183) =__H. = -
h) (135 + 246) + 183 =__+___=__
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Habra usted observado, al resolver el ejercicio anterior, que se obtiene el mismo
resultado ena) y b), en ¢) y d). en e) y f] y en g) y h). Esto ilustra la propiedad que
enunciamos a continuacion.

T

Esta propiedad bdsica de la adicion recibe el nombre de propiedad asociativa.

Ejercicio 19. Use la propiedad asociativa y complete las expresiones siguientes,
sin efectuar las operaciones.

a) Yaque (8 + 3) + 4 = 15, entonces 8 + (3 + 4) =

b) Ya que 12 + (16 + 25) = 53, entonces (12 + 16) + 25 =

¢) Yaque (85 + 42) + 70 = 197, entonces 85 + (42 + 70) =

d) Ya que 1300 + (1200 + 3000) = 5500, entonces (1 300 + 1 200) + 3000 =

Ejercicio 20. Use la propiedad asociativa para completar las igualdades tal como
se hace en a). (Las letras representan a cualquier nimero natural o al cero.)

a) (65+8 + 7 = 5+[8+T7

b) (11 +5) + 10 =

¢l (T +0)+ 38 =

dl 10 + (70 + 80) =

el m+ (5 + 12) =

fl x + 0+ 2z =

g) a-+ (r + 8) =

h) (m + p) +q =

Las adiciones como 2, + 5 + 8 = pueden efectuarse de dos maneras dis-
tintas; pero, por |la propiedad asociativa, sabemos que el resultado serd el mismo.
Es decir,

2 +5+8=2+(5+8) =2+ 13 =15
o bien,
2 +5+8=(2+5 +8=17+28=15
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Ejercicio 21. Efectie las siguientes adiciones en dos formas diferentes, tal como
se hace en a):

a) 3+ 4+ 8

1 3+4+8=23+ (4+8 =3+ 12 =15
2) 34+4+8=(3+4)+8 =7+ 8=15
b) 5+ 9+ 3 ¢)] 7T+ 8+ 2
d 0+ 8 + 15 e) 15 + 0 + 7

Ejercicio 22. Encuentre el valor de la expresion m + n + p, para los valores
de m, n y p siguientes.

al m=4 n=28 p 15 bl m = 7. p=1, n=29

) p=3 m=5 n=40 d) m = 5 p=20 n=1

El cero en la adicion.

Es importante estudiar el comportamiento especial que tiene el nimero cero cuan-
do aparece como sumando en una adicién. El siguiente ejercicio nos permitira ob-
servar dicho comportamiento.

Ejercicio 23. En la siguiente tabla llene el cuadro verde y los cuadros azules y
amarillos con las sumas que les correspondan.
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Ejercicio 24. Complete las expresiones siguientes:
a) Las sumas que corresponden a los cuadritos azules son:

il == — = cbpiE s it 0=
2+ 0= —h ] = g =
ey e E= T 6+ 0 = = e———=
b) Las sumas que estan en los cuadritos amarillos son:

[0I80G SG [ i ERR Q) =t = sy 1 2 AR S
0+ 2 =_____ 0 + 5 = — g e
0 Fee—= = 0+ 6= = [9 - S——

¢} La suma que estd en el cuadro verde es =} =

d) Los cuadritos azules nos sugieren que si a es un ndmero natural, entonces
a+ 0=

e) Los cuadritos amarillos nos sugieren que si a representa un nimero natural,
entonces 0 + a =___,

Las observaciones anteriores ilustran la siguiente propiedad basica de la adicién.

Por la manera como se comporta el cero en la adicién, se le llama “elemento
neutro” de tal operacién.

Ejercicio 25. Efectie las siguientes adiciones. (Las letras representan nimeros na-
turales o cero.)

o RS Tl b) 37685 + 0 = .
o) lFil=——— d]OLI-p=

8 m+t 0=__ fl] 2@ +a +0=

all @k i+ B = - h) (m + n) 4+ 0=

Hasta aqui hemos estudiado las tres propiedades basicas de la adicion de nime:-
ros naturaies. Para finalizar resuelva usted los dos ejercicios siguientes.

79



Ejercicio 26. Complete usted la siguiente tabla.

Nombre de la Forma simbdlica
propiedad de expresarla

Conmutativa

Asoclativa

Elemento neutro

Ejercicio 27. Indigue usted qué propiedad se emplea en cada una de las siguientes
igualdades.

a)] 5+ 4 =4+5 conmutativa

b) m+ n=n+m

o) (6+2)+4=6+(2+4)

d) r+ (s +1t) =10 +s] 1t

eg) §+0=5

fl 0+ m=m elemento neutro
gl 5+ (@4 +3)=4+3+5

h) (@ +b) +'c = ¢ + (a + b):

i) 8+158)+0=28+35

i) 0+((B+4)=8+4

klk m+ 0=0+m

D G+4) +@B8+7=8B+7 +(5+4)

ml 3+ (28 + 4) =3+ @4+ 2)

n} 5 +F3 = {5+ 3+ 0
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5. Problemas

Finalmente resolveremos algunos problemas en los que interviene la adicion.

a) La distancia, por carretera, de México a Querétaro es de 220 kilémetros y de:
Querétaro a San Luis Potosi es de 192 kilémetros. ;Cuél es la distancia de México a
San Luis Potosi?

Sn Luis Potosi

Querétaro
México

b) (Cuél es la longitud de cada uno de los siguientes segmentas? (Los niimeros
indican medidas en metros.)

35 90 205 83
=\ < ) ( : \ ) \
L L J I i 1
A B C M N 0
89 407 209 198
f'-'A"—\r s —— (s > N = \
i L 1 L 1 1
| ] i i I L
P Q R S 13 U
878 303 498 107
e = \ ¢ £ \ f S NS
D E Eox y z
396 582 405 203
_f\_\! \ [ \ - !
i 1 1 L |
G H / J K
El segmento AC mide metros; el segmento MO mide _______ metros; PR
mide metros; SU mide metros; DF mide metros; E_mide_

metros vy GK mide_____ metros.
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sa eI cohete hasta una altura de 57
' la tercera otros 105 kilometros _4, asta que altura I




d) En el mapa estda marcado el recorrido de la casa de Juan a la casa de sus abue-

los. Si los ntimeros indican metros, ;cuantos metros recorre Juan desde su casa a la
de sus abuelos?

Casa de
Juan

-/

60

70

58
Casa de los

abuelos
de Juan

e) ;Cudl es la longitud de las siguientes lineas? (Los nimeros indican metros.)

A

C M
93
85 72 Q
E
46 '
8 D
- H R
U
400 :
e 395 196 98
105
4 v
526
G ! s 208 T

Lalinea ABCDE mide____metros: la linea M N OPQmide__ metros:

la linea F G H | J mide

metros; la linea R ST U V mide_______metros.
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El perimetro de una figura se obtiene sumando las medidas de todos sus lados;
es decir, sumando las longitudes de sus lados.

Ejemplo. Al medir un tridngulo se obtuvieron las siguientes medidas en metros.

- ! | |
a1 62 96

41 62

96

El perimetro del tridngulo es 41 + 62 + 96, o sea 199 metros.

Ejercicio 28. Encuentre el perimetro de las siguientes figuras. (Los nimeros in-
dican longitudes en metros.)

a) b)
85 115
320 A87
93 591

Perimetro: Perimetro:

c) : d)

38
44 26
23
25
30
33
57 24
Perimetro: Perimetro:
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e) f) La figura es un tridngulo equilatero.

21
21
16
21
83
37 26
58
Perimetro: Perimetro!
g) La figura es un cuadrado h) La figura es un tridngulo isésceles.
124
385 112
Perimetro: Perimetro:
i} La figura es un rectangulo. j) La figura es un trapecio isésceles.
80
306
56
605 140
Perfmetro: Perimetro:
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Ejercicio 29. Juan, Pedro y Pablo reciben como herencia un terrenc que se distri-
buyen entre ellos en la forma que se ilustra abajo. Las medidas estan en metros,

| 1040

215

720 Terreno de Pablo

890 '

Con esos datos, complete las siguientes oraciones.

a) La letra g representa una medida de______metros.
b) La letra b representa una medida de_______ metros.
¢) El perimetro del terreno de Juan es de ' metros.
d) El terreno de Pedro tiene un perimetro de____________metros.
e) El terreno de Pablo tiene un perimetro de____ metros.

f) Si Juan y Pedro decidieran formar un solo terreno con su herencia, ;cudl seria

el perimetro de ese terreno? Seria de__________metros.

g) Si Juan y Pablo decidieran unir sus terrenos en uno solo, ;jcudl seria el peri-

metro de tal terreno? Seriade___________metros.

h) ;Cudl es el perimetro del terreno que fue repartido entre las tres personas?

El perimetroesde_____ metros.
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Ejercicio 30. En la siguiente tabla estan anotadas las distancias entre algunos de
los astros de nuestro sistema solar.

Distancia de Mercurio al Sol

Distancia de Mercurio a Venus 49
Distancia de Venus a la Tierra | 43
Distancia de la Tierra a Marte 74
Distancia de: Marte a Jdpiter 549
Distancia de Jupiter a Saturno 644

Con esos datos, complete usted la siguiente tabla.

Distancias en millones
de kilémetros

Distancia de Mercurio al Sol 58

Distancia de Venus al Sol

Distancia de la Tierra al Sol

Distancia de Marte al Sol

Distancia de Jupiter al Sol

Distancia de Saturno al Sol




Ejercicio 31. Encuentre usted las cifras que faltan en cada una de las siguientes
adiciones.

a) 2y =5 b) — Bl
7 +
4 8 __ 2 __ 6
2 2 8 6 5
o) 7 ___ 4 d) 2 _ '3
+ +
6 0 __ 4 8 __
0 2 — 7 4
4 3 2
e) — Bl — f) e s
+ +
ST 5 4 - 7 6
2 8 9 7 1 8 __
6 4 2
g) 8 8 __ 4 3 h) gy
+ +
W Eo TR 9 - 6 5
0 _ 0 0 0 v 5 4 g, L
i) gL 4. L 1§ ) 7 1 — 2 8
4 +
B RE Rt -3 . o O B
f a7 L e gy = g
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Multiplicacion de nimeros naturales




1. La multiplicacion y la adicion
En la escuela primaria usted aprendié a utilizar expresiones como las siguientes
para indicar una multiplicacion.
_ 45
45 X 6 = 270 X B

270

A los nimeros que aparecian en una multiplicacion les llamaba asi:

45 ftactor
45 X B = 270 X 6 factor
factor factor producto 270 producto

A continuacién vamos a repasar y estudiar algunas ideas relativas a esta ‘ope-
racion.

Observe usted la maguina de la fotografia. Con ella: se calculan unicamente: su-
mas. '
;Qué procedimiento usaria usted para calcular la multiplicacion 3823 X 9, usando
dicha méquina? '
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Usted sabe que 4 X 3 quiere decir "4 veces 3", 0 sea "3 + 3+ 3 + 3" Para ex:
presar esto en simbolos, escribimos

4X3=3+3+3+3 (4 sumandos)

De igual manera, 3 X 4 es "3 veces 4", 0 sea 4 + 4 + 4 (3 sumandos).

De acuerdo con esto, tenemos, por ejemplo, que

2X8=28+8 (2 ___sumandos)
8X2=2+2+2+2 4$2+2+2%p9 (-—8__sumandos)
5X9=9+9+9+9 +g ( sumandos)
9X5=5+5+5+5 +5+5+54+54+5 ( sumandos)
A XT=T7T+7+7+%+7 I. (. sumandos)
TX4=4+4+4+4+4 +4+4+4. (. sumandos)

A la inversa, si tenemos una suma como 5 +5 + 5 + 5 + 5 + 5, "6 veces 5y
podemos decir que es lo mismo que "6 X 5. En simbolos,

5+5+54+5+5+5=6¢6X5
Segln esto, tenemos por ejemplo que_
2+ 2+2+2+24+ 2+ 2

7 X 2,
2 X 17

7+ 7
5 X 4,
4 X 5,

4 + 4+ 4+ 4+ 4
5+ 5 + 5+ 5
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Esta idea se presenta en forma natural en algunos casos. Por ejemplo, veamos
la siguiente situacion:

_ Unidad
cuadrada

El 4rea de un rectangulo es el ndmero de unidades cuadradas que hay en él. Para
calcular esa 4rea puede emplearse la adicién o la multiplicacion. En este rectan-
gulo observamos que hay 8 columnas de 6 unidades cuadradas cada una. Es decir,
hay 8 veces 6. Por lo tanto, su drea es

\6 +6+6+6+6+6+86 + BJ= 48 (unidades cuadradas)

8 sumandos
o bien,
8 X 6 = 48 (unidades cuadradas).

;Recuerda usted que el area de un rectdngulo se encuentra multiplicando su
base por su altura?

Ejercicio 1. Complete las siguientes iguaidades tal como se hace en a) y en f).

a) 5 %X 8=8+8+8+ 8+ 8

b) 8 X 5 =
¢ 2 X 10 =
d 5 X 0=
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el] B X1 =
fl] 8+ 8+ 8+8=4 X8

) 4 + 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ 4

+
o=
]

h) 5§ +5 + 5 =

i) 0+0+0+04%0+0

Il

1t +1+1+1+1+1'4 1=

k) 78 + 78 + 78 + 78

Il

[) 1027 + 1027 =

Ejercicio 2. Exprese de dos maneras diferentes el perimetro de los siguientes po-
ligonos regulares. (Un poligono es regular si todos sus lados tienen la misma
medida.)

a) b) c)

87 #1385
3 X5

Ejercicio 3. Encuentre el area de los siguientes rectdngulos en dos formas dife-
rentes.

a)

Unidad cuadrada

Area: 3 + 3 + 3 + 3 = 12 (unidadades cuadradas)

Area: 4 X 3 = 12 (unidades cuadradas)
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b) .
lUnidad cuadrada
Area:
f\rea:
c)
. Unided cuadrada
Area:
Area:
d) . Unidad cuadrada
Area:
A_rea:
e) )
Area:
AI"BEI

. Unidad cuadrada
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En una adicion debe haber, cuando menos, dos sumandos. Por eso las expresio-
nes como 1 X3y 0 X 4 no se pueden interpretar como sumas, pues

1 X 3 serfa 1 sumando 3,
0 X 4 seria 0 sumandos 4.

Para poder manejar en la multiplicacién expresiones como las anteriores, conven-
dremos en que

I |:!J| |'IJ‘|||| il

al 1 X 15 = 15 b) 1 X 4738 = 4738
¢) 0 X 15 =0 d) 0% 4738 = 0

Ejercicio 4. Efectiie las siguientes multiplicaciones.

a) 0x2-= b) 0 X 4 =
c) 1 X 4-= d 1 x7=
e) 0 X 1= fl 1x1=
g 1 x0= ~ h) oxo-=

¢Qué indica la expresion 5 X a? Indica la multiplicacién del nimero 5 por el ni-
mero a. Esto es, 5 X a quiere decir 5 X 4, si a es el nimero 4. En caso de que a
fuera el nimero 3, 5 X a querria decir 5 X 3.

El uso de letras para representar nimeros en la multiplicacion puede, a veces,
producir confusién entre la x y el signo de la operacion. Para evitar esto se acos-
tumbra usar un punto. Por ejemplo.

5e¢4 =5 X 4 3 X 50 = 3 =50
bea =15 X g aXxX 7 =ge 7

Es més, si no hay ninguna confusién, se acostumbra indicar la multiplicacién po-

niendo juntos los factores. Por ejemplo,

5e3 = Ba 3n = 3 enq 78b = 78 ¢ p




Ejercicio 5. Considerando que a es el nimero 5, efectie usted las siguientes mul-
tiplicaciones.

a) 3¢ =3e5 =15 el a«b =
b) 2ea =2«5 =10 fy a=10 =
c) Ta-=: g) 10002 =
d) 4a = h) 5728a =

En los microscopios y lupas, para indicar su poder de aumento se usan las expre-
siones 10x, 100x, 1 000x, etc. El significado de esto es el siguiente: si x es la lon-
gitud de un objeto, entonces en el microscopio dicho objeto se ve con una longitud
igual al producto de x por 10, por 100, o por 1000, segun el aparato de que se trate.

Ejercicio 6. La siguiente tabla muestra las medidas de diversos organismos mi-
croscopicos. Calcule usted las medidas con que se verian al microscopio, si éste
tuviera los poderes de aumento que se indican.

X 10x 100x 1000x

350 3500
micras micras:

4 250
micras

150 150 000
micras micras:

60
micras
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Ejercicio 7. Exprese de dos maneras diferentes el dato que se pide. Tome como
modelo la resolucion del incise a). Las letras representan numeros naturales.

a) El perimetro del cuadrado. b) El perimetro del exdagono regular.

a+a+tata ¥ O+ + o+ o+
4 a X
c) El costo de todos los lapices. d) La distancia de A a B.

(El segmento rojo mide
r centimetros.)

[ ISUSSS |
A B
[} i | : | 5
e) El area de la figura azul. ) Area total del cubo.
(m es el nimero de centimetros (a es el niimero de centimetros
cuadrados de la figura verde.) cuadrados de la cara roja.]

(El cubo tiene 6 caras cuadradas
de igual area.)
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'g) Area total del tetraedro. h) Area total del octaedro.
(m es el nimerc de centimetros (h es el nimero de centimetros
cuadrados de la cara anaranjada.) cuadrados de la cara café.)

(Las cuatro caras del tetraedro son (Las 8 caras del octaedro son

tridgngulos equilateros de igual triangulos equilateros de
4rea.) igual drea.)

i) Peso del cuerpo M.
(r es el peso en gramos del
cuerpo azul.)

Ejercicio 8. En cada inciso encuentre el valor del producto.

al] Sin = 2 entonces 4n =

bl Si x = 6, entonces 2x =

¢) Si b = 8, entonces 3h =

d} Siz = 1. entonces 5z =

el Siy = 0, entonces 11y =

En virtud de que la expresion 5a indica el producto de dos nimeros naturales
cuando a representa a un nimero natural, podemos decir que 5a es "5 veces a''.
Esto es,

Sa =g v a a g s
De igual manera,
3x = x +x + x
44 =TT IE T T
Ly =y =gy ey
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Ejercicio 9. Complete las siguientes igualdades como se hace en a) y en e). (Las
letras representan numeros naturales o cero.)

a]3_'p=p-+p+p! ~b) 2m =

c) Tn = dj 5a =

e x o XX o xSk x =5y il m+ m=
gl ey Ry Ey=— " [ghig ' e 85
i] 0en =

Con lo que sabemos, podemos ahora interpretar y simplificar expresiones como
5a + 3a. Observe la resolucion de los siguientes ejemplos:

52+ 38 =g +a+atat+tat+tagtata=8a
3m+4m=m+m+m+m+m+m+m=7m
r+2r=r+rt+trtr +r=5r

Ejercicio 10. Simplifique las siguientes expresiones en forma similar a como se
hizo en los ejemplos: anteriores.

a) 4z + 2z = b) 3y + 6y =
c) 8t + 4t = d) 2¢ + 6g =
e) 8 + b = fl 3p + 2p + 4p =
g ¢ + 5 = h) 4w + 8w =

i) 2¢r + B5r + 3r + 2r =

Las expresiones como ab, mn, rs, etc., indicaran la multiplicacion de dos nume:
ros naturales. Por ejemplo, ab indicara 5 X 8 siaes 5y bes 8 absera 6 X 98 a
es6ybes9;absera3 X 4siaes3y besd; etc,

Ejercicio 11, Observe los siguientes rectangulos. Podemos indicar el area de cual-
quiera de ellos con: la expresion ab. Considerando que a es el numero de unida-
des de los lados amarillos y b es el nimero de unidades de los lados azules, en-
cuentre usted el valor de ab para cada uno. El segmento rojo representa la unidad.

a) b)

geb=2¢4=28 a's b=
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c) = - d)
e 2l —
ab = ab =
el . f) 5 —
NN | ]
| | Ml _
ab = ab =
g) = h) s~
|
ab = ab =
1) | l )
|
e [ )
i
ESEE
ab = ab =
Ejercicio 12. Complete las siguientes expresiones, como se hace en a).
al] Six =8yn = 3 entonces xn = 8 = 3 = 24
b) Sia =15y b = 6, entonces ab = -
c) Sin = 8By x = 20, entonces ax = =
d) Sia = 12y x = 0, entonces ax = =
e) Sid =5y r =0, entonces dr = =
f) Sim= 1yx = 8, entonces mx = =
gl Sib =17y a = 1, entonces ba = =,
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2. Cuadrado de un namero natural

Con frecuencia, al hacer multiplicaciones, se presentan productos de factores igua-
les como 5 X 5, 1221 = 1221, @ « a, etc. Es (til, desde el punto de vista de la
brevedad, indicar ese tipo de productos de una manera especial. Observe usted

los siguientes ejemplos.
al 5 X 5 = 52 (Léase "cinco al cuadrado” o “cinco a la segunda potencia’.)
h) 1221 X 1221 = 12212 (Léase “mil doscientos veintiuno al cuadrado o a la
segunda potencia”.)
¢l aa = a° [Léase'a al cuadrado o a la segunda potencia™.)
Los nlimeros que aparecen en una expresion como 52 se denominan asi:

base 5 exponente

Ejercicio 13. Complete las siguientes igualdades tal como se hace en a) y en h).

g  Ux7=_F b) 9 x9 =
c) 1= d) 1000 X 1000 =
e) 0 X0 = f) n e n =
g) X . K= h) 82='8.><8=64
i) 100? = i) 3507 =
k) m' = 1) P

El uso de la expresién ‘al cuadrado" se justifica por la relacion que existe entre el
calculo del 4rea del cuadrado y la multiplicacion de dos factores iguales.

i

a4 e a
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3. Problemas y ecuaciones

A continuacion resolveremos algunos problemas interesantes en los que aplicare-
mos nuestros conocimientos de la multiplicacion.

Problema. Se va a programar un baile en una fiesta escolar. Para participar en
él se presentan las personas cuyas fotografias se muestran a continuacion.
r

ol

¢Podria usted decir cuéntas parejas distintas se pueden formar para el baile?
{Cada pareja debe formarse con un hombre y una mujer.) '

Resolucién. Para resolver este problema conviene que observe la siguiente ilus-
tracion, trace las flechas que se piden y luego complete las oraciones.
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a) Aqui se muestran con flechas las diferentes maneras de formar tina pareja
donde puede estar Hugo. Tales posibles parejas son: Hugoy | Hugo y
cHugoy  Hugoy—__ . El nimero de parejas don-

de puede estar Hugo es

b) Indique con flechas rojas las diferentes maneras de formar una pareja donde
esté Paco. Tales parejas pueden ser Pacoy______ | Paco ye——— - Paco
Y— Pacoy___________. El ndmero de parejas donde puede estar Paco

es

¢) Muestre con flechas azules las parejas que se pueden formar con Luis y algu-

na de las sefioritas. Se pueden formar parejas diferentes con Luis.

d) Ahora podemos observar que el nimero total de parejas diferentes gue se

podrian formar para el baile es + + = 12. También podemos pen-

sar en que tal nimero es 3 X
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Ejercicio 15. Trace usted las flechas para indicar las diferentes parejas que se
pueden formar con 2 varones y 3 seforitas. ;Cuél es el total de estas parejas?

Con Juan se pueden fermar—__-_parejas.
| Con Pedro se pueden formar—____parejas.
Por lo tanto, el total de parejas distintas es + = O bien,

:
2 X = ;
i o



_Ejercicio 16. En la ilustracion siguiente cada letra representa un varén y cada
niimero una seforita. Haga usted o mismo que en el ejercicio anterior.

Niimero de parejas con A:
Niimero de parejas con B:
Numero de parejas con C:

Namero de parejas con D:

Niamero de parejas con E:

El nimero total de parejas diferentes es X =

Problema. ;Cuantas parejas diferentes se pueden formar con m hombres y 1 mu-
jeres? (Cada pareja constituida por un hombre y una mujer.)

Ejercicio 17. En la siguiente ilustracion indique con flechas- las ‘diferentes pare-
Jas \que se pueden formar de manera que cada pareja conste de un elemento del
conjunto A y uno del conjunto B.

Las parejas formadas son (a, d), (2, ). (b, ). (b, ). (e, ) le. ).
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En casi todas las ferias populares hay un juego de dados.

Problema. ,Cudl es el ndmero total de resultados diferentes que pueden tenerse
al tirar los dados rojo y verde, ilustrados arriba?

Resolucion. 'Si el dado rojo cayera en 1, los resultados posibles, con los dados,
serian (1, 1), (4, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5) ¥y (1, 6).

Si el dado rojo cayera en 2, los resultados posibles, con los dados, serian @, 1,
(2, 2), (2. 3).(2, 4), (2, 5) y (2, 6).

Si el dado rojo cayera en 3,. , . etcétera.

En consecuencia, la respuesta al problema es;
Respuesta. El niimero total de resultados diferentes que pueden tenerse al tirar

los dos dados es X = ;

Problema. En el juego de dados una persona apuesta al nimero 11 y otra apues-
ta al nimero 7. ;Cuél de las dos personas tiene més probabilidades de ganar? +Por
qué? (El nimero debe obtenerse sumando los puntos de los dos dados.)
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Ejercicio 18. Analice usted cada una de las siguientes situaciones y resuelva
la cuestién que se plantea.

a) Un viajero quiere ir del pueblo A al pueblo /, que se muestran en el mapa. Para
cruzar el rio usa una lancha que puede tomar en cualguiera de los embarcaderos
B, C, D o F y se puede trasladar en ella hasta cualquiera de los embarcaderos F,
G y H. ;Cuantos recorridos diferentes se pueden hacer de A a /2 (En el dibujo se
muestra en rojo uno de: los posibles recorridos.)

b) En el dibujo se observa una rata que quiere comerse el queso. Se ilustra tam-
bién una de las formas en que puede llegar a él.

Diga usted cuéntos recorridos diferentes puede hacer la rata para llegar a donde
estd el queso.

¢) La piramide tiene 4 escaleras para subijr al primer descanso y 4 para llegar a
la alto, jcuantos caminos se pueden escoger para llegar a la ctspide?
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d) Para ir de un pueblo A a un pueblo B hay cinco caminos, y del pueblo B al
pueblo C hay cuatro caminos. ;De cudntas maneras distintas se puede ir del pueblo
A al pueblo C?

e) En una cafeteria hay pasteles de moca, chocolate, nuez y limén, y para beber
ofrecen leche, café, té, chocolate y malteada. ;De cudntas maneras diferentes se
puede escoger un pastel y una bebida?

f) Maria Elena guiere regalar a su hermano una novela y un libro de poesias. En,
la libreria encuentra 15 novelas diferentes y 20 libros de poesia distintos. ¢De
cuédntas maneras diferentes puede formar su regalo?

g) Se planea pintar un granero. Si se dispone de 10 colores diferentes para el -
interior y 15 colores diferentes para el exterior, ;de cuantas maneras distintas
puede quedar pintado el granero?

h) Para 1975 se planea lanzar al espacio una tripulacién ruso-norteamericana. Si
se entrenan para elle 20 cosmonautas soviéticos: y 25 estadounidenses, ;cudntas tri-

pulaciones diferentes se pueden formar de manera que consten de un soviético y
un nqrteamenc_an_q?
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Resolucion de zlgunas ecuaciones

El gran matematico y fisico Arguimedes (287-212 antes de nuestra era), utilizé la
idea de peso especifico de una sustancia para saber si una corona era de oro o
de otro metal.

Esta idea (la de peso especifico) es muy simple.

El peso especifico de una sustancia es el peso, en kilogramos, de un decimetro
cibico de esa sustancia. Por ejemplo, el peso especifico del oro es 19; es decir, un
decimetro clibico de oro pesa 19 kilogramos.

El peso especifico del aluminio es 3 y el del cobre es

Si conocemos el peso especifico de una sustancia, se pueden calcular entonces
el volumen o el peso de un cuerpo hecho de esa sustancia. Por ejemplo, ;jcudnto
pesa un decimetro cibico de aluminio?

El peso especifico del aluminio es 3. Por lo tante, 1 decimetro cubico de aluminio

pesa kilogramos.

;Cuénto pesan 2 decimetros cubicos de aluminio?

2 %X 3=|8. ‘Respuesta.| Pesan B kilogramos.

;Cuanto pesan 3 decimetros clibicos de aluminio?

3x3=|09 Respuesta.| Pesan 9 kilogramos.
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;Cudnto pesan 4 decimetros clbicos de aluminio?

4 X 3 =12 Respuesta,

;Cuanto pesan m decimetros ctibicos de aluminio?

X = Respuesta.

Ejemplo. Sabemos gue un objeto de aluminio pesa 18 kilogramos. ;Cuantos de-
cimetros cubicos tiene de volumen?

Si al nimero de decimetros clbicos del objeto lo denominamos , el pro-

blema se puede expresar con la ecuacién

& 3= 13

Es: decir, buscamos un nimero (decimetros cubicos del objeto) que mul-
tiplicado por 3 (peso especifico del aluminio) nos dé 18. La solucién es 6 decime-
tros cdbicos ya que 6 X 3 = 18.

Ejemplo. Un cuerpo de aluminio pesa 45 kg, ;Cudl es su volumen?
Llamemos v al velumen. En tal caso, la ecuacion es

v X 3 = 45
La solucion de esta ecuacion es v = . Por consiguiente el volumen del
cuerpo es de decimetros cubicos.

Ejercicio 19. Resuelva los siguientes problemas planteando las ecuaciones con
las letras que se indican.

a) ;,Cudl es el volumen m de un cuerpo de aluminio que pesa 60 kg 7 |,

La ecuacion para el problema es

La solucién de esta ecuacion es m = . Por consiguiente, el volumen de ese

cuerpo es de decimetros clibicos:.

b) :Cuél es el volumen x de una estatuz de cobre gque pesa 54 kg ?

La ecuacion para este problema es

La solucién de la ecuacion es x = . Por consiguiente, el volumen de esa es-

‘tatua es de decimetros cubicos.
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¢) Una mina produce 95 kilogramos de ero diariamente. i Cual es el volumen v
que ocupa ese oro?

La ecuacion para este problema es

La solucién de esta ecuacion es v = . Por lo tanto, el volumen que ocupa

ese oro es de decimetros cubicos.

d) ;Cusl es el peso especifico & de una pieza de maquina que ocupa un volumen
de 3 decimetros cubicos y pesa 24 kilogramos?

La ecuacidn para este problema es

La solucién de la ecuacién es e =—____. Por lo tanto, el peso especifico de esa

pieza es

e) ;Cual es el peso especifico e del marmol, si 5 decimetros cubices de dicho
material pesan 15 kilogramos?

La ecuacién para este problema es

La solucién de la ecuacion es e =____. Por consiguiente, el peso especifico del

marmol es

Para resolver €l problema de la corona, Arquimedes midié &l volumen de la mis-
ma y luego la pesd. Como sabia que el peso especifico del ore es 19, multiplico: el
volumen de la corona per 19. Asi pudo decidir si la corona era de oro o no,

Muchos problemas como los anteriores se resuelven por medio de alguna ecua-
cion. Realicemos el siguiente ejercicio para adquirir destreza en la resolucion de
algunas ecuaciones sencillas.

f

Ejercicio 20. Encuentre la solucién de cada ecuacion.

a) x 5 = 40 b]Dx-20=100

¢) 10 X% = 150 d) 12 x| |= 144

e] x X 7 = 49 fl m X 186 = 32
X = L =

g) 20 X & = 400 h) 5 X p = 500
(= =TI P =

i) 25 X a = 200 oz x 18= 72
= ————— Z =
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b =__ a =____
mhe b X 3= 12 mi S X @t = 24
bl =

Problema. En las siguientes multiplicaciones se han omitido algiinas cifras. ;Cudles
son esas cifras? :

a) 4 3 b) 3 1 8
X 2 X
8 3 ) 0
5 5 4
cl 3 9 d) 5
X 3 X 4
8 3 1
1 i 9 1 2
1 g 8 1
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4. Propiedades basicas de la multiplicacion

Asi como hemos estudiado las propiedades bésicas de la adicion, estudiaremos
ahora las propiedades basicas de la multiplicacion. Estas se descubrieron después
de un largo proceso de observacién y manejo de la multiplicacion.

En lo que sigue vamos a estudiar estas propiedades bésicas de la multiplica-
cion y las ‘aplicaremos para obtener algunas consecuencias interesantes.

Propiedad conmutativa

Observe usted la siguiente ilustracion:

Unidad
5 cuadrada

- P
=} i

Vemos que en este rectangulo hay 7 columnas de 5 unidades cuadradas cada
una, Por lo tanto, el drea del rectangulo, en unidades cuadradas, es

"7 veces 5", o sea, 7 X 5,

También podemos ver que en el mismo rectangulo hay 5 renglones de 7 unida-
des cuadradas cada uno. Por consiguiente, su drea en unidades cuadradas es

“5 veces 7', 0 sea, 5 X 7.

Ahora calculemos el area del rectangulo ilustrado a continuacion.

Unidad cuadrada

renglén

—
o = 3
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Hay columnas de unidades cuadradas cada una. El area sera, entonces,

“4 veces 3", o sea, X |
Hay | | renglones de-l unidades cuadradas cada uno. Por lo tanto, el 4rea sera
veces " o sea, x|

En consecuencia, el drea del rectdngulo anterior se calcula asi:

X , 0 asi X

¢Cuél es el area del siguiente rectangulo?

El drea de este rectangulo se puede

l:l calcular asi:
Unidad i
cuadrada L x

0 asi: x

El érea de un rectangulo que mide m unidades de base y n unidades de altura

se puede calcular asf:
I , X , 0 asi: x|

Ejercicio 21. Efectde |as siguientes multiplicaciones en su cuaderno Yy compare
los resultados de' las multiplicaciones de cada inciso,

a) 30 40 || b) 60 56 | | c) 600 400
X 40 X 30 X 56 X 60 X 400 X 600

Los ejemplos y ejercicios anteriores 'y la practica de usted al hacer multiplica-
ciones sugieren gque la multiplicacion tiene la propiedad conmutativa, y efectiva-
mente asi es:

- kil




Ejercicio 22. Obsetve usted las multiplicaciones ya hechas y luego indique el re-
sultado de las demas (sin hacer la operacion).

a) 5318 X 9 = 47862 28 X 780 =

b) 34 X 915 = 31110 9150 X 55 =

¢) 780 X 28 = 21840 9 X 5318 =

d) 1617 X 202 = 326634 202 X 1617 =

g) 55 X 9150 = 503 250 915 X 34 =

Ejercicio 23. Aplicando la propiedad conmutativa, resuelva las siguientes ecua-
ciones.

a) 4 5= 5 b) +45 = 45074 ) xef |= noe x

d) xe 5= 5+ 8 X = e) 3= ag=12+ 3 # =—

f) 40 13 = 183 = n n=—— 'g) 18 ° z = 35918 z =

La siguiente ilustracion es una tabla de multiplicacion. En ella se anotan algu-
nos productos.

Segundo factor

Primer factor
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Vea que el producto de 2 X 3 se anoté en un cuadro azul y el producto de 3 X 2.
se anotd en un cuadro rojo. Lo mismo pasa con 3 X 5 y 5 X 3 cuyos productos es-
tan en cuadros azul y rojo respectivamente.

Para completar adecuadamente la tabla es necesario considerar cusl es el pri-
mer factor y cuél el segundo en cada caso.

Si dobla usted la tabla por la diagonal notara que coinciden el cuadro rojo que
tiene el 16 y el cuadro azul que tiene el mismo nimero. Sucede 1o mismo con los
cuadros que tienen el 15 y el 6. Se dice que los cuadros que coinciden estan si-
tuados simétricamente o que son simétricos con respecto a la diagonal.

Ejercicio 24.

a) Coloque el producto de 8 X 4 en el cuadro de la tabla que le corresponda.
El producto aparece en un cuadro rojo. ;Cudl es el cuadro azul simétrico a este

cuadro rojo? En ese cuadro azul se anota el producto de X__ .

b) Cologue el producto de 2 X 7 en la tabla. ;Cudl es el cuadro fojo simétrico
al cuadro donde aparece este producto? En ese cuadro rojo se anota el producto

de xX_

¢) Llene los cuadros rojos de la tabla con los productos que les correspondan,

d) ‘Si tenemos [lenos los cuadros rojos, ¢podria usted llenar los cuadros azules
copiando los productos de esa region roja?

e) Si en la parte roja se muestran los productos de asb, entonces en la parte

azul se mostraran los productos de .

fl Llene los cuadros verdes.

g) En estos cuadros verdes se muestran los productos de la forma a»

En esta tabla de multiplicaciones apreciamos que la propiedad conmutativa de la
operacion hace que los productos a s b y bea aparezcan situados simétricamente
con respecto a la diagonal.

El conocimiento de esta propiedad conmutativa permite efectuar algunas multi-
plicaciones de manera comoda. Por ejemplo, si nos piden que multipliquemos

25
X 32408
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cambiamos la disposicién de nuestros factores en la siguiente forma:
32408
X 25

y efectuamos la operacion con la seguridad de que el resultado serd el mismo.

Propiedad asociativa

Para estudiar esta propiedad es necesario que interpretemos previamente expre-
siones como las siguientes:

8 X (4x3) y (8Xx4)Xx3.
Con expresiones como éstas se indican diferentes procedimientos de célculo:
8 X (4 X3 = 8 X 12
(8 x 4 x3 =32X 3

Es decir, 8 X (4 X 3) indica que se multiplica 8 por el resultado de 4 X 3. En
cambio, (8 X 4) X 3 indica que el producto de 8 X 4 se multiplica por 3.

Ejemplo.
a] 6 X (8 X7) 6 X B3 (6 X 9) X 7
b] 7 X (2 X 5) =7 X 10 (7 x 2) X 5

i
]

54 X 7
44 X 5

]

Ejercicio 25. Interprete usted las siguientes expresiones, tal como se hace en a).

a) 9 X (65 X 8) =9 X 40 b) (8 X 4) 2% 6= %

c) T» (98 = _X___ d (10 «5) « 20 = X ___
e] (6e4)s9 =__X___ fl re(7e2) = %X
g) S5e(aea) = X__ h) me(be b)) =—_ X —

i) (Wen)ype =—— X

Problema. E| ingeniero Rodriguez desea saber cuantos metros cubicos de agua
necesita para llenar una alberca que tiene la forma y las medidas (en metros]) que
se indican en el dibujo.

Sus ayudantes saben que para resolver el problema deben multiplicar las tres
medidas de la alberca (largo, ancho y alto].

Uno de ellos lo hizo asi: (25 % 10) X 2, y el otro lo hizo asi: 25 X (10 X 2).
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a) ;Plantearon ambos el problema correctamente?
b) ;Obtuvieron ambos el mismo resultado?

En este problema, al calcular las expresiones (25 X 10) X 2 y 25 X (10 X 2) se
obtuvo el mismo resultado, que es 500. Es decir, (25 X 10)X 2 = 25 X (10 % 2).

Ejercicio 26. Calcule el volumen de cada paralelepipedo en las dos formas que
se indican. (Las medidas estan dadas en metros.)

a)

V=156 X 4 X5 =__ _x_ =_

V= 15 X [4 X 5) = X =

b)

V= 50 X (10 X 20) = X =
V =1(50 X 10) X 20 = X =
c)

V. = 100 (15 » ] = X ===

V=[100s15)e __=___ X__=_ _




Con la expresidn a a (b = ¢) se indica el producto de a por b « ¢ y con la expre-
sion (a  b) e ¢, el producto de & « b por c.

Ejercicio 27. En la primera columna calcule el valor de a ¢ (b = ¢) y en la segun-
da columna el valor de (a = b) = ¢, para los valores de a, b y ¢ que se dan a la iz
quierda. Proceda como se hace en a)

ge (b 0) (4o b) oc

ala=8b=20c= 5 | 3=(2°5=3¢10=30 | (3+2) <5 =& 5:=30

b) 2 =2,b =8 c =3

Il

¢l a=1b=3c= 2

dl a

Il

Bphi=10.¢

il

e)a=9 b=1c= 1

Como habra usted observado en los ejercicios anteriores, hay parejas de expre-
siones que, aunque indican céalculos diferentes, al hacer |la operacion dan resulta-
dos iguales.

En general, es cierto que

La propiedad que enunciamos cor |a expresion anterior recibe el nombre de pro-
piedad asociativa de la multipl.cacion,

Ejercicio 28. Trace rayas para unmir las expresiones que dan el mismo resultade.

7 % 40) X 80, (30 x 52) X 10
(500 X 4 X 6 1800 X (3 % 101
30 x (52 X 10) 500 X (4 x 6)
(1800 X 3) X 10 7 X (40 X 80)

Ejercicio 29. Resuelva las siguientes ecuaciones:

) re2] = 7e@ <9
b) (8ed) *3 = B e 3)
c) me(5 «7) = (65 «7; m=___
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Il

dl (7ex) 3 7 e [10 »3); x =

g] 5 e([12 ¢ 8) (f = 12) e 8 r =

Il

fl. m «[3 e 2)

(82 3) »2; m =

Ejercicio 30. Aplique la propiedad ascciativa para cambiar |as expresiones, tal
como se hace en a). (Las letras representan numeros naturales). I

a] as(bsc) = (gab) ec b) m e (n e p) ==
c) (ae=bh) «n = d] felneti =
el (& s D) em = f) r e (mien) =
Las multiplicaciones como 8 « 4 s 3 =______se pueden efectuar de dos mane-

ras diferentes: (8'e 4) e 3, 0 bien, 8 « (4 « 3). La propiedad asociativa nos asegura gue
el resultado es el mismo en ambos casos. Por lo tanto, podemos escoger indistin-
tamente cualquiera de las dos maneras para efectuarlas.

Ejemplo.
al 8 X9 X T7=6X(9X7); obien,6 X 9 X 7=(6X 9 X 7.

b) 2 ¢« 7 « 10 = (2 « 7) = 10; obien, 2 ¢ 7 & 10 = 2 ¢ (7 « 10).

Ejercicio 31. Efectlie las multiplicaciones que se indican usando el procedimien-
to que usted guste.

a) 8 X 10 X 4 b) 12X 10 X 5 c) 6 X 12 X 10
d) 5 X 10 X 100 e) 20 X 10 X 5 f) 30 x 5x 20
g) 100 X 8 X 5 h) 5 X 0 X 100 i) 1 X 42 X 10

Para indicar la multiplicacion de tres nlmeros naturales cualesquiera a, b y ¢ se
usan expresiones como a ¢ b ¢ ¢ 0 abe, En ambos casos leemos: "a por b por ¢




Ejercicio 32. Indique en su cuaderno cual es el producto de m n p, considerando
los valores de m, n y p que se dan en cada inciso.

a m=5n= 8 p =10 mnp = 5 X 8§ X 10 = 400

b] m =10, p = 3, n = 2 ¢) p =10, m = 5 n = 1.
d m=8n= 5p= 2 el m= 3, n =0 p= 100
fl m = 10, n = 10, p = 10. gl m= 1, n =1, p= 1

La multiplicacién de 4 nameros (por ejemplo 3, 4, 5 y 6) se indica asi:
3 X 4 X 5§ %X By se puede calcular de la siguiente manera:

Ve Vs Ve |

3 X 4 X5XE6
(multiplicamos primero 3 X 4; luego multiplicamos este resultado por 5 y, finalmen-
te, este segundo resultado lo multiplicamos por 6. El resultado final es 360).

Aplicando la propiedad asociativa y la propiedad conmutativa, se puede efectuar
una multiplicacién de varios factores en diversas formas: pero el resultado siempre
es el mismo. Por lo tanto, cada quien puede efectuarla en la forma que considere
mas facil o mas conveniente.

Ejemplo,

a) 2ed 03265 = 240

b) 3e¢204e5e2e30e2=1440

Ejercicio 33. Efectie las siguientes multiplicaciones en su cuaderno.

a) B X3X2X4 b) 5§ X 2 X 3 X 2

) 6 X 5 X 10 X 2 dif 6 X% 3% 53X 2

el 10 X 5 X 2 %X 10 f) 3X9X 2x2x3

g 5X2X2X5X%X3 h) 3 X3 X 3X0

) 1222 K2 X2 K2 ) 1 X1 X1X1X1X1X1

Notacion exponencial

En la practica se presentan frecuentemente expresiones como5 X 5 X 5 X 50
7 X 7 % 7. Estas expresiones pueden ser representadas en forma breve. Por ejem-
plo,5 X 5 X 5 X 5 se indicacomo 5*; y 7 X 7 X 7 se representa como 7’

Esta forma breve de representar un producto de varios factores iguales recibe el
nombre de notacidn exponencial.
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Ejemplo.
a)l 2% 2% 2

[l
N

2'.se lee "2 al cubo” 0 "2 a |a tercera
potencia”

Léase: “4 al cubo” o “4 a la tercera
' potencia’

) 5%5 X5 X5 =5 Léase: "5 a la cuarta potencia”

d) 7 X7 X7X7X7=7  Léase: "7alaquinta potencia”

el memem = m fl Xxexexe xsx=x

bl 4 X 4 % 4

Il
S
5

g) bebeb e b=4p ) ye yoy o yoyoy=y

El uso de la expresion “al cubo” se justifica por la relacién que existe entre el
célculo del volumen del cubo 'y el producto de tres factores iguales.

En la notacién exponencial se acostumbra nombrar a los ndmeros en la sfg‘_ﬁi#a‘ﬂaz-
forma: ;

base —>4°<—— exponente

Ejercicio 34. Exprese los siguientes productos en notacion exponencial. (Las letras

representan nimeros naturales o cero.)

a) Be8eg8 b) 303 e3e3

c) pepep d 7x7

el mem & & &t ¥
g) 6e6e6eb6 o6 h) 5e5¢5e505e5
0 xexexex i) asasasa - asdedededoa
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Ejercicio 35. Escriba las siguientes expresiones como productos de factores igua-

les, tal como se hace en a). (Las letras representan nimeros naturales.)

al] 5" = 5e5ebeb b) 8 =
e}l Aer = d b =
el m = f) 2=
gl K = h) 1000°=

Ejercicio 36. Calcule el valor de las siguientes expresiones, considerando que

4= 5 B= 10 y &= 2

a) g =5 X 5X5 = 125 b) ot o=
c) b* = d) 24" =

e) 2b = fy 3ab =

g) 28 = h) 56 + 3b=

i) 2 + 3b = jj 28 +5 =

ki 4a + 3¢ = ) 3a + 2b + ¢ =

La notacién exponencial también es util para expresar brevemente productos como
5+ 4 (5+4 y (@+ b (a+b) (a+ b)enloscuales los factores son

sumas iguales.
5+ 4)(5+4) =(5+ 4)
(a+ b)(@+ b)(at b =(a+ b)
Ejemplo.
a) B+2)(3+2)(3+2)(3+2) = (3+2)
b) (m+nim+n = (m+ n)
c) (8+5) = (8+5)(8B+5)(8+5)
d (r+38)? = [r+5s)l+s)

Ejercicio 37. Exprese los siguientes productos en notacion exponencial
tras representan numeros naturales.)

a)l (5+2) (5+2) (5+2) =
b) (4+3) (4+3) =
¢) (a+2) (a+2) (a+2) =

d (m+1)(m+1) =
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e) (m+n) (m+n) =

fl (a+5)(a+5) (a+h) (a+5 =

Ejercicio 38. Escriba en su cuaderno las siguientes expresiones como productos
de sumas iguales. Las letras representan numeros naturales.

al la + 5) bl [(a + b) ¢) (m + n)
d (r + s) e) 12 & 2P fl (a + b)
gl (x + yp h) (2x + y)y i} (x + ap

Hay ocasiones en que necesitamos multiplicar una expresion como 5a por otra co-
mo 12a. Esta operacién puede efectuarse aplicando las propiedades asociativa y con-
mutativa. '

58 «e12a = 5 ¢ a 12 o2
Si consideramos el producto de a « 12,
S5ede 12 s g,
y aplicamos la propiedad conmutativa a ese producto tenemos
5 12 &« asa.
Ahora podemos multiplicar asi:
5e12ea3 «a = 60 s &.

Ejemplo.

a) Bbe7Th = 3 eT7Tebe b = 29
b) Sme3m= 53 emsm = 15m
c) Bx o2 = 16ex s x = 16x

d) 10y edy = 40 « y*

Ejercicio 39. Efectie las siguientes multiplicaciones.

a) 3m e 12m b) 10y « 10y €) 25 e 21s
dl me 8m e) 10t ot fl pe5p
gl 8x e 15x hl 23 ¢ 3b i} 3m e 12n
j) 10x e 3y kl x e 3y ] as 5b

Ei nimero uno en la multiplicacién

Sabemos ya que la multiplicacién de 1 por cualquier nimero natural o cero da co-
mo resultado ese mismo nimero.
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Con simbolos podemos expresar !o anterior de la s;gmente manera:

=) IIIHI’I’I[III[hlIIIIIIIIII| A I'_" i A1 ;— ?”m II|| I|[||r|1| I|IE IS

TN 1=y ST |||.||||||||||| ]

Es importante hacjer notar que el 1 es el Unico numero que tiene esta propiedad.
A este numero también se le llama elemento neutro de la multiplicacién.

Ejercicio 40. En la siguiente multiplicacién se han sustituido las cifras por letras;

b a

x a b
a =

b b
h a hi=

a b a b

;Qué cifras fueron sustituidas por la a y la b?

Propiedad distributiva

A continuacion vamos a estudiar una propiedad que relaciona la multiplicacién
con la adicién. '

Durante dicho estudio tendremos que calcular y conocer el significado de expre-
siones tales como 5 ¢ (4 + 3) y otras como 8 X 7 + 3 X 2, que ahora analizare-
mos.

La primera expresién 5 = (4 + 3) nos indica la multiplicacién de 5 por 4 + 3, es
decir, 5[4 + 8] = 5 7 = 35

La segunda indica la suma de 8 » 7 v 3 » 2. Esto es,

87 + 382 =56+ 6 =

Ejemplo.

a) (7 + 3«8 = 108 = 80
b) a e (7 +9) = a»16

¢) (10 +5) b = 15 b

d 9e 10 + 11 e 2 = 80 + 22 = 112
e) 300e 2 + 400 « 10 = 600 + 4000 = 4 600.

Ejercicio 41. Calcule en su cuaderno el valor de la expresion a (b + ¢ para los
siguientes valores de a, b y ¢

1i

gl a=8; b =5 ¢ =1 a (b +cj=8(5+1) =8e6 =48
b) a =6 b=20 ¢=1 ¢) a=0, b =5 c=5

d) ¢ =2, a
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Ejercicio 42. Calcule en su cuaderno el valor de la expresién a « b + c' = d para
los valores que se indican.

a).a=5b=2,c=83d=4 ab+cd=5¢2+3e4=10+ 12 =22
bl a=4,b=10,¢= 1,d= 6 ) a= 2, b=4c=1,4d=20

d) a=0, b= 100, ¢c= 300, d = 100 e a= m b= 1,¢= 3, d= 3.

Ejercicio 43. Calcule en su cuaderno el valor de las siguientes expresiones, tal
como: se hace en a) y en d).

2) 8e3+ 57 = |28+ 35 =59 b) 10 e (3 + 2)
c) 9. (8 + 1) d) m.[.5+3]=-m.35--3'm_
g) 35 + 2«1 f) (6 + 4) « 12
g) .(3+-4l_-_n- h) 3¢3 + 2+2
D 3«2+ gei i1l ae1 4+ b0

Problema. Elias y Pedro quieren conocer el érea de un terreno que heredaron. En
el testamento, el terreno heredado se dividié asi:

1 metro

ELIAS PEDRO

Resolucion. Elias calcula el drea del terreno multiplicando el ancho por el largo.
Es decir, multiplicando 8 por 10 + 8.

8 (10 +6) = 8. 16 = 128.

Pedro la calcula sumando el area del terreno de su hermano (8 ¢ 10) con el drea
de su propio terreno (8 « 6).
810 + 8«6 =80 + 48 = 128
Elias y Pedro usaron diferentes procedimientos de célculo para conocer el area del
terreno heredado. Sin embargo, los dos obtuvieron el mismo resultado. Esto signifi-
ca que para calcular el 4rea de terrenos como el del problema se puede usar indis-
tintamente cualquiera de esos dos procedimientos.
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Ejercicio 44. Calcule el drea de las figuras mostradas, usando los dos procedi-
mientos anteriores. :

a)

Procedimiento usado por Elias:
2 X (34+1) =2e4=128

Procedimiento usado por Pedro:
23+ 281 =6+2=28

b)

Procedimiento usado por Elias:

Procedimiento usado por Pedro:

c)

Procedimiento usado por Elias:

Procedimiento usado por Pedro:
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d)

Procedimiento usado por Elias:

Procedimiento usado por Pedro:

e)

Procedimiento usado por Elias:

Procedimiento usado por Pedro:

f

Procedimiento usado por Elias:

Procedimiento usado por Pedro:

300

__ 100

500
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Ejercicio 45.

Como en el inciso a), use dos procedimientos distintos para cal-

cular el drea de un rectangulo ABCD, que tenga las medidas propuestas,

A

B

b

al a =35, b
a b+ c)

ab+ ac

b) a=17 b

'c)a=é. b

dl a=43 b=4 ¢

=38 er= 2

=5X (8 + 12) =5 X 20 = 100

=5 X8 +5 X 12 =40 + 60 = 100

=9, ¢ =4

10, ¢

]
=<

]
—



Observe usted que, en todos los casos anteriores hemos Ilegado al mismo re-
sultado con las expresiones a (b + ¢)y ab + ac. Esto nos sugiere lo siguiente:

Este hecho recibe el nombre de propiedad distributiva de la multiplicacion con
respecto a la adicion.

Esta propiedad es importante porque nos permite sustituir un procedimiento de
calculo por otro, segin nos convenga.

Ejercicio 46. Usando la propiedad distributiva, complete. (en su cuaderno) las igual-
dades, tal como se hace en a) y en d).

a) 5(8+ 2 =(5X8) +(5X2) =40+ 10 = 50

b) 9(4 + 7) = c) 12 (48 + 36) =
dd m[[+ 2 =mse5+me2=5m + 2m = Tm

e) al8 + 4= )l p6B +.q) =

g x(n + 1) = h) pla+ b=

0 orim+ n)= D og @+ b=
Kl n*(a + b) = ‘ D 5+ 9B =
m) (7 + 13) y = n) (@+ 8c =

0 (8 + t)p= Pl (ptagr =

Ejercicio 47. Tal como se hace en los primeros incisos, complete las siguientes
igualdades (en su cuaderno).

a) 58 + 506 =25(8 + 6) b) 5t +7t=(5+T7t
€¢) 510 + 5815 = dl 7¢9 + 74 =

e) 46 + 4017 = f) 12«15 + 12 » 28 =

g) 1914 + 23« 14 = h) 5ex +5e9 =

i) a«8 + aei?7 = i) bs B + be 12 =

k] 8ot + 1et= ) 14p +7p =

m} 7a+ a= n) 4(a + b+ 8(a +b)=
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Gracias a la existencia de la propiedad distributiva, las expresiones como

805+ 4+17

pueden sustituirse por expresiones como

Beb5 + Bod 4+ 8e 7

pues aunque se indiquen: procedimientos diferentes de calculo, ambas expresio-

nes dardn siempre el mismo resultado. Efectivamente,

8(5 +4 + 7) = 8(16) = 128
40 + 32 + 56

il

Beb5 + 864 + 867

Por lo tanto, podemos afirmar que
86 +4+7 = 8e5+8e4+8s7

Conviene que observe usted como estan relacionadas las dos expresiones de la
igualdad anterior. Véalo en el siguiente esquema:
B(B+4+7 =865 +B8Bed + 897
~—_

= 128

Ejercicio 48. Complete las igualdades como se hace en b) y en f).

a)

b}

c)

d)

e)

f

g)

h)

5(2 4.8 +%6) =52 + 588 % 586

W
A 5,5 =3Bt 30kt 305

10 (8 +5 + 1) = -+ +
et =

7012 + 11 + 3) = + it
A

(10 + 9 + 2) 10 = 10510 + Ge10 + 210
S~ &~

Il
4
+

8 + 4+ 716
[“\-_E‘:-ﬁ"/

i
==
4

TH 2+ 1)9

(oL + 5+ 3) 11 = + +
~_ N>

83+ 2 + 5+ 4) = + -+
St

S A+ 300 1) = -

Ne——

(9. 10, + B 4 6.+ 9) 10 = oy
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Ejercicio 49. Calcule en su cuaderno el valor de las expresiones del ejercicio an-
terior y compruebe que el resultado es efectivamente el mismo. Por ejemplo, en el
inciso a) tenemos gue
5e(2+ 8 +86) =516 = 80
52 + 528+ 566 =10 + 40 + 30 = 80.

En los ejercicios anteriores debiamos obtener una expresion del tipo ab + ac + ad
a partir de una expresion a (b + ¢ + d). Ahora vamos a plantearnos el ejercicio in-
verso. Es decir, vamos a obtener expresiones del tipo a (b + ¢ + d) a partir de
una expresion ab + ac + ad. La siguiente ilustracién nos ayudara a resolver tal
ejercicio. Observe usted bien los colores.

alb + ¢+ d
nlx +y+ 2
6la + b + ¢

ab + ac + ad
nx + py + nz
6a + 6b + Bc

Ejercicio 50. Complete usted |as expresiones siguientes.

a) 7e8+7e5+ 793 = ([ (84 5+ 3

b) 8e10 +8e7 + 800 =(8e([ |[+[ |+[ D

¢) na ¥+ nb + nf = |. | ola +b + )

dl xp + xy+xz==xf[_——.+" q+ 1

e]i | *3 *| I__h-2'+:_'-5=:3_'(3.-_1_-2:+5]

f) 5‘E)+ sel |+ s5e[T]=50 +09 + 10

o) al J+al |+af]=atx+y+2 |

h_}':-m+ n+ p= xlm 4+ n =+ p)

)+ s+ [l e - o (0 D+ D




Ejercicio 51, Complete las igualdades siguientes, como se hace en a) y b).

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)
m)

n)

53 + 56 =5(3 + B6)
Ge7 + 609 + 612 =06«(7 +9 + 12)

8e5 + 8e 12 =

Qed + 97 + 9] =
37 +2e7 + 5T =
312 + 8¢ 12 =

512 + 12 ¢ 7 + 10 0 12 =
Qe 12 + 9. 15 =

me5 ¥ me8 + me3 =
42 + ae3 + agae8 =
3m + 2m + 5m =

X + 2x + &x =

3r+ 2r + Tr + Br =

mh + mp + mg + mr =

Ejercicio 52. Calcule en su cuaderno el valor de las expresiones del ejercicio an-
terior que aparecen en los incisos de la a) a la i) y compruebe que se cumple
la propiedad distributiva, es decir, que las dos expresiones dan el mismo resultado.

Cuando se tienen expresiones del tipo ab + ac + ad y se sustituyen por expre-
siones del tipa'a (b + ¢ + d), se dice que se efectua una factorizacion. Algunos de
los ejercicios anteriores han sido de factorizacion.

Dos aplicaciones de la propiedad distributiva

Al iniciar el estudio de la multiplicacidon aprendimos a simplificar expresiones
como 2a + 3a+ 2a y como 2b + b + 3b, en la siguiente forma:

92 + 33+ 23 =4a + a+a+t a+t a+ ata= T3
2b + b +3 =hb+ b+ b+ b+ h+ b= 6b

Ahora que ya conocemos la propiedad distributiva, podemos usarla para llegar
al mismo resultado. Observe usted los siguientes ejemplos;

9 + 3a + 2a=([2 +3 + 2) a = Ta

factarizando afectuando la suma

2b + b + 3 =1(2+ 1+ 3) b=6b

factorizanda efectuando la suma

Este procedimiento nos sera util posteriormente.
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Ejercicio 53. Simplifique las siguientes expresiones usando la propiedad distri-
butiva, como se hace en a) y en b). Las letras representan nuimeros naturales o
cero.

a) 3b +'2b+ 11b = (3 + 2 + 11) b = 16b

b) 142 + 122 = (14 + 12) a = 26a

¢l 12m + Tm + 3m + 2m =

I

d) 7a + 8a + 93 + 5a + g
e)] b+ 2b+ b =

f} 3p + 2p + 5p =

gl 75 + 2r + 18r =

h) 40g + 12 + 15¢ + 16g =
i) 5a® + 33 =

j} 2ab + 3ab + 5ab =

k)l xy + xy =

) mn + mn + mn =

ml pg + pg =

nl 3m + 6m + 4m

0) 6a + 328 + Ta® =

Pl X + X+ ¥ =

Frecuentemente se presentan expresiones como (a + b) (¢ + d), que nos indican
la multiplicacidn de 2 + b por ¢ + d. Estas expresiones. pueden sustituirse por otras
que dan el mismo resultado. Para ello se utiliza la propiedad distributiva. Observe
usted a continuacion cémo se hace esto.

Consideremos la figura siguiente:
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Como el area de un rect'énguio se obtiene multiplicando la base por la altura,
el area de esta figura se obtendrd multiplicando

(@ + b) (c + d).

Ahora bien, se puede aplicar la propiedad distributiva a esta expresion en |la
siguiente forma:

fa+tb)llc+d = (a+b)c + (a+b)d
Ahora volvemos a usar la propiedad distributiva y tenemos que
(a+blc+ (a+b)d=asc+bec+aed+bed
En conclusion,
(@ + b)(c+d) =ac+ ad + bc + bd.

Este resultado puede ilustrarse en la figura asi:

ad bd d
ac bc c
a b

El area del rectangulo es la suma de las éreas ac, ad. bc y bd.
Ejemplo. En lo que sigue, se aplica la propiedad distributiva, Observe usted cémo.

a) (x +9)(a +8) =x(a+ -63 + 8 (@ +6) = ax + 6x + 93 + 54.

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:
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b) [y+ 12 (g+2)=1[y+ 120 g+ (y + 12) 2 = ¥g + 129 + 2y + 24,

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:

) p+TNB+a=pB+q+7(3+q)=3p+pg+ 21+ 7q.

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:
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d) x +8)[x +5 =[x+ 8 x + [x +8 5= xx + 8 + 5x + 40,
Usted ya sabe que xx = x" y que 8x + 5x = 13x.
Por eso, la suma xx + 8x + 5x + 40 puede expresarse como
X + 13x + 40.
Por lo tanto, (x +8) (x + 5)= x* + 13x + 40.
Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:

X g

el (a+6){a+B)=ala+6)+6(a+6) =aa+ ba+ ba+ 36 =
= & + 12a + 36.
Observe usted que (a + 6) [z + 6) se puede expresar como [a + 6)°. Por lo tan-
to, podemos escribir
(@ + 6)F = & + 12a + 36,

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:
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it + ay

@+ 4t +4)=(t+ 4) ¢t + [t +4)4=

tt + 4t + 4t + 16 =F + 8 + 16.

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:

gl (@a+by =(@a+b) latbl= (a+bla+(a+bb=
=gaga + ab + ab + bb = & + 23b + b

Esto puede ilustrarse con la siguiente figura:
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Ejercicio 54. Efectie las siguientes multiplicaciones aplicando la propiedad distri-
butiva. Las letras representan nlimeros naturales o cera.

a) la+ 2) (b+8 b (b+19 d+ 4 ¢ 5+ a3 B+ 1)
d (x +10) (y + 7) e) (z + 1) (2 + w)  (p+ 3 (g+ 4
g) B+ s+ 2 h d+ fH p+ti12) @) @+ 4 @@+ 5
N y+ 7 Iy + 4 ki (z+ 9) (z+ 1) D y+ 1 (y+ 4
m) (x+a (x+ b 0 (p+ 4 (pF10) o) (¢t + 3 (+ + 3

p) (a+ 5 (a+ 38 @ (a+y) (+yl o &+ 9 (x+ 9

s (g+ T =(g+T g+ 7=

1 iz + B = u (y + 9)F = vl x + y)? =




Sustraccion de nimeros naturales




1. La sustraccion

En la escuela primaria, al considerar ex_pr,‘es'ione_'s' como 24 —8 = 16, o como
24
— 8
i6
se dijo que indican una sustraccion. Los ndmeros que aparecen en una sustraccion
se nombran de la siguiente manera:

24 — 8 = 16 24 minuendo
— 8 sustraendo
minuendo: _sustraendo resta o di- i
terencla, 16 resta o diferencia:

Cuando “efectuabamos una sustraccion’ se nos daba el minuendo y el sustraendo
y buscabamos, con el procedimiento que todos sabemos, la resta o diferencia.

La sustraccion nos sirve para resolver algunos problemas. Por ejemplo, si consi-
deramos nusstra expresion inicial,
24 — 8 = 16
podemos resolver los siguientes problemas.

Problema 1, Para una fiesta se compra una caja con 24 refrescos. Si se reparten
8, ;jcuantos refrescos quedan?
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Problema 2. ;Cuél es el ndmero de elementos del conjunto A que no pertenecen
al subconjunto B? '

Problema 3. Un edificio mide 24 metros de altura y una casa de apartamientos
mide 8 metros de altura. ;Cudntos metros mas mide el edificio?
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Problema 4. ;Cuantos elementos mas tiene el conjunto A que el conjunto B?

Problemas de “quitar’’, como los problemas 1 y 2, y de “comparar’’, como los pro-
blemas 3 y 4. son problemas que se pueden resolver con sustracciones.
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2. Problemas

a] El cuadrado ABCD tiene un drea de 225 unidades cuadradas y el cuadrado EFGH
tiene un area de 121 unidades cuadradas. ;Cual es el drea de la region verde?
A B

D : C

b) Calcule la diferencia entre las medidas de los segmentos AE y CD.

c) El circulo exterior tiene 489 metros cuadrados de 4rea. El circulo interior tiene
un area de 210 metros cuadrados. ;Cudl es el érea de |a region verde?
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d) Calcule el volumen de la figura roja (la unidad de medida usada es el metro).

e) De una pieza de acero que pesa 343 gramos se va a hacer un tornillo. Después
de tornear la pieza y construir el tornillo se observa que el material desechado pesa
58 gramos. ;Cual es el peso del tornillo?

f) La Edad Media comprende del afio 476 al ano 1453 y la Epoca Moderna de 1453
a 1789. ;Cudntos afios méas durg la Edad Media que la Epoca Moderna?
@) Una fébrica produce 53 875 bombillas eléctricas por dfa. Si de ellas se en-

cuentran 1653 defectuosas, jcuantas bomibillas produce la fabrica diariamente para
la venta?

h) La poblacién de Suiza en 1968 era de 6 147 000 habitantes y de ellos 307 431
eran catolicos, ;Cudntos suizos no eran catdlicos en 19687

i) Del total de pollos de una granja, a causa de una epidemia murieron 5 durante
un dia. Al dia siguiente murigron otros cuatro y al tercer dia murieron 12. Al contar
los pollos que se salvaron encontraron que eran 45. ;Cuantos polios habia al prin-
cipio? s

i) Una sefiora que pesa 72 kila‘gramos desea reducir su peso a lo normal, que
es 60 kilogramos. ;Cudntos kilogramos necesita reducir?

k). El gran pintor mexicano Diego Rivera, de fama mundial, nacié en 1886'y murid
en 1957. ;Cuantos afios vivié este notable pintor?
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1) El perimetro de la siguiente figura: tectangular es de ‘150 metros. Complete

m) En 1968 México importé productos por valor de 1943 millones de délares y
exporté mercancias por 1254 millones de dolares. ;Cuantos millones de délares de
diferencia hay entre la importacion y la exportacion de ese afio?

n) En 1969 México recuperd el primer lugar como productor mundial de plata. La
produccién de ese metal en ese afio fue de 1 334 toneladas. Si en 1968 fue de 1245,
(en cuédntas toneladas se increment6 la produccion de plata de 1968 a 19697

o) Nuestro Sol es una estrella roja y Rigel es una estrella blanca. El color de las
estrellas lo determina la temperatura de su supetficie. Si el Sol tiene 5530 grados
centigrados de temperatura en su superficie y Rigei tiene en su superficie 6770
grados centigrados més que el Sol, ;cual es la temperatura superficial de Rigel?

p) La cima del monte Everest, la montafia mas alta del mundo, estd a 8848 me-

tros sobre el nivel del mar. La cima del Popocatépet! esta a 5542 metros del ni-
vel del mar. ;Cuéntos metros es més alto el Everest que el Popacatepetl?

q) El Nilo es el rio mas largo del mundo y tiene una longitud de 6450 kilometros.
Nuestro rio Bravo tiene una longitud de 2912 kilémetros. ;Cuéntos kilémetros es
menor el rio Bravo que el rio Nilo?

r) La Tierra, nuestro planeta, ha durado miles de millones de afos. Su historia
se ha dividido en eras o edades gealég:cas La Edad Paleozoica o Primaria se consi-
dera desde hace 600 millones de afios hasta hace 220 ‘millones de afos. La Edad
‘Secundaria o Mesozoica se considera desde hace 220 millones de afios hasta hace
70 millones de afios. ;,Cuantos afios durd la Edad Primaria? ;Cuéntos durd la Era
Secundaria? ;Cuantos afios mas duré una que la otra?

s) En 1970 la U.R.S.S. tenia 242 770000 habitantes y EE. UU. tenia 206 511 000
habitantes. ;Cuantos habitantes tenia mas la U.R.S.S. que Es’cadns Unidos en 18707
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t) En esta década llegaron por primera vez maquinas terrestres a Venus y Marte.
La distancia de nuestra Tierra a Marte es de 54 700 000 kilémetros y la distancia
de la Tierra a Venus es de 38 600 000 kilémetros. ;Cuantos kilémetros estd mas le-
jos de nosotros Marte que Venus?

u) La siguiente balanza se puede equilibrar si se agrega el peso que se indica.
¢Cuanto pesa el cuerpo A?

P

v] Busque la diferencia entre los pesos de 2 estatuas hechas de dos sustancias
diferentes. Se sabe que la primera tiene uri peso especifico de 5 y ocupa un volu-
men de 53 decimetros cubicos y la otra tiene un peso especifico de 3 y Ocupa un
wvolumen de 85 decimetros clbicos.

Ejercicio 1. 'Invente 2 problemas de “quitar" y 2 problemas de "comparar' que
'se resuelvan con las siguientes sustracciones,

a) B—4=2 b) 65— 18 = 47

-g-r

3333

o“ om

M“O”M
W66 & S 9444t
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3. La sustraccion y las ecuaciones

Una tercera forma de utilizar la sustraccion se presenta al resolver ecuaciones. Por
-ejemplo, consideremos la ecuacion.

-+

8

= 24,

Hemos encontrado mentalmente la solucion pensando en el nimero que sumado
con 8 nos da 24. (Solucion: 16.) Sin embargo, podriamos también encontrar dicha so-
lucion observando que el sumando que falta se obtiene asi:

24 — 8 = 16.

Este procedimiento es Gtil cuando las ecuaciones que deseamos manejar no so
pueden resolver mentalmente, Por ejemplo,

a) 625 + = 13825
Resolucion. 13825 — 625 =[3.200]

Comprobacion.

b) % +1123= 1872

Resolucion.
Comprobacién. + 1123 = 1872.
¢) 725 + m =
1029 — 725

Resolucion:

1872 = 1123 = 749: [x = 749

1.029.

Comprobacion. 725 +|304]

625 + | 13200

= 13825;

304;

1029

Ejercicio 2. Resuelva con una sustraccion cada una de las siguiente
nes. (Compruebe si las soluciones son correctas.)

a)

c)

e) X
X

g) 3027
Z

i) 8092
n

k) 50

4=

437 = 1286

1236 = 4827

137

N
Il

=
[

= 242

10 786

10973

b) 285
d) 3697
f) m
m

h) 3097
r

i) 385
p

+

+

-t

= 385
= 6432
735 = 6092
r = 7936
p = 60901
=80

S ecuacio-
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Al manejar las sustracciones seguramente usted ya observé una propiedad muy
importante entre los nimeros que las forman:

Ejemplo.

a) 80 — 25 = 55 55 + 25 - 80
mihuendo sustraendo resta resta sustraendo minuendo

b) 13285 — 625 = 12660 12660 + 625 = 113_ 285
minuendo sustraendo resta resta sustraendo minuendo

Esta propiedad es la que usted usaba en la escuela primaria para comprobar si
Una sustracién estaba bien efectuada. Por ejemplo,

1 834 ;
— 675 sumando el sustraendo 675
_ +
+ 1 159 con la diferencia 1 159

1 834 se obtiene el minuendo 1834

Ejercicio 3. Compruebe usted si las siguientes sustracciones estan bien efec-
tuadas o no. Tache las que estén mal.

a) 20 T 2 8 b) 5 6 9 1
1 3 &4 5 4 6 8 5
1 3 8 3 g 0 6

c) 4 8 9 6 d) 7 3 4 8
2 7 4 9 1 6 8 7
W 6 6 6 1

e) 6 3 9 2 f) 2. 7T 4 3 9
3 7 9 6 9 8 5 2
2 5 9 8 1. 7 5 8 1T
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Lo anterior ilustra que

Esta propiedad de la resta sera utilizada posteriormente en nuestro estudio. Ten-
gala usted presente.

Ejercicio 4. En las siguientes sustracciones faltan algunas cifras. Anctelas en
los cuadritos.

a) 2 5 b) 5 7 8
2 1 3 9 7
2 8 2 7 8 9
c) 7 0 8 [] d) 3 o[ |[ ] o
o 1 g3 [ 9 5 7
2 8 2 9 1 2

Si a'y b son nimeros naturales o cero, para indicar qus al niimero a se le resta
el nimero b, escribimos
a—b
(Léase: "2 menos b'')

Asi,sig =8y h = 2, entonces a — b es igual a 8 — 2, o sea 6;
sig =15 y b = 10, entonces a — p = 15 — 10 = 5:

sia=1y b = 0Oentoncesa —h =1—0 = 1.

Ejercicio 5. Encuentre el valor de la expresién m — n para los valores que se
indican.

alm = 42, n = 17 b] m = 183, n =182 c) m = 1024, n = 785
d) m = 825 n = 123 elm=10, n = 10 Blm=172,n= 72
gl m=12 n =10 h) m =85 n = 0 iym =0, n =0
i) om =1, n = 1 k] m = 70,n = 80 Dm =10 n=1

En el ejercicio anterior habra usted observado que para las expresiones 30 — 60,
70 — B0 y 0 — 1 no existen restas que sean ntmeros naturales. Ademas se ve que
en esos casos el minuendo es menor que el sustraendo. Esto indica que para “efec-
tuar una sustraccion” con nimeros naturales es necesario que el minuendo sea
mayor que el sustraendo. Es decir,
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Desde luego, si a un nimero x le restamos el mismo x, el resultado es cero; Es
decir,

X—x=10

Ejercicio 6. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) — 4=8 bl | | — 10 = 30

o [[] — 10=10 d 8—[ [=4

o) 12— [ =5 A 10— []=10

g x— 7 =12 h) m—17 =3
X = M=
i) y—20=20 i n—15 =0
Ye=_ i =
ki p— 0 =30 ) r—0 = 100
p=— e
L
m) 100 — t = 50 n} 1000 — m = 1000
t=-_ m=___
| :
o] 585 — v = 594 p) 125 — z =0
N === 2=
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Ejercicio 7. Calcule el valor de las siguientes expresiones si a = 3, b = 2,
c =4

a) a—b = b) e— b =

) 22— 5 = d) 5b — 10 =

mmeZ {4

-

ARy A
Ry n:::""/ 4
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4, las expresiones (a +b) —by (a—b) +b

A continuacion vamos a considerar algunos problemas cuyo planteamiento y resolu-
cién rios seran de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones.

Problema. Un elevador se encuentra en el cuarto piso de un edificio. Si sube
cinco pisos y después baja cinco pisos, jen qué piso se encuentra el elevador al
final?

Resolucion. El piso al que llega el elevador cuando sube se calcula asi: 4 + 5.

Para calcular el piso a que llega al bajar, restamos 5 al resultado anterior. Esto
lo expresamos: asi:

(4 + 5) — 5.
Esto es.
(445 —5=9—5=4
La solucién es 4. Es decir, el elevador quedd en el mismo piso de donde partis.
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Problema. Un dia en la mafana, el termémetro registrd una temperatura de 16
grados centigrados. En la tarde la temperatura se elevo 9 grados con respecto a la
temperatura de la mafana y en la noche el termémetro indicd que habia bajado 9
grados con respecto a la temperatura de la tarde. ;Cual fue la temperatura que
marcéd el termémetro esd noche? -

Resolucion.

Temperatura de la mafana ;: 16
Temperatura de la tarde : 16 + 9
Temperatura de la noche : (16 + 9) — 8

(16 + 9) — 9 = 25— 9 = 16.

Respuesta. Esa noche el termometro marcé la misma temperatura que en la
mafana.

Problema. Una sefiora que pesa 73 kilogramos se pone a dieta y reduce 12 kilo-
gramos de peso. Por desgracia, la sefiora abandond la dieta y aument6 12 kilogramos
de peso. ;Cual fue su peso al final?

Resolucién,
Peso inicial : | 73 | (kilogramos)
Peso al reducir 1 | 78 — 12 (kilogramos))

Peso al engordar : [(78 — 12) + 12| (kilogramos)
(737 — 12) + 12 = 61 + 12 = 73,

Respuesta, La sefiora queddé con el mismo peso con que empezod.

Problema. Un obrero tiene un sueldo de $500.00 semanales y en la caja de aho-
rros |le descuentan $80.00. Si en una semana gana por horas extras $80.00, ;cuanto
recibe de sueldo esa semana?

Resolucion.
Sueldo del obrero : (pesos )
Sueldo menos descuento ! | 500 — 80 (pesos )
Sueldo descontado més horas extras : [(500 — 80) + 80] (pesos:)

(500 — 80} + 80 = 420 + 80 = 500.

Respuesta. Esa semana el obrero recibié su sueldo completo.

Ejercicio 8. Simplifique las siguientes expresiones, como se muestra en los inci-
sos a) y b).

ARG 2 = it2

19 — 12 = 7 b) (19 — 5) + 5 =[14 + 5 = 19

e) (23 + 9 - 9 d) (57 + 18) — 18

e) (67 — 26) + 26

i
I

f). (43 — 29) + 29
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Los problemas y ejercicios anteriores nos ilustran dos hechos importantes: Si
a un niimero a le sumamos un ndmero b y a esa suma le restamos ¢l mismo niimero
b el resultado es el niimero a.

En simbolos,

s

Por otra parte, si a un nimero & le restamos un nimero b y a esa djferencia le
sumamos el mismo ndmero b, el resultado es el numero a.

En simbolos,

T ]

Wil

Recuerde que, en este ultimo caso, para poder efectuar la sustraccion a — b es
necesario que a sea mayor o igual que b.

Ejercicio 9. Aplique las propiedades anteriores para simplificar las siguientes ex-
presiones. Las letras indican nimeros naturales.

a) (28 + 5) — 5 = b] (46 — 18) + 18 =

c) (4728 — 694) + 694 = d (p + 46) — 46 =

e) (g —18) + 18 fl (x + 93 — 93 =

1l
=
St

gl la — 29) + 29 (14 + q) — g =

) (8 = p)+ p= i (x4 2 = &=




Ecuaciones
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1. Resolucion de ecuaciones

Hasta el momento hemos trabajado con ecuaciones muy simiples, cuya solucién he:
mos podido encontrar mentalmente. Sin embargo, hay ecuaciones en las que no es
facil hacer esto. Por ejemplo, jcual es la solucién de las ecuacionesx + 4 726 = 5621
y 2538 + x = 34437

A continuacion estudiaremos un procedimiento que nos permitird calcular, en lu-
gar de adivinar, la solucion de ecuaciones como las anteriores.

Antes que nada vamos a insistir un poco en la idea de solucién de una ecuacion.

a) ;Como sabemos si 18 es o no la solucién de la ecuacion 1| + 57 = 757

Escribimos 18 en la casilla y vemos que
18 |+ 57 = 75.
18 si es la solucién de la ecuacion porque es el nimero que sumado con 57 nos da
75.
b) ;Es 748 la solucion de la ecuacion x + 273 = 10217

Si sustituimos la x por el nimero 748 vemos que 748 + 273 es igual a 1021
Por lo tanto, 748 si es solucidn de la‘ecuacion x + 273 = 1021,

c) Es 298 solucion de la ecuacion a + 467 = 6757

Al sustitufr la & por el nimero 298 encontramos que 298 + 467 es igual a 765.
Por consiguiente, 298 no es la solucién de la ecuacion a + 467 = 675.

d) ;Es 290 la solucién de la ecuacion 576 — b = 2927

Sustituyendo la b por el nimero 290 tenemos. que 576 — 290 es igual a 286. Por
lo tanto, 290 no es la solucion de la ecuacidn 576 — 6 = 292.

Ejercicio 1. Determine, en cada inciso, si el nimero indicado es solucién o no
de la ecuacién que se da.

a) 14 X 23 = 35

b) 29 57 +b = 86

¢} 56 y —17 = 29

d) 274 215 = a — 59

e) 187 p — 39 =127

f) 475 841=1326— n
g) 162 145 =t — 17

h) 286 r + 139 = 525

i} 2893 275 + d = 2868
}) 598 239 = h + 1798



Ejercicio 2. ;Es 27 la solucién de cada una de las siguientes ecuaciones? Com-
prusbelo en cada inciso y complete la expresion,

a) X + 39 = B66.
27 si es solucién porque 27 + 39 si es igual a 66.

b) y — 10 = 15,
27 no es solucion porque 27 — 10 ho es igual a 15

c) 475 + g = 500.

27— es solucién perque 475 + 27 es igual a 500.

d) 69 = 96 — r.

27__ es solucion porque 69 es igual a96 — 27.

e) 298 = 271 + ¢t

27__ es solucién pargue 298 es igual a 271 + 27.

Observamos aqui que un mismo ntimero puede ser solucién de varias ecuaciones
diferentes, como sucede en los incisos a), d) y e) del ejercicio anterior.

Con el fin de dar unidad al procedimiento para resolver ecuaciones, que veremos
mas adelante, consideraremos gue expresjiones como

X=25 y =8 r =112, m =40, etc

son también ecuaciones. La solucién de cada una de ellas es obvia. Por ejemplo,
la solucién de x = 5 es 5; la solucion de y = 8 es 8: etc. 7 no es solucién de
X = 5; 60 no es solucion de y = 8; etc.

Problema. Juanito resolvio las siguientes ecuaciones y encontré que todas tie-
nen la misma solucion. ;Cudl es esa solucién?

X + 2458 = 2494

x *+ 25 = 61

x + 1389 = 1425
x = 36

X + 1040 = 1076
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Resolucion.

Puesto que todas las ecuaciones tienen la misma solucién, si resolvemos cual-
quiera de ellas habremos resuelto e| problema.

Por economia de esfuerzo conviene resolver la mas simple, x = 36, donde se ve
obviamente que la solucién es 36. Entonces, la solucion de todas esas ecuaciones

es el numero 36. (Verifiquelo usted.)
El problema anterior nos ilustra una idea importante:

En las ecuaciones que estamos estudiando vamos a distinguir dos partes: Todo
lo que esté a la izquierda del signo = se llamara primer miembro de la ecuacién y lo
que esté a la derecha del signo = recibira el nombre de segunde miembro.

Observemos los siguientes ejemplos:

X =t AT = 36
primer miembro segundo miembro
78 = x — 126
primer. miembro segunda miembro

Las ecuaciones tienen algunas propiedades cuyo conocimiento nos ayudara a ma-
nejarlas mejor. Una de estas propiedades es la siguiente:

Ejemplo. Consideremos la ecuacion x + 8 = 14, cuya solucion es el ndmero 6.
a) Sumemos un namero, por ejemplo 12, a sus dos miembros:

(x -+ 8) + 12 = 14 + 12.
Asi obhtenemos una nueva ecuacién cuya solucién es también el nimero 6:

(6 + 8) + 12 = 14 + 12.

——— et

26 26

b) Sumemos 104 a los dos miembros de nuestra ecuacion:
(x + 8) + 104 = 14 + 104

Obtenemos asi otra ecuaciéon que también tiene como solucién el ndmero 6:
(6 + 8) + 104 = 14 + 104.

—— e

118 118
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Ejercicio 3.
a) Dada la ecuacién x + 35 = 226, cuya solucién es 191, sume 30 a sus dos
miembros 'y compruebe que la nueva ecuacion obtenida tiene la misma solucion,

b) Considere la ecuacién 267 + y = 498, que tiene por solucién al ndmero 231,
Sume 68 a ambos miembros de dicha ecuacion y compruebe gue la nueva ecuacién
que resulta tiene la misma solucion.

¢). La ecuacion p — 47 = 32 tiene como solucion al nimero 79. Sume 47 a sus
dos miembros y compruebe que la ecuacién resultante tiene la misma solucidn.

Otra propiedad de las ecuaciones es la siguiente:

Propiedad 2. Si a los dos miembros de una ecuacion se les resta un mismo
nimero, se obtierie ofra ecuacion; pero ambas ecuaciones tienen la misma so-
lucion.

Es' claro que, al estar trabajando con nimeros naturales, esta segunda propie-
dad solo puede aplicarse cuando el sustraendo es menor o igual que el minuendo.

Ejemplo. Consideremos la ecuacién x + 8 = 14, cuya solucién es el nimero 6.
a) Si restamos 3 a sus dos miembros obtenemos la ecuacion

(x +8 -3 =1 -3
La solucién de esta nueva ecuacion también es 6.

(6 +8 — 3 =14~ 3

11 11

b) Si restamos 7 a los dos miembros obtenemos la ecuacién

(x + 8 —7=14 -7

La solucidn de esta nueva ecuacion también es 6.

(6 +8 —7 =14 -7

e —— e———

T 7

Ejercicio 4.

a) Considere la ecuacion @ + 425 = 693, cuya solucién es 268; reste 186 a sus
dos miembros y compruebe que la ecuacién resultante tiene la misma solucién.

b) Considere la ecuacién x + 75 = 98, cuya solucién es 23. Reste 50 a ambos
miembros de la ecuacidn y compruebe gue la ecuacién resultante tiene la misma so-
lucidn.

Hagamos un resumen de lo que hemos estudiado hasta aqui acerca de las ecua-
ciones.
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Este dltimo hecho nos permite, a partir de una ecuacién dada, obtener otras ecua-
ciones distintas que tengan la misma solucién.

Ahora podemos aprovechar todas estas ideas para hallar |a solucion de alguna
ecuacion que no podamos resolver mentalmente. El procedimiento, basicamente; es
el siguiente:

Considerada la ecuacién que deseamos resolver, buscamos otra ecuacién mas
simple que tenga la misma solucién que ella. Esto puede hacerse aplicando las
propiedades 1 y 2 que ya conocemos.

Ejemplo.
a) Consideremos la ecuacion x + 37 = 82.
Para resolverla, primero restamos 37 a sus dos miembros y tenemos que
(x + 37) — 37 =82 — 37.

Yaque (x + 37) — 37 = xyque 82 — 37 = 45, sustituyendo en la ecuacién ante-
‘rior, obtenemos

= 45.

La solucidén de esta ecuacion es 45. Por lo tanto, la ecuacion x + 37 = 82 también
tiene como solucién al nimero 45. Para probar esto sustituimos la x por la selucion
'y vemos que, efectivamente,

45 + 37 = 82
b} Consideremos la ecuacion m — 18 = 73.
Primero sumamos 18 a sus dos miembros para tener la ecuacion
(m — 18) + 18 = 73 + 18.
Como (m — 18) + 18 = m y 73 + 18 = 91, escribimos
m = 91.

La solucion de esta ecuacién es, obviamente; el nimero 91. Por consiguiente, la
ecuacion m — 18 =73 tamblen tiene como seluclon al 91. Esto es cierto porque

‘91 — 18 si es igual a 73.

Ejemplo.
al Consideremos la ecuacion r + 29 = 67.

;Qué numero debemos sumar o restar a sus dos miembros para obtener una ecua-
clén mas simple, como las que hemos obtenido en el ejemplo anterior?

Queremos que en el primer miembro de la nueva ecuacion sélo aparezca la r
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y sabemos que {r + a) — a = r. En consecuencia, debemos restar 29 a los dos
miembros de la ecuacion r + 29 = 67 para que nos quede

(r + 29) — 29 = 87 — 29,
0 sea,
r = 38.
Entonces, la solucion de r + 29 = 67 ¢s 38. Comprobémoslo:
(Es 38 + 29 = 67? Si. La solucién es correcta.
b)  Considerando la ecuacion
t — 44 = 18,

;qué numero debemos sumar o restar a sus dos miembros para obtener otra ecua-
cién més simple?

Sequn sabemos, (t — 44) + 44 = t. Entonces, el nimero gue debemos sumar es
44;

(t — 44) + 44 = 18 + 44,
Es decir,
t = 62.
La solucién de nuestra ecuacién es el nimero 62, y vemos que asi es porque
62 — 44 si es igual a 18.

Para mayor comodidad, vamos a indicar la solucién de una ecuacién por medio
de la ecuacion mas simple que tenga la misma solucion que ella. Esto ya lo hemos
hecho antes. Por ejemplo,

a) Para indicar que 35 es la solucién de la ecuacién n + 50 — 85, podemos
escribir simplemente n = 35.

b) La ecuacion x — 12 = 47 tiene la solucién x = 59.
c) m = 65 es la solucion de la ecuacion m + 32 = 97,

Ejercicio 5. En cada incise diga usted cémo se puede obtener la ecuacion mas
simple que tenga la misma solucién que la ecuacion mostrada.

al x + 65 = 183 restando 65 a ambos miembros

b) vy — 43 = 26 sumando 43 a los dos miembros

c) z + 174 = 898
d) 345 + a = 695
e) b - 57 = 32
fl ¢ — 8 = 96

gl p + 258 = 396
h) g — 65 = 324
i) x —m=p
D x+r=s
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Ejercicio 6. Resuelva en su cuaderno las siguientes ecuaciones tal como se hace
en los incisos a) y k). Compruebe en cada caso si la selucion es correcta,

a) x + 49 — 276 comprobacion
(x + 49) — 49 = 276 — 49 227 + 49
x = 227 si es igual a
276.
b) a + 235 = 247
c) b+ 68 = 72
d) y + 257 = 259
e) Z + 39 = 128
f) p + 364 = 407
g) r + 89 = 123
h} t + 377 = 386
i) § + 429 = 598
i) w + 2386 = 3689
k) a— 19 = 36
(a—19) +19 = 36 + 19 comprobacion
a= 55 55 — 19
si es igual a
36.
1) Z —:38 = 1
m) h — 75 = 89
n) k — 276 = 17
0) x — 56 = 27
p) 476 =y — 6
q) 278 = y — 193
r) 261 = b — 789
s) 526 = p — 349
f) 670 = r — 2:386
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2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

Existen diferentes métodos para resolver problemas y cada persona puede emplear
el que sea de su agrado.

A continuacién vamos a estudiar un método para resolver problemas por medio de
ecuaciones. A fin de ilustrar dicho método empezaremos con problemas muy senci-
llos. Aunque usted pueda facilmente resolver tales problemas en otra forma, con-
viene que siga el método que le proponemos para que vaya acostumbrdndose a &l
y lo pueda aplicar posteriormente en problemas méas complicados.

Problema. ;Qué ndmero sumado con 36 nos da 877

Para resolver este problema, primero lo enunciamos por medio de una ecuacién.
Esto puede hacerse si representamos el nimero que desconocemos, con una letra
cualquiera. Por ejemplo, la x. La ecuacién sugerida por el problema serfa entonces

x + 36 = BT.

La solucion de esta ecuacion sera la solucién del problema. Resolvamosla.

x + 36 = 87
(x + 36) — 36 = 87 — 36
X = 51.

Conviene que comprobemos la solucién para estar seguros de gue no nos hemos
equivocado al resolver la ecuacién '

51 + 36 si es igual a 87.

Respuesta. El nimero que sumado con 36 da 87 es 51.

Ejercicio 7. Resuelva usted los siguiente problemas por medio de ecuaciones,
tal como se hace en a).

a) La suma de un nimero y 86 es 392. ;Cudl es ese nimero?

Resolucion. Sea x el nimero que buscamos. Entonces,

x + B6 = 392
(x + 86) — 86 = 392 — 86
x = 306.

Comprobacion. 306 + 86 si es igual a 392.
Respuesta: Ese nldmero es 306,

b) La suma de dos nimeros es 476. Si uno de ellos es 389, ;cusl es el otro nu-
mero?

c) Si a un namero le restamos 52 el resultado es 524. ;Cudl es ese numero? .
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d) La diferencia de dos nimeros es 86. Si el ntimero menor es 75, ;jcuél es el nd-
mero mayor?

) Al sumar 875 a un nimero se obtiene 3 642. ;Cuél es ese numero?

f) A un namero se le resta 496 y el resultado es 675. ;Qué nimero es ese?

E.'i'erclt:io'-s. De las ecuaciones que se dan en cada inciso, elija la que se adapta
al problema, resuélvala y diga cual es la solucién del problema, tal como se hace
en a). (Trabaje usted en su cudderno.)

I )

a) En un tinaco caben 448 litros. Si le, faltan 215 litros para llenarse, jcuantos
litros contiene ahora?

X + 215 = 848

Ecuacion para el problema. X + 215 = 448
Solucidn. x =[233]

Respuesta. | El tinaco contiene 233 litros ahora. |

b) Jl_‘J.Intas._'las dos barras que se ilustran miden 86 metros. Si la azul mide 18
metros, jcudnto mide la roja?

== ~== x metros— = —= = = >ie ——19 metros— -~ —
B ————— |l 11, 11 e T e

¢) Un mediodia el term6émetro marcaba ¢ grados y por la noche marcé 15 gra-
dos. Si la temperatura habia bajado 8 grados, ¢cuél fue la temperatura de ese me-
diodia?




d) ;Cuénta pesa el cuerpo iluminado de azul en la siguiente balanza?

€] Antes de ponerse a dicta, una sefiora pesa p kilogramos. Si en la dieta re-
duce 15 kg y llega a pesar 56 kg, scudl era su peso inicial?

f) Se calcula una cosecha en x toneladas de maiz. Si debido a una sequia sélo se
cosecharon 450 toneladas y sabemos gue se perdieron 85 toneladas, ;jcuanto maiz
se habrfa cosechado si no hubiera habido sequia?

450 ~ x = 85

g) Una bascula registra 143 kild_@'r’amqs cuando se suben juntos Juan y Ricardo.
Si al bajarse Juan la bascula registra 63 kilogramos, ;cuél es el peso de Juan?




h) Una barra que pesa 790 gramos se construyd con una aleacion de hierro y alu-
‘minio. Si para construirla se usaron 285 gramos de hierro, jcuantos gramos de alu-
minio contiene la barra?

x + 285 = 790

i) El cuerpo mostrado en azul pesa 78 kilogramos después de haberle extraido la
pieza en rojo, que pesa 35 kg. ;Cual era el peso del cuerpo antes de extraetle la
pieza?

X+ 78 = 35

i) La produccion mundial de mercurio, un metal muy valioso, fue de 9440 tonela-
das en 1969. ;Cuanto mercurio produjo México ese afo si los demds paises, en total,
produjeron 8 664 toneladas?

X — 9440 = 8664

k) De un tinaco lleno de agua se utilizan 210 litros. Si después de eso adn le
quedan 460 litros, ;jcudl es la capacidad de ese tinaco?

© = 210 = 460

1) El territorio de la peninsula Ibérica, que estd formada por Espafia y Portugal,
abarca 862 760 kilometros cuadrados. Si el area de Portugal es de 91 971 kilémetros
cuadrados ;cual es el area de Espafia?

X = 91971 = 862760

m) Al St. Gonzalez le descuentan mensualmente $385.00 de su sueldo. Si cada
mes recibe un cheque de $2 183.00, jcudl es su sueldo mensual?
x4 385 = 218 x — 2183 = 385
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1. Uso de la division

‘Las expresiones como

8]26

indican una division,
Los nimeros que aparecen en una division se llaman asi:

3<«—cociente
divisor———— 8 | 26+«—dividendo

residuo— —— 2

“Efectuar una division' consiste en encontrar el cociente y el residuo cuando se
conocen el dividendo y el divisor. Esto se hace por medio de un proceso gue ya co-
nocemos.

La division se aplica en la resolucion de problemas como los siguientes. (Obser-
ve usted la interpretacion de cada una de las partes de la division en la solucion
de cada problema.)

Problema 1. Consideremos el siguiente conjunto con 20 elementos. ;Cuantos
subconjuntos ajenos de 7 elementos cada uno se pueden formar?

\ AAAAAAA

i A e
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Se pueden formar 2 subconjuntos de 7 elementos cada uno y sobran 6 elementos.

El problema también lo podemos resolver con una division.

2<——numero de subconjuntos

nimero de elementos'/,-—»? [ 20—ntmero de elementos del conjunto
de cada subconjunto 6<——elementos que sobran

Problema 2. Una sefora tiene 35 manzanas y quiere repartirlas por partes igua-
les entre sus 6 hijos. ;Cuantas manzanas le tocan a cada hijo?

Resolucion. El problema se puede resolver con la siguiente division. (Escriba
en los rectangulos lo que representa cada uno de los nimeros.)

S

56 ] 35«—n0mero de manzanas
5

e

Respuesta, A cada hijo le tocan manzanas y sobran manzanas.

Problema. 3. Un conjunto B tiene 25 elementos. ;Cuéantos subconjuntos ajenos,
de 5 elementos cada uno, se pueden formar en ese conjunto?

Resolucion. Este problema puede resolverse con la division

_ S5«——nimero de subconjuntos ajenos
nimero de elementos—s5 [ 25«——numero de elementos de B
de cada subconjunto 0+——elementos que sobran
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Respuesta. Se pueden formar subconjuntos ajenos y sobran. ele-

mentos.

Problema 4. El sueldo quincenal de un hombre es de 945 pesos. ;Cuénto gana dia-
riamente?
Resolucién. (Escriba en los recténgulos lo que representa cada nimero).

63 <——
—> 15 | 945 =— = =
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2. Problemas
Los siguientes problemas se resuelven con ayuda de una division. Resuélvalos.

a) El siguiente conjunto M tiene 23 elementos. ¢ Cudntos subconjuntos ajenos de
7 elementos se pueden formar en M? Resuelva este problema graficamente y con
una division.

/AAAAAAAA"

i “Wﬁmm“ﬁ%

AAAAAAAAL |
AAAAAA/

ZE s
gL : et
Wﬂ% . ___.Mwlﬁ!ff

Respuesta. Se forman subconjuntos ajenos y sobran______elementos.

b] ;Cuéntos subconjuntos ajenos de 3 elementos cada uno se pueden formar en
P? Resuelva este problema graficamente y con una division.

e R
ot e 'hw“_i\‘e\ej{i'e__ -

T
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Respuesta. Se forman subconjuntos ajenos y sobran_____elementos.
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c) Se tienen 219 refrescos en cajas con capacidad de 24 refrescos cada una.
¢Cuantas cajas llenas hay?
Respuesta. Hay

cajas completas y sobran refrescos.

d) Una persona lee diariamente 27 pédginas de un libro que consta de 430 paginas.
;En cuéanto tiempo terminara de leer el libro?

Respuesta. En ______ dias y un poco mas, ya que el ultimo dia sélo le quedaran

por leer paginas.

»

e) En un terreno se siembran 574 magueyes en 7 hileras. ;Cuantos magueyes

hay en cada hilera?

f) En un centro comercial obsequian un boleto para la rifa de un automévil por
cada $65.00 de compra. ;Cudntos boletos corresponden a una persona que hace

compras por valor de $455.007

g) 356 gramos de azufre ocupan un volumen de 178 centimetros cubicos. ;Cudn-

tos gramos de azufre ocupan un volumen de un centimetro ctbico?

h) Una motocicleta recorrié 270 kildmetros en & horas. Si en cada hora reco-

rri6 el mismo nimero de kilémetros, ;jcuantos kildmetros recorrié en una hora?

i) Los objetos tienen pesos diferentes en los diferentes planetas del Sistema
Solar. Por ejemplo, un objeto que pesa un kilogramo en Mercurio, en la Tierra pesa

3 kilogramos. Si una roca pesa en la Tierra 117 kilogramos, jcuénto pesa en Mer-

curio?




1) Un motor gira 3000 revoluciones por minuto. ;Cuantas revoluciones gira en

un segundo?

k)"El engrane A tiene 160 dientes y el engrane B tiene 16 dientes.

Si el engrane A da una vuelta, jcudntas vueltas gira el engrane B?

I} La moneda de Checoslovaquia es la corona. 15 coronas equivalen a 1 délar.
;Cuantos dolares equivalen a 405 coronas?

m) ¢A cudntos minutos equivalen 240 s_eguﬁdb'sﬁ'-?_

n) Un automévil recorre 70 kilometros cada hora. 4En cuantas horas recorrera 840
kilémetros?
0) Un terreno, como el de la figura, mide 25 metros de largo. ;Cual es el ancho

de dicho terreno si su drea es de 300 metros cuadrados?
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3. Relaciones entre las partes de la division

En la escuela primaria, para comprobar que una divisién estaba bien efectuada, us-
ted tomaba en cuenta los siguientes: requisitos:

1. El residuo debia ser menor que el divisor.

2. Si multiplicaba el cociente por el divisor y al resultado de ello le sumaba el
residuo, debia obtener el dividendo,

Ejemplo.
La division
406
8 | 3250
050
2

esta bien efectuada porque en ella se cumplen los dos requisitos:

1. 2 es menor que 8.

2, 406 <« (cociente) 3248
X 8 « (divisor) + 2 (residuo)
3248 3 250

En la comprobacién de la division se utiliza la siguiente propiedad, que es cierta
para cualquier division de nimeros naturales.

Ejercicio 1. Compruebe si las siguientes divisiones estan bien efectuadas usan-
do la propiedad de la divisién enunciada arriba.

169 259
S 4 742 b) 369642
194 2 44
262 342
10 18
1 826 83
¢) 35|63915 dl 103 | 85976
289 3 57
91 486
225
15
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13 23

o) 851105 f) 204 | 4692
255 612
0 0
En las divisiones de los incisos €) y f) se observa que su residuo es cero. A
‘toda divisién de nimeros naturales que tenga por residuo el nimero cero se le
llama division exacta.
Para una division exacta la propiedad de la division dé nGmeros naturales se
puede enunciar en una forma mas breve.

Esto se puede observar en los siguientes ejemplos.

28 28
X 14 392
a) 14.|392 — - + 0
112 112 _
0 28 392
392

(No es necesario efectuar la adicién del producto de 28 X 14 con cero, pues sa-
bemos que a + 0 = a.)

42
42 1512
b) 36| 1512 X 3 — + 0
72 —— —
0 252 1512
126
1512

(No es necesario sumar el residuo cero pues sabemos que a + 0 = a.)

Lo anterior podemos expresarlo también en la forma siguiente:

Ejercicio 2. En las siguientes divisiones se omitieron los dividendos. Calctlelos.

2 3 8 3
a) - b)

50 20 (ST B | 4 9 i[:]'




d)

3.4‘ ﬂ 24\ mlEla

c)

En la division exacta se presentan algunos casos especiales, que resolveremos
a continuacién usando la dltima propiedad enunciada. (La letra a representa un nu-
mero natural.) '

a) 1 | 15 El cociente es el nimero que multipticado
por 1 nos da 15. Sabemos gue ese numero
es 15.

b) 1 | a El cociente es el numero que multiplicado
por 1 nos da a. Sabemos que ese numero
es a.

c) 28|28 El cociente es 1 porgue 128 = 28.

d) a|a El cociente es 1 porque 1e a = a.

e) 8 [ 0 ¢Qué nimero multiplicado por 8 nos da 07
Este nimero es porque o8 = 0.
f) a I 0 El cociente es porque ea=0.
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La razon de esta exigencia es que: si el divisor fuera cero no existiria un cocierite

y un residuo con las propiedades que hemos visto.

oK

oy

Cuando la division es exacta es conveniente representarla como en los siguien-

tes ejemplos.

2
4]3—
0

se puede escribir asi: 8 = 4 = 2
dividendo divisor  cociente
4
7 | 28 se puede escribir asi: 28 +~ 7 = 4
0
12
12 |144 se puede escribir asi: 144 + 12 = 12
0
b | a se puede escribir asi:
a + b
Con la expresion a = b indicamos
la division de 8 entre 4, si a = 8y b = 4;
la division de 15 entre 3, sia = 15y b = 3;
la division de 121 entre 11, si @ = 121 y b = 11; etc.

Ejercicio 3. En su cuaderno encuentre el valor de la expresion m <+ n, para los

valores de m y n que se indican.
al m = 128, n = 4 m +n = 128 -~ 4 = 32
b) m = 272.n = 8 ¢) m = 4850, n = 10
dl m = 294, n = 14 e) m = 1385 n = 21
fl m = 3204, n= 36 gl m = 138, n = 42
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Ejercicio 4. Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones.

a]D+5=6 b]D-:—a:z]_

¢) 56 +D:7 4l 120 = |= 12

e) x = 25 =14 f) m = 20 = 3
g) p = 15 = 10 h) oy o= 12 = i
) t+5=0 15 = o= 15
Kl 25 +v =25 7 425 = z =5
m) 1 = u=1 n) 10 = ¢ =0

Ejercicio 5. Usted ya sabe efectuar divisiones. El siguiente ejercicio, que con-
siste en poner en los cuadritos las cifras que faltan, tiene por objeto afirmar sus
conocimientos de division y poner a prueba su paciencia. Intente resolverlos.

a) b)

1 4 3 2
> 5 8 9 9 | 3 9 5 6
7 2 5 6
5 8
c) 8 4 d) 1 7 6
D’2251 4 B 6
9 1 3 2
7 6
0 3
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4. Las expresiones (a*h) —by (a=b)*b

En lo gue estudiaremos a continuacién nos vamos a encontrar con expresiones
como las siguientes:

B*5) +5 vy (14 = 2) «2

La primera nos indica, de acuerdo con el uso que hemos hecho del paréntesis,
gue el resultado de 8¢5 se va a dividir entre 5. La segunda nos indica que el co-
ciente de 14 + 2 se va a multiplicar por 2. Es decir, que

(8 « 5] =5 =40 + 5 8
(14 = 2) « 2 = 7 o 2 =14

Ejercicio 6. Simplifique las siguientes expresiones tal como se hace en el inci-
so a).

a) (23 X 4) = 4

9 +4=23 b (18X5) 5=

¢c) (34 x2) = 2 d) 46 X T7) =7 =

]

e) (9 X 15) + 15 f) (16 X 10) + 10 =

gl (32 X 3) + 3 = h) (56 X 11) = 11 =

El ejercicio anterior ilustra la siguiente propiedad

Ejercicio 7. Simplifique las siguientes expresiones tal como se hace en el inci-
s0 a). '

a) (46 + 23) ¢ 23 =[2e 23 = 46 b) (18 = 3) s 3 =
c) (54 + 9) o9 = d) (63 +7) e7 =
el (24 + 8) «8 = | f) (45 = 15) o 15 =
g) (100 = 25) & 25 = h) (475 = 5) » 5 =
il (230 = 10) = 10 = ) (60 + 4) o 4=

El ejercicio ilustra la siguiente propiedad:
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Ejercicio 8. Aplique las propiedades estudiadas para simplificar las siguientes- ex-
presiones. Las letras representan numeros naturales.

a) (23 X 5) # 5 = b) (42 X 75) + 75 =
c) (8525 78) + 78 = d (xe42) + 42 =
e) (b~ 8) 8= f) (¢ = 48) » 48 =
gl (y + 12) ¢ 12 = h) (pegq) + g=

il [r=+ 8)e s =
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1. Resolucién de ecuaciones

Hay ecuaciones, como 250 x = 5250 y n + 28 = 49, cuyas soluciones son difici-
les de encontrar mentalmente. En esta seccion vamos a estudiar un procedimiento
para resolver este tipo de ecuaciones calculando, y no adivinando, las soluciones.

Primero repasaremos nuestra idea de "“solucion de una ecuacion” con el siguien-
te ejercicio.

Ejercicio 1. En cada inciso, diga si el nimero es solucion o no de la ecuacion
dada, tal como se hace en a) y en b).

al 12: 16 .D= 208.

12 no es solucion porgue 16 ¢ 12 no &8 igual a 208.

b) 20y 42 .Dz 840,

20 _si_es solucion porque 4220 = 840

c] 45; 15 -|:|= 675.

45 es solucién porque

d] 10; 18 s« x = 180.

10 ____ es solucion porque

e) 48; + 6, = 8.
48 es solucién porque

f 320 [ ] 20 = 16
320 es solucién porgue

g) 60 180 + =13
60 es solucion porgue

h): 693; i == 21 =133

693 es solucion porque

Hay ‘ecuaciones que tienen la misma solucidn. Por ejemplo,
xe20 = 100, me 2 = 10y as 7 = 35,

tienen como solucion al ntimero 5.
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Al resolver las siguientes ecuaciones Pepe encontré que todas ‘tienen la misma
solucién. ;Cual es esa solucion?

al 5x = 45 b) 468 e x = 414
c) x e B81 = 729 d x =29
el 180 = x = 20 f) x e 743 = 68687 *

Para encontrar la solucion de todas y cada una de estas ecuaciones basta con
resolver una de ellas. La mas simple es la d). Su solucién es 9, Por consiguiénte,
la solucién de 5x = 45 es 9; |a solucidn de 46+ x = 414 también es 9; ete: (Com-
prugbelo usted en las demés ecuaciones.)

Esto ya lo sabiamos.

Para aprovechar esto en nuestro estudio; necesitamos conocer también las siguien-

tes propiedades de las ecuaciones.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion m s 15 = 165, cuya solucién es el nume-
ro 11.

a) Multipliqguemos sus dos miembros por 10:
(m « 15) = 10 = 165 « 10
Obtenemos asi la ecuacion
m e 150 = 1650,
cuya solucién también es el numero 11, pues
11 = 150 = 1 650.
b) Dividamos los dos miembros de nuestra ecuacién entre 5:
(me 15) = 5 = 165 = 5
Esta nueva ecuacion, aunque distinta de la primera. también tiene por solucién
al nimero 11, pues al hacer la sustitucién tenemos que

(11 e 15) = 5 = 165 + 5
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Ejemplo. Consideremos la ecuacién t = 4 = 15, que tiene por solucion al nd-
mero 60.

a) Multipliguemos por 3 sus dos miembros.
(t = 4) =3 = 15+ 3
Esta nueva ecuacion también tiene por sclucién al nimero BQ porgue
(60 ~ 4) « 3 = 15 ¢ 3 .
b) Dividamos entre 5 los dos miembros de la ecuacion:
(f =4) +5=15+ 5
La solucion de esta nueva ecuacién también es 60, pues
60 = 4) =5 = {5 — 3

Ejercicio 2. En la siguiente tabla aparecen algunas ecuaciones con su solucidn.
Con cada una haga lo que se indica y demuestre que la ecuacion resultante: tiene
la misma solucion.

Ecuacion Solucién Indicacion
al x o 15 = 300 20 Multipliqgue ambos miembros por 10
b) m o 18 = 450 25 Divida ambos miembros entre 6
¢l m e 45 = 900 | 20 Divida ambos miembros entre 9
d) re 23 = 414 18 Multipligue ambos. miembros por 5
e) x e 100 = 10000 100 Divida ambos miembros entre 10
B a == 18- = 12 216 Divida ambos miembros entre 3
g) b = 10 = 380 3800 Multiplique ambos miembros por 10

Recordemos finalmente gue

El procedimiento que vamos ‘a seguir para resolver ecuaciones como las que ano-
tamos al principio consiste basicamente en lo siguiente:
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Dada la ecuacion, multiplicamos o dividimos sus dos miembros por un mismo
nimero de tal manera que la ecuacion resultante sea lo mas simple posible.

Ejemplo.

a) Consideremos la ecuacion

Para hallar otra ecuacion mas simple con la misma solucion, dividimos entre 36
'sus dos miembros.

Como (x 36) + 36 = x y 1620 + 36 = 45, escribimos
Por consiguiente, 45 es la solucion de x <36 = 1620. Esto puede comprobarse
facilmente:

45 e 36 si es igual a 1620.

b) Consideremos la ecuacion.

Obtenemos una ecuacién mas simple, ¢on la misma solucion, multiplicando los
dos miembros por 40.

Como (x = 40) = 40 = x 420« 40 = 1 680, podemos escribir

x = 1880

Entonces, la solucion de x + 40 = 420 es x = 1680. Y esto es cierto, pues
1680 = 40 = 420.

Ejercicio 3, Indique usted por qué numero deben multiplicarse o dividirse los
dos miembros de cada ecuacién a fin de obtener la ecuacion mas simple posible.
(Que tenga la misma solucidn.)

al x =5 =15 Multiplicar por 5

b) m = 30 = 180

cl] n = 18 =72

d) t e 27 = 216

e) 36 ey = 324

f] z + 15 = 42

g p+ 43 =17

h) 85 ¢ m = 680

1) 16 « x = 224
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Ejercicio 4. Resuelva las siguientes ecuaciones en su cuaderno tal como se hace
en al y en b)

a) n + 18 = 15 b) m g = 135
(m + 18) » 18 = 15 = 18 (m o q) + g = 135 + g

n= 270 |m =15
c) ¢+ 82 = 43 dl d = 101 = 1212
g) e = 85 = 3400 f) f e 56 = 840
g) 30 ¢ x = 3860 h) 25m = 350
i) 17r = 289 i) s + 3 = 612
k}] g = 28 = 364 ) 56 « h = 1792
m) 83p = 83 e 72w | =10
o) k = 78 = 156 | p) e + 100 = 100

.

q) m =+ 1}9 = 931 r)  270n = 5400

) g = 120 = 300

s] 730p = 18250
|




2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

Tal como lo hemos hecho anteriormente, aqui también resolveremos problemas por
medio de ecuaciones.

.

Los problemas que anotamos a continuacion pueden resolverse con diferentes
métodos; pero es conveniente que los resuelva usted empleando ecuaciones por-
que este procedimiento le sera (til posteriormente al resolver problemas mas com-
plicados:

Problemas.

a) Si multiplicamos un numero por 85 obtenemos 2 890. ;Cuél es ese namero?

Ecuacion x ® 85 = 2890
Solucion x = 34
Respuesta Ese numero es 34

b) Al dividir un nimero entre 78 se obtiene 345 como cociente. ;Qué nime-
ro es ese?

c) 16 veces un numero es igual a 368, ;Cual es ese nlimero?
d) La novena parte de un nimero es 345. ;Qué numero es ése?
e) El nimero 216 es 12 veces mayor que un nimerc x. ;Qué ndmero es x?

f) El niomero 21 es el cociente de n entre 42. ;Qué numero es n?

Ejercicio 5. De las ecuaciones que se dan en cada inciso, escoja la que se adap-
ta al problema, resuélvala y luego dé la respuesta correspondiente a la pregunta.

a) Luis pesa 5 veces lo que pesa su hermanito Rall. Si Luis pesa 70 kilos,
icuanto pesa Radl?

b) Si los Se.g_men'toé en que esta dividido el segmento AB tienen igual medida
jcuanto mide el segmento AB?

13 m
‘;———-"-—\
AI_ 1 i 1 1 1 1 I _IB

x metros
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c) El area del rectangulo que se ilustra abajo es de 476 metros cuadrados, y
sus dimensiones son las que se indican. ;Cuantos metros mide de altura?

x/metros

e _ 28 m -

d) Un objeto, observado con una lupa, se ve cuatro veces mayor que lo que mi-
de en realidad. Si la imagen de un objeto en la lupa mide 76 milimetros,

_ icuantos
milimetros mide realmente el objeto?

e) El cuerpo M esta formado por blogues que pesan lo mismo. Si el bioque rojo
pesa 18 kilogramos, ;cuél es el peso del cuerpo M?

ssompEy Tl
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fl En una poblacién se presentan x conscriptos para hacer su servicio mili-
tar. Si con ellos se forman 33 pelotones 'y cada peloton consta de 11 personas,
scuantos conscriptos hardn el servicio militar en esa poblacion?

g) El pie equivale a 12 pulgadas. ;Cudntos pies son 432 pulgadas?

h) Las dos ruedas que se ilustran abajo estan conectadas por una banda y cuan-
do la mayor gira una vuelta, la menor gira 7 vueltas. ¢Cuantas vueltas tiene que
girar la mayur para que la menor gire 112 vueltas?

i) Una granja produjo m huevos ciefto dia y se llenaron 80 cajas al empacar-
los. Si en cada caja caben 360 huevos, jcudl fue el ndmero de huevos que se
produjo en ese dia?

jI El cometa Halley se observd 7 veces en la Tierra durante un perfodo de 532
anos. ;Cada cuantos anos se puede observar dicho cometa, si el tiempo entre una
aparicidn y otra es el mismo?




k) Una herencia se distribuye por partes iguales entre 5 personas. Si cada per-
sona recibe'SSSSU icudl es e‘I valor de la herencia?

[) El é4rea de la superficie ocupada por el gstado de Chihuahua es apromma
damente 246000 kilémetros cuadrados. Si el area de Chihuahua es, ‘aproximada-
mente, 164 veces mayor que la del Distrito Federal, ;cual es el area del D.F.?

m) El didmetro del planeta Marte es la mitad del diametro de la Tierra. Si el
diametro de Marte es de, aproximadamente, 6500 kilometros, jcuél es el didme-
tro de la Tierra?




0) Lagravedad de la Luna es 6 veces menor que la de la Tierra. Por esa razén el
peso de un cuerpo en la Luna es la sexta parte de lo que pesa ese mismo cuerpo
en la Tierra. Si un cosmonauta se pesa en la Lupa y pesa 13 kilogramos, ;cual
es su peso en la Tierra?

A continuacién resolveremos problemas un poco mas complicados que los anterio-
res. Para su resolucion usaremos ecuaciones también un poco mas complejas. Sin
embargo, con los conocimientos adquiridos hasta el momento, estamos ya en po-
sibilidad de resolver tanto las ecuaciones como |os problemas.

Analice usted el siguiente problema 'y su resolucién.

Juanito'y su padre, al comparar sus edades, encontraron la siguiente relacién:

Si la edad de Juanito se multiplica por 3 y se le suma 8, se obtiene la edad del
padre. Si el papd tiene 35 afios, jcusl es la edad de Juanito?
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Resoluecion.

Si vamos a resolver este problema por medio de una ecuacién, podriamos lla-
mar x a la edad de Juanito. De esa manera el triple de su edad, mas 8, serd
3x + 8. '

Como esto es igual a la edad del padre, establecemos la ecuacion
3x + 8 = 35
La solucién de esta ecuacion sera la solucion de nuestro problema.
Ahora podriamos resolver esta ecuacion adivinando la solucion (si usted lo de-

sea, inténtelo). Pero es mejor hacerlo aplicando las propiedades de las ecuaciones.
Observe usted el procedimiento. .

1. Restamos 8 a los dos miembros:
(3x + 8 — 8 =35 — 8.
Como (3x + 8) — 8 = 3x y 35 — 8 = 27, entonces

2. Dividimos entre 3 los dos miembros de esta nueva ecuacion:
(3ex) +3 =27 = 3
Como (3ex) + 3 = x y 27 + 3 = 9, entonces

35
27

3. Como las ecuaciones

3x + 8
3x

x =9

tienen la misma solucién, concluimos que la solucion de 3x + 8 =35 es 9.
Comprobamos sustituyendo la x por el 9.
3+ 9 + 8 sies igual a 35
4. Damos la respuesta; “La edéd' de Juanito es 9 afos "

Ecuaciones como la gue usamos en el problema anterior pueden resolverse con
el mismo procedimiento. Obsérvelo usted en los siguientes ejemplos que se resuel-
ven paralelamente.

Ejemplo 1. | Ejemplo 2.
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Para resolver una ecuacién como ésta tendremos que hallar otra ecuacion mas
simple. que tenga la misma solucién. Por lo tanto,

Esto puede hacerse por partes. Primero hallaremos una ecuacién en
aparezca el nimero que se suma o que se resta. Por eso,

Esta nueva ecuacion que hemos obtenido es mas simple y tiene la misma solu-
cién que la ecuacién original. Sin embargo, en ella no se ve facilmente la solucion.
Para encontrar una ecuacion mas simple que ésta,

Como esta dltima ecuacion tiene la misma solucién que la ecuacion original, te-
nemos. que




Ejemplo 3. Usando este método, podemos resolver la ecuacion 56t + 18 = 1418
en la siguiente forma:

[ 56t + 18 = 1418 |
(56t + 18) — 18 = 1418 — 18
56t = 1400
(56t) + 56 = 1400 + 56
t = 25

La solucion es el niimero 25. (Compruébelo usted.)

Ejercicio 6. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 12x + 17 = 197 b) 25m + 14 = 214
¢) 50m + 11 = 861 d) 23a + 10 = 355
e) 43t + 15 = 445 f) 21p + 21 = 462
g) 25 + 48 = 48 h) 37 + 18 = 55
i) 350 + 48 = 3548 j) 435d + 123 = 5678
ki 10z + 3 =9 1) 42 + 8 = 10

Los siguientes problemas se resuelven con ecuaciones como las que acabamos
de tratar. Resuélvalos.

Problemas.
a) El triple de un nimero, mas 25, es 115. ;Cudl es ese numero?

Sea p el nimero gue buscamos. Entonces el triple de ese numero, mas 25, es
3n -+ 25.

Ecuacion. 3n + 25 = 115,
Solucion de la ecuacion. n = 30
Respuesta al problema. E!l nimero es 30.

b) Si al quintuplo de un niimero se le resta 37 se obtiene 68. Cual es ese ni-
mero?

Sea m el nimero buscado. El quintuplo de ese nimero, menos 37, es

¢) Si al producto de 85 por un ndmero r le restamos 728, obtenemos por re-
sultado 1907. ;Cual es el nimero r?

d) Si a 583 le sumamos 8 veces el numero x, obtenemos el nimero 895. ;Cuan-
to vale x?

e) A Pablo le triplican el sueldo al ascender de categoria en su trabajo. Si al
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descontarle $385 por impuestos de su nuevo sueldo recibe $4 115, jcual era su
sueldo anterior?

Llamemos s a su sueldo anterior. Entonces el triple de s, disminuido en 385,

L

es

f) Si al quintuplo de la edad de Fernando se le suma 93 se obtiene 163. ;Cuél
es la edad de Fernando?

Sea f la edad de Fernando. Entonces, el quintuplo de f, mas 93, es

g) Si a la superficie completa de la figura roja se le quita la ba_rte que se In-
dica, la region restante mide 284 metros cuadrados de drea, ;jCuénto mide la base x?

b ) w—r

Base

Altura

Area de la figura completa

Area de la figura incompleta

h) La altura del Everest, la montafia mas alta del mundo, es 408 metros ma-
yor que el doble de la altura del Volcén de Colima. Si el Everest mide 8 848 me-
tros de altura, jcual es la altura del Volcan de Colima?

Sea x la altura del Volcén de Colima. Entonces el doble de esa altura, mas 418,
s

i) El area que ocupa la Republica de Venezuela es 16674 kilémetros cuadra-
dos més que el cuadruplo del drea de Costa Rica. Si Venezuela ocupa una exten-
sion de 186 926 kilometros cuadrados, jcual es el drea de Costa Rica?

Si llamamos r al drea de Costa Rica, el cuddruplo de esa 4area mas 16674 es

L}
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j) La balanza que se ilustra abajo esta en equilibrio. ;Cudntos kilos pesa cada
uno de los cuerpos m? '

k) La siguiente figura representa un triangulo isdsceles. ;Cuénto vale x si el
perimetro del triangulo es 116 metros?

X metros X metros:

36 metros

Como el perimetro de una figura es igual a la suma de sus lados, entonces el

perimetro de este tridngulo es

I) ;Cuénto vale x. si el perimetro de la figura de abajo es 110 metros?

x metros

‘20 metros 20 metros

X metros

El perimetro de este rectangulo es[ .
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'm) Si el perimetro del siguiente 3_r:e_cté_ng_ulo es 70 metros, jcuanto mide la base
y cuénto la altura?

x + 15 metros

X metros X metros

x -+ 15 metros

El perimetro del rectangulo, expresado como la suma de sus lados, es|

n) Un automoévil recorre n kilémetros cada hora durante su viaje. Después de
5 horas de iniciado el viaje, el conductor observa que si restara 25 a la distancia
recorrida hasta el momento, obtendria 300 como resultado. ;Cuantos kilometros re-
corrié en cada hora?

Si llamamos n al nimero de kilémetros que recorrié en una hora, 1os que re-

corrié en 5 horas son | : y éstos disminuidos en 25 son| '

o) Dos numeros consecutivos suman 25. ;Cudles son esos ndmeros?

Si el nlimero menor es y, el que sigue es ! [y la suma de los dos

nimeros se expresa como |




p) Juan y Pedro son hermanos. La diferencia de sus edades es un afio. Si Pedro
es menor que Juan y la suma de las edades de los dos es 37, ; cudl es la edad de
Juan y cuél es la de Pedro?

Edad de Pedro _x

Edad de Juan

Suma de las dos edades

q) Laedad de Miguel es x y su hermana Margarita tiene el doble de x mas 7 afios.
Si la suma de estas dos edades es 31, jcudl es la edad de cada hermano?

Edad de Miguel

Edad de Margarita

Suma de las edades de ambos

Ecuacion.

Selucion.

Respuesta.

Con la resolucién de estos problemas Hemos terminado nuestro estudio elemen-
tal de los nimeros naturales. Para futuras referencias haremos un resumen de las
propiedades béasicas de la adicion y la multiplicacion con estos nimeros

Operacién

adicion

multiplicacion

a4+ b=05>b+4a

ab = ba

(a+b) +c=a+ (b+ec

(ab) ¢ = a (bec)

a+ 0

Il
(=}
o
i

Il
o

asl1=1ea=

o

a b+ ¢ =

ab + ac

200



oluciones de Ejercicios




Soluciones

Capitulo primero

Los numeros naturales

. Los nimeros naturales y los conjuntos

1. Conjuntos

Ejercicio 1

a)  El conjunto P tiene 5 elementos.

b) El conjunto C tiene 3 elementos.

c] B tiene 9 elementos.

d) En N hay 4 elementos.

e] El conjunto G tiene 4 elementos.

f) El conjunto A o B tiene 9 elementos.

Ejercicio 2.

a) no es b) es c] es
¢) \es f] es gl no es

d) no es

Ejercicio 3.

a) El perro negro pertenece a P.

b) EIl caballo blanco pertenece a B.
c) El caballo azabache pertenece a N.
d) El perro blanco no pertenece a N.
¢) El perro blanco pertenece a B.

f) El perro blanco no pertenece a G.

Ejercicio 4.
a) correcto b) incorrecto ¢)
d) correcto e) correcto f)

incorrecto
incorrecto

Ejercicio 5.

a) P={abecde)

b) G ={m n o0 p}

¢} B ={c d e rmnonp.y)
d) N ={abs x|
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Ejercicio 6

9 {me
{p,a!o,n‘,
{m:sp
{ 1)

2. Subconjuntos

c}
d)

Ejercicio 7
a) correcto b) correcto ¢)] correcto
d) incorrecto e) correcto f] incorrecto

Ejercicio 8
a) Los subconjuntos de F de 1 elemento son

(AL (A A

Los subconjuntos de F de dos elementos son

(AMNAA ALHA A

El subconjunto de F con 3 elementos es

A A A

b) Los subconjuntos de G de 1 elemento son

LI A0 {5

Los subconjuntos de G de 2 elementos son

L CHAC ] = ] =

El subconjunte de G con 3 elementos es

L L, HH

c) Los subconjuntos de H de 1 elemento son
{3t v {9}

El subconjunto de H de 2 elementos es
{30}

d) Los subconjuntos de | que tienen 2 elementos son
{2,0}. {2,51 y {95}

El subconjunto de I que tiene 3 elementos es
12,95}
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Los subconjuntos de I con 1 elemento son

fa} . {9t y {5}

Problemas

a)

El conjunto de los billetes es {5, 10, 20 } . Puede sacar entonces los siguien-
tes subconjuntos de dos elementos

{5.10}, {520} y {10,20}
Por lo tanto, puede sacar $ 15, $ 25, § 30,

b)

El conjunto de las obras es {"Un viaje a la luna”, 20 000 leguas de viaje sub-

marino’', “Un viaje al centro de la tierra"}

Si desea leer dos de estas obras, éstas pueden ser:

{ “Un viaje a la Luna”, “20 000 leguas de viaje submarino"}
{ “Un viaje & la Luna®, “Un viaje al centro de la tierra” }
| “20 000 leguas de viaje submarino”, “Un viaje al centro de la tierra”}

Puede elegir las obras de 3 maneras diferentes.

c)

Conjunto de candidatos:
{ el uruguayo, el chileno, el brasilefio }
Si contrata sdlo a un jugador: 3 maneras diferentes.
Si contrata a dos jugadores: 3 maneras diferentes.
Si contrata a los 3 jugadores: 1 manera.
El entrenador puede hacer la contratacién en 7 maneras distintas.

d)

Si no revienta ningun globo: 1 sola manera.

Si revienta un globo: 3 maneras diferentes.

Si revienta dos globos: 3 maneras diferentes.
Si revienta tres globos: 1 sola manera.

Los resultados diferentes pueden ser 8.
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3. Interseccion de conjuntos

Ejercicio 9

b)
c)
enero
febrero
diciembre
d)
septiembre
octubre
noviembre
e)

a) La interseccién de Ny R es

AP

Tiene dos elementas.

b] Lainterseccionde Vy T es
{ a. e o }

tiene 3 elementos.

¢) La interseccién de Py Q es
$ 9,46 |}

tiene 3 elementos.

d) La interseccion de M y N es

(.

tiene 0 elementos.

e) La interseccion de Py M es

{2}

tiene 1 elemento.
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Ejercicio 10

A
Ay L son ajenos.
a) L

M R
b) M y R son ajenos.
B C
) B y C no son ajenos.
D
d) D y E no son ajenos.
F G
e) F y G no son ajenos.
Problemas:

a) 50 personas estuvieron presentes en ambas funciones.

S,
&

opo®

>, -’DUO}

“
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bl 3 personas forman parte de los dos equipos.

¢) Se necesitan 6 personas como minimo.[ 5 pueden pertenecer a los dos equipos.)

Joleiboy/

d) No, porque los dos convoyes suman 29 carros.

4. Union de conjuntos

Ejercicio 11 2 .
Q {/ (G s
a) La unidén de J y H es €l conjunto ’ r;(// - ? u

J tiene 3 elementos. En H hay 3 elementos.

=3

La unidn tiene 5 elementos.
L N
b)

La unién de L'y N es el conjunto { m, a, e st ni }
Hay 4 elementos en L. Hay 5 elementos en N.
Hay 7 elementos en la union.

Q

c) La unién de Py Q es el conjunto { 0,24, 6,8 }

P tiene 5 elementos. Q tiene 3 elementos.

En la union hay 5 elementos.
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d)

La unién de Py V es el conjunto {ma'rz‘o, abril, mayo, junio, julio, agosto } .
En P hay 3 elementos. En V hay 3 elementos.
La unién tiene 6 elementos.

e)

La union de Py N es el conjunto { a bocdes x }
El nimero de elementos de P es 5. El nimero de elementos de N es 4.

El nimero de elementos de la unién es 7.

Ejercicio 12

a) subconjunto b) interseccion

¢) unién d) unién

e) interseccion f) interseccion

g) subconjunto h) interseccién
i) subconjunto j) interseccion

k) interseccion

5. Problemas

Ejercicio 13

a) 37 b) 26
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Ejercicio 14

a) 15 b) 22

Ejercicio 15

a) 30 b) 10

Problemas:

a) 4) 50

b) 4) 14

c) 3) 4) 3 5 7

d 3 5) 20 6) 35

e) 2) 7 3) 4) azul y amarillo 5) 17 )

f) 3 3 4) 5) §

a) 4) 80

hhY 220 5 3) 11 4) 20

i) 2) 60 4) azul 5) 860 6) 210

i) 3 100 4) 90 5) 50

k) 1) 50 2) 100 3) 150 4) 300

II. Adicion de niimeros naturales

1. La Tabla de adicién

Ejercicio 1 ol R e s s e
o|l1(2|3|4|5]|6/(7
t|2|3|4]|5|6|7]|8]|9 |10
2134|567 |8|9/[10]11
3456%_'89101'112
4|5|6|7|8|9 1011|1213
516789 |10[11]12|13 |14
6 (7 (8|9|10[11[12)13]14 |15
789 |10[11[{12(13]|14]|15 |16
8|9 [10|11]12 |13 |14|15]16 [17

| 9 [10]11 |12 |13 |14 |15 [46] 17 |18
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2. Numeros y letras

Ejercicio 2

a) 3 + 2 b) 4 + 1 c) 6 + 5 dy 5 + 2
e) 1 + 1 fl 4+ 86 g 4 + 4 h) 2+ 5
i) 6+ 6 N 5+ 4 kf 6§ + 5 ]l 2 + 8

Ejercicio 3

a) 30 + 47 = 77 b) 65 + 43 = 108 c) 40 + 78 = 118
d) 165 + 98 = 263 e) 400 + 96 = 496 f) 354 + 168 = 522
g) 0+ 87 = 87 h) 208 + 0 = 209
Ejercicio 4

a) 3+2=5 b] 7+ 3 = 10

c) 3+ 8 = 11 d) 15 + 3 = 18

e) 3+ 0 =3 f) 27 + 3 = 30

gl 13 +3 +2 = 18 h) 3 + 18 + 2 = 23

i) 25 +3 +0 + 3 = 31 )] 3+3+3+86=15

Ejercicio §
al] 125 + 34 = 159 b) 75 + 80 = 155
¢) 250 + 250 = 500 dl 8 + 2 =10
e) 1754 + 2000 = 3754

3. Ecuaciones

Ejercicio 6

4 + E[ = 6. El nimero de vasos que faltan por llenarse.

IE}- 4

Il

10. Los kilogramos que pesa la parte coloreada

16 + |4 | = 20. El nurhero de bancas vacias. Y
E + 15 = 21. El nimero de cuadros que no fueron coloreados. i
40 + E = 100. La longitud gue sumada con 40 da 100.

33+E|

50 -+ |80

78. El nimero de grados que aumenta la temperatura.

130. Lo gque debe aumentarse de un liquido.
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15+ |25 = 40. La fongitud del segmento de color.

25]
30 + = 90. La medida del angulo complementario.
8

= 36. El nimero de cubos que faltan en la ilustracién.

Ejercicio 7
a) b = 25 porque 45 + 25 = 70
b) r = 60 porgque 60 + 30 = 90

c) n = 35 'porque 50 4+ 35 = 85
dl x = 400 porque 400 + 100 = 500
e) a = 27 porque 60 + 27 = 87
Ejercicio 8
Solucion Comprobacion Solucion Comprobacidn
a) n =15 15 + 3 = 18 b) x = 38 5 + 38 = 43
c) b = 18 18 + 42 = 60 d) y = 50 150 + 50 = 200
e) x = 75 75 + 90 = 165
Ejercicios =
a) _ __
b) a = 8 b =2 c =7 d = e = 4
c) a=>5 b =2 c =9 d =3
dl x =6 ¥ 4 z 1
el a = 4 b =17 c =5 d = 11 e = 12
f) a =10 b =8 c 13 d 3
e =5 f=9 g = 15 h = 14
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4. Propiedades basicas de la adicion

Ejercicio 10

a)] 53 + 25 190 !
b) 107 + 83

c) 112 + 160 : 78

d) 83 + 107

e) 25 + 53 272

f) 160 + 112

Ejercicio 11

a) 9305 b) 9305 c) 2484

d) 2484 e] 122702 fl 122702

Ejercicio 12

a) 6+ 11 =11 4+ 6 b) 36 + 25 = 25 + 36

C) 5875+ 3694 ~ 3604 + 5 875 d) 26875+ 63 472 = 63 472 + 26 875
el 5+a=a+5 fl b+ 8=28+5b

gl 15+ h = h + 15 h) r + 20 = 20 + r

i) x+y=y+x ) m+n=n+m

kl r +5 =85+ r Il a+b=5b+a

Ejercicio 13
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Ejercicio 14

a) Simétricamente.

b) Coinciden, quedan encimadas.

¢c) Si.

d) Si.

e) Aparece en la tabla.

f) 8+ 5y5 + 8.

g b+ a.

h) lguales.

i) Buscando los cuadros simétricos a los cuadros de las sumas dadas.

Ejercicio 15

a] 2 b) 3 c] 9 d) 18

e)] 0  x=8 g m = 11 h) x = 30
i}] s =1 i} r = 56

Ejercicio 16
a) La expresién (7 + 3) + 5 indica la suma de 7 + 3 y 5. Es decir,
(7 + 3] +5 =10 + 5.

~b). La expresion 7 + (3 + 5) indica la sumade 7y 3 + 5. Es decir,
7+ @ +8 =7+8

¢} La expresidn [27 + 34} + 12 repreésenta la suma de 27 + 34 y 12. Es decir,
(27 + 34) + 12 = 81 + {2 e

d) La expresién 27 + (34 + 12) indica la suma de 27 y 34 + 12 Es'""decir.,%
27 + (34 + 12) = 27 + 46.

e) Lasumaded + 0y 9 se indica con la expresion (3 + 0) + 9.
f) Lasumade 3 y 0 + 9 se indica con la expresion 3 + (0 + 8).
g) Lasumade3 + 4y 80 seindicacon la expresion (3 + 4) + 80.
h) La sumadea + by c se indica con la expresion (@ + b) + c.
i) La expresion a + (b + ¢) indica lasumadeayb + ec.

Ejercicio 17

a) 5+ 7 b) 9 + 8 ¢) 15 + 2 d 10 + 7
e) 7+ 10 fl 16 + 1

»
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Ejercicio 18

214

a] 6 + 10 = 18 b) 8 + B = 16 c) 12 + 36 = 48
d] 27 + 21 = 48 e] 30 + 80 = 110 f) 30 4 80 = 110
g)] 135 + 429 = 564 h) 381 + 183 = 564
Ejercicio 19
al 15 b) 53 ¢c) 197 d) 5500
Ejercicio 20
a) 5+ 8+ 7 b) 11 + (5 + 10) c) 7+ (0 + 3)
d) (10 + 70) + 80 e) m + 5) + 12 fl x+(y +2
gl {a+r) +s h) m + (g + q)
Ejercicio 21
a) 1) 3+4+8=3+ 4+ 8) =3 F 12 = 15

2) 34 B =344+ 8 =T+ 8 =15
B 4 & F 9+ 3 =([6E+9]4+ 3 =14+ 3 ="17

2 5+9+3=5+(9+3) =5+ 12 =17
¢c) 1) 7+8+2=7+1B+2 =7+ 10 =17

2l T+8+2=(7T+8 +t2=15+ 2 =17
d]1]0+8+15=(.0+8)+15=8+15=_23

2 0+ 8+ 15 =0+ (8 + 15) = 0 + 23 = 23
ell 4) 454 0 +=7 =15 + @ F 7} = 15 = F= 22

2) 5+ 0+7=(@{15+0 +7=15+7 = 22
Ejercicio 22
a) 27 b) 17 c] 8 d) 6
Ejercicio 23

2|3[4[s]e]7]8]9
2[3]a]5(6[7]8]9



Ejercicio 24

a) T +0=1 b) 0+1 =1
24+ 0=2 0D+ 12 2
3 4+0D=3 D +3 =3
440 =14 0+ 4 =4
5% 0=i8 B 5 =4
6 + 0 6 0 + 6 6
7+0=7 04+ 7=7
8 +0 =28 0 +8 =28
g =10 =9 0D +9 =9
c) 0+0=0 d) a+ 0=a e) 0+ a a
Ejercicio 25
a) 3 b) 37685 c) 1 d P
el m fl 2+ a gl r+5 hy m + n
Ejercicio 26
Conmutativa a+ b=05b+a
~ Asociativa @+b +c=a+ B+
Elemento neutro | a +~—0-=0 T a =

_Ejercicio 27

a)
c}
el
g)

i)
k)
m)

(ﬁonmu_t_ativa b)
Asociativa d)
Elemento neutro ~._ f)

Conmutativa Hy—
Elemento neutro il
Conmutativa 1
Conmutativa n)

Conmutativa
Asociativa
Elemento neutro
Conmutativa
Eiémqnto neutro
Conmutativa
Elemento néﬂi}tm
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5. Problemas

a)
b)

c)
d)

e)

412 kilometros.

El segmento AC mide 125 metros; el segmento MO mide 288 metros: PR mide
496 metros; SU mide 407 metros; DF mide 1 181 metros; XZ mide 605 metros y
GK mide 1586 metros.

251 kilémetros.
410 metros.

La linea ABCDE mide 296 metros; la linea MNOPQ mide 1 106 metros: la linea
FGHIJ mide 1 626 metros; la linea ASTUV mide 607 metros.

Ejercicio 28

a)
d)
a)
j)

293 m b) 1398 m ¢} 156 m
144 m e) 200 m f) 249 m
1540 m h) 360 m i) 1822 m
332 'm

Ejercicio 29

a) 505 m b) 150 m c) 2210 m
d) 2790 m e) 730 m f) 3220 m
g) 2510 m h) 3520 m

Ejercicio 30

Distancias en millones
de kilometros
Distancia de Mercurio al Sol 58
Distancia de Venus al Sol 107
Distancia de la Tierra al Sol 150
Distancia de Marte al Sol 224
Distancia de Jipiter al Sol 773
Distancia de Saturno al Sol 1417
Ejercicio 31 a)’ 235 b) 589
+ 487 + 276
722 865
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€) 794 d) 273 e) 784 ) 72 905

+ 608 + 485 + 569 + 54276
e 674 289 .
1402 e = 127 181
1432 1642
a) 68 043 h) 5758 i) 8 456 i) 71 228
+ 31957 + 9665 + 4581 T 29972
100 000 15423 13 047 101 200

lll. Multiplicacion de niimeros naturales

1. La muitiplicacion y la adicién

Ejercicio 1

al 8+ 8 + 8 + 8 + 8 b]5+5+5+5+5+5+5+5
c) 10 + 10 d 0+0+0+0++0
e) 1+ 1+ 1 4+1 4+ 1 4+1 fl 4 % 8
g) 8 X 4 hY 3 X5
i) 6 X0 N7 X1
k) 4 x 78 ) 2 X 1027
Ejercicio 2
al] 545+ 5§ b) 8+ 8 + 8 + 8 cl 10 + 10 + 10 + 10 + 10
I X5 4 X 8 5 X 10
Ejercicio 3
a) Area :3 + 3 + 3 + 3 = 12 (unidades cuadradas)
Area : 4 X 3 = 12 (unidades cuadradas)
b) érea_: 6 + 6 = 12 (unidades cuadradas)
Area : 2 X 6 = 12 (unidades cuadradas)
c) Area:3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 15 (unidades cuadradas)
Area : 5 X 3 = 15 (unidades cuadradas)
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d) Area:9 + 9 + 9 -+ 9 = 36 (unidades cuadradas)
Area : 4 X 9 = 36 (unidades cuadradas)

e) J'f\rea .1 4+ 1 4+ 1 = 3 (unidades cuadradas)
Area : 3 X 1 = 3 (unidades cuadradas)

Ejercicio 4

a) 0 b) 0O c) 4 d) 7

e] 0 f) 1 g 0 hl 0O

Ejercicio 5

a) 3ea =35 =18

b) 2ea =295 = 10

c) Tea=1Te5 =35

d) 4ea =45 =20

e] a6 =596 = 30

fl a« 10 = 5+ 10 = 50
gl 1000 =a = 1000 X 5 = 5000
h) 5728 a = 5728 X 5 = 28640

Ejercicio 6

X 10x 100x 1.000x

350 3 500 35000 | 350000
micras.| micras | micras micras

250 2 500 25000 | 250000
micras | micras | micras micras

150 1 500 15 000 150 000
micras | micras | micras | micras

60 600 6 000 60 000
micras | micras | micras | micras
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Ejercicio 7

a) a+a+a+a b) m + m+m+m+ m+ m
4a 6m
¢) x + x + x + x d)i & HF ke o
4x 4r
el m+m+m+m+m+m f)] a+a+a+a+a+ a2
6m Ba
g m+ m+m-+m ) o tmthatntn*atnFa
4m 8n
D r+er+r+r+r+r+r
Tr

Ejercicio 8

al] 8 b) 12 cl] 24 d) 5 e) D
Ejercicio 9

a) p+p+r b) m + m

el n+n+n+n+n+n+n d a+a+a+ a+ a
e) 5x f) 2m

g) 4y h) s

il 0

Ejercicio 10

a) 6z b) 9y c) 12t d) 8g
e)l 9b fl 9p gl 6¢ h) 12w
i) 12r

Ejercicio 11

a)] 24 = 8 b) 4«3 = 12 c) 52 = 10

d)] 55 = 25 e)] 6«1 =8 f] 1«6 =6

g 1«1 =1 h) 12 = 2 i) 33 =29

il 5«2 =10

Ejercicio 12

a) B3 = 24 b) 15286 = 90 c] 620 = 120
d 120 =10 e)] 5.0 =0 fl] 1¢8 = 8

g) 17«1 = 17




2. Cuadrado de un nimero natural

Ejercicio 13

a] 7 b) ¢ ¢) 71 d) 1000
e) Of f) o g) x h) 64
i] 10000 il 122500 k) mm i) rr

Ejercicio 14

a) 9 b) 4 c] 16 d] 25
e) 36 f] 100 g) 121 h) 10000
il 1 il o0

3. Problemas y ecuaciones

a) Aqui se muestran con flechas las diferentes maneras de formar una pareja
donde pueda estar Hugo. Tales posibles parejas son: Hugo y Maria. Hugo y Bertha,
Hugo y Rosa, Hugo y Juana. El nimero de parejas donde puede estar Hugo es 4.

b) Indique con flechas rojas las diferentes maneras de formar una pareja donde
esté Paco. Tales parejas pueden ser: Paco y Maria, Paco y Bertha, Paco y Rosa,
Paco y Juana. El nimero de parejas donde puede estar Paco es 4.

¢) Muestre con flechas azules las parejas que se pueden formar con Luis y al-
guna de las seforitas. Se pueden formar 4 parejas diferentes con Luis.

d) Ahora podemos observar que el nimero total de parejas diferentes que se po-

drian formar para el baile es 4 + 4 + 4 = 12. También podemos pensar en que
tal nimero es 3 X 4 = 12.
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Ejercicio 15

RUTH
JUAN Con Juan se pueden formar 3 parejas.
INES
PEDRO
Con Pedro se pueden formar 3 parejas.
OLGA

Por lo tanto, el total de parejas distintas es 3 + 3 = 6. O bien, 2 X 3 = 6.

Ejercicio 16

Nimero de parejas con A : 4

Namero de parejas con B : 4

Numero de parejas con C : 4

Numero de parejas con D': 4

Ndmera de parejas con E : 4

El ndmero total de parejas diferentes es 5 X 4 = 20.

Problema. ;Cuéntas parejas diferentes se pueden formar con m hombres y n mu-
jeres? (Cada pareja constituida por un hombre y una mujer.)

m X n

a > d
b
c%; K_,;‘f

(a, d), (a, ), (b, d), (b, £, (c,d) (e .

Ejercicio 17

22]



Problema.
Respuesta. 6 X 6 = 36

Problema. La persona que apuesta al 7 tiene mas probabilidades de ganar porque
hay mas parejas que suman 7, que parejas que suman 11.

Suman 7 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2], (6, 1).

Suman 11 (5, 8), (6, 5).

Ejercicio 18

a) 12 b) 6 c)] 16 d) 20
e) 20 f) 300 g) 150 h) 500
Ejercicio 19
a) Lm X 3 = 60|{m = 20| 20 decimetros cubicos.
b)[x « 9 = 54|| x = 6| 6 decimetros ctibicos.
¢)[v » 19 = 95][v = 5] 5 decimetros ciibicos.
e) [5 - = 15][e = 3] 3
Ejercicio 20
a) 8 b) 5 c) 15 d) 12
el x =7 f) m = g r = 20 h) p = 100
i) a =28 P} oz =4 kil b = 2 N a=1
m b= 2 n m= 2
Problema.
a) 433 b) 318
X 21 X 35
483 1590
966 954
1014
s 11130
c) 397 d) 315
X 34 X 4
1588 315
1181 1260
13438 12915
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4. Propiedades basicas de la multiplicacion

El area de un rectéangulo que mide m unidades de base y n unidades de altura, se
puede calcular asi:

m X

n,oasi: n X m

Ejercicio 21

a) 30 40 b) 60 56
X 40 X 30 X 56 X B0
1200 1200 3 360 3360

c) 600 400
X 400 X 600
240 000 240000

Ejercicio 22

28 X 780 = 21840

9150 X 55 = 503250

9 X 5318 = 47862
202 X 1617 = 326634
915 X 34 = 31110

Ejercicio 23 .

a) 4 b) 74 cl n d x =8

el a = 12 f) n= 4 gl z = 35

Ejercicio 24

al] 4 X 8 b) 7 X 2 d) si e) bea

gl aea

Ejercicio 25

al 9 X 40 b) 32 X 6 c) 7 X 54

d] 50 X 20 e)] 24 X 8 il r x 14

gl 5 e .8 h) m X b i) nt X ¢

Ejercicio 26

a) v =[18 X 4) X 5 = 60 X 5 = 300

v=15><_(4><5)=15><20=300
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b) v = 50 X (100 X 20) = 50 X 200 = 10000
v = (50 X 10) X 20 = 500 X 20 = 10.000
c) v = 100 (15 30) = 100 X 450 = 45000
v. = (100 = 15) &« 30 = 1500 X 30 = 45000
Ejercicio 27
ase(bec) (g e h)ec
a) 3e(2s 5 = 3«10 = 30 (3=2)e5 =46 5 = 30
b) 2°(89 3) = 2 e¢24 = 48 (29 8)e 3 =16 3 = 48
c) 1¢[(322) =16 =8 (123)e2 =39 2 =8
d) 8e(0°10) =80 =0 (8 0)e10 =0+ 10 = 0
€] 9« 1) = 9«1 =8 Be1)e 1 =9 1 =9
Ejercicio 28
(7 X 40) X 80 (30 X 52) X 10
(500 X 4) X 6 1800 X (3 X 10)
30 X (52 X 10) 500 X (4 X B)
(1800 X 3) X 10 7 X (40 X 80)
Ejercicio 29
al 9 b) 4 c] m =
dl x = 10 e)] r=25 fl m =38
Ejercicio 30
a) (a=b)ec b) (m e n) 2 p
¢l a-=(ben) dj (fen)et
e) a o (b= m) f) (Fem) P
Ejercicio 31
al 320 b) 600 c) 720 d) 5000
e) 1000 f) 3000 g) 4000 h) O
i) 420
Ejercicio 32
a) 400 b) 60 c) 50 d] 80
e) 0 fl 1000 g) 1




Ejercicio 33

a) 192 b] 60 c) 600 d) 180
e) 1000 f) 324 gl 300 h) O
i) 64 i1

Ejercicio 34

a) 8 by 3* c) p d) 7

e) m fl g) 6° h) s&*

il x* j) a"°

Ejercicio 35

a)
c)
e)

g)

5e5e505
10 = 10 = 10 « 10 = 10 = 10
memem
kekeokokeokokoeolk

b) 88888
d) bebuepoep
fl ze2

h) 1000 « 1000

Ejercicio 36

a) 125 bl 18 c) 100 dl 50

e) 2000 f) 150 g) 20 h) 53

i) 40 i} B5 k) 32 ) 9g
Ejercicio 37

a) (5 + 2)° b) (4 + 3)° gl (gl F 22
d (m + 1)¢ el (m + n)? f} (3 =+ 5)*
Ejercicio 38

a) (a + 5 (a+ 5)

b) (a + b) (a + b)

e)] m+n) m-+n (m+ n

d (r+s) r+s8 (r+s) (r+s)

e) 2+ 1) (2+48 (2+1)

f) (a+ b)) (a+b) (8+b [(a+ b

gl x +yl x+ y) x + y)

h) (2x + y) (@2x + y)

i) x +a (x +a (x+ a (x+ a (x + a
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Ejercicio 39

a) 36 m b) 100 y* c) 42 ¢

d) 8 nm? e) 10 # f) 5 p

gl 120 x* h) 6 ab i) 36 mn

il 30 xy k) 3 xy ) 5ab

Ejercicio 40

a= 1, b =0

Ejercicio 41

a) 48 b) 6 c) 0 d) 1400 e] 10 m

Ejercicio 42

a) 22 b) 46 c) 28 d) 30000 e] m+ 9

Ejercicio 43

al 59 b) 50 c) 81 d 8 m

e) 17 f) 120 gl 7n h) 13

i) 6 + a k] a

Ejercicio 44

a) Procedimiento usado por Elias: 2 X (3 + 1) = 2¢4 = B8
Procedimiento usado por Pedro: 2 »3 + 21 =6 + 2 = 8

b) Procedimiento usado por Elias: 1 (4 + 2) = 16 = 6
Procedimiento usado por Pedro: 4 =1 + 2¢1 =4 + 2 = 6

c¢) Procedimiento usado por Elias: 8 (2 + 1) = 83 = 24
Procedimiento usado por Pedro: 8 2 + 81 = 16 + B8 = 24

d) Procedimiento usado por Elias: 5 (3 + 3) = 56 = 30
Procedimiento usado por Pedro: 5 ¢ 3 + 53 = 15 + 15 = 30

e) Procedimiento usado por Elias: 300 (100 + 500) = 300 ¢ 600 = 180000
Procedimiento usado por Pedro: 300 « 100 + 300 ° 500 = 30000 -+ 150000

= 180000

f] Procedimiento usado por Elias: a (4 + 9) = a 13 = 133
Procedimiento usado por Pedro: a « 4 + a9 = 4a + 9a = 13a

Ejercicio 45

a) a(b+c¢)=5X(@8+ 12 =5 X 20 = 100
ab + ac = 5 X 8 + 5 X 12 = 40 + 60 = 100
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b) ab +¢c)=7(9 + 4) = 7«13 = 91
ab +ac =799 + 74 =83 + 28 = 9

¢) alb+ ¢ = 8(10 + 1)

= 8 ¢ 11 = B8
ab + ac = B e 10 + 8 1 =

80 + 8 = 88

d ab + ¢c) =43[4 + 1) = 435 = 215

ab + ac = 430 4 + 430 1 = 172 + 43 = 215
e) alb+¢c)=207 + 1) =218 = 36

ab + ac = 217 + 24 = 34 + 2 = 35

Ejercicio 46

a]5[8+2]=5><8.+5><2=40+1-0=50
b]9(4+7]=9'4+9-7=36+63=99
c) 12[48+36)=12°48+12-36=57ﬁ+432=1008
d]m[5+2]=m-.5+m°2=5m+2m'—"?m
e)] a8 +4) =298 + a4 =83 + 43 = 122
f) p(5+4q) =pe5+peg=5p + pg

g) x(n + 1) = xen + xe1 = xn + x

h) pla+ b) =pea+ pep

i) rim+ n =rm + rm

iV g & + b)) = ga* + gb

k) n’fa + b) = nla + n%

D (5 + 9) b = 55 + 9op
m) (7 + 13y = Ty + 13y
n) (@8 + 5) ¢ = ac+ 5¢
o) B8+ t)p =8 + tp
p) (p+ qdr = pr+ gr

Ejercicio 47

a) 528 + 56 =5(8 + 6)

b) 5t + 7t = (5 + 7) ¢

c) 5'10+5'15=5[1U+15]

d) ?-9+?-4=7[9+4]

e) '4'6+4'1?=4[6+17J

f) 12'15+12'28=12[15+28]

a) 19'14+23'14—‘=14[19+23}

h) 5ex + 59 =5 (x + g

il a8 + as 17 = 2(8 + 17)

j]b'5+b--12=b[6+12]
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ki et + 1t = (8 + 1)t

) 14p + 7p = p (14 + 7)

m) 7a + a = a7 + 1)

n) 4(a + b)) +8( + b =1(a+ b)(B+ 4

Ejercicio 48

a) 5(2+8+6) =52+ 508+ 56

b) 3(6 + 4 + 5) = 36 + 34 + 35

) 10(9 + 5+ 1) = 10+ 9 + 10e 5 + 101

dl 712 + 11 +3) = 712 + Tedl + 73

e) 100 (10 + 1 + 8) = 10010 + 1001 + 100« 8

f)] (10 + 9 + 2)10 = 102 10 + 910 + 2+ 10

gl (8 + 4+ 7 6= 8e 6+ 406+ Teb

h) (7+2+ 1) 9= T7Te 9+2e¢9+ 19

il (10 + 54+ 3111 =10«11 + 511 + 3 11

) 8(3+ 2+ 5+ 4 =8s3 +8+2 + 865 + 824

Kl 50+ 4+3+2+1) =59+ 54 + 503+ 522+ 50
) (©+10+3+6+9)10=910+1010+ 310+ 610+ 910
m alb+c+d+e+f =ab +a t+ ad + ae + af

Ejercicio 49

En cada inciso se debe obtener el resultado que se indica, con los dos procedi-
mientos.

a) 80 b) 45 c) 150 d) 182 "
e) 1900 f) 210 g) 114 h) 90

i) 198 N 112 k) 264 1) 95

m) 370 n) 210

Ejercicio 50

a]7ﬂ8+7m5+'}'93-’—‘?[8+5+3]
b}Ba10+8'7+8-9.=8[10+7+9]
¢) na + nb +nf =nfa+b+1f
dl xp + xy + xz=x[p+y+ 2
e]8-3+8o2+8-5-=8[3'+2+ 5]
f) 57 + 59 + 510 = 5 (7 + ¢ + 10]
gl ax+'ay+a-z=a{x+y+z-]
h) xm + xn + xp = x(m + n + p)
iV mr+ms + mt=mbr+s+ 1
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Ejercicio 51

a) 5¢3 + 586 =5 (3 + 6)

b) 67 + 629 + 612 =6(7 + 9 + 12)
c) 8+5 + 8= 12 = 8 (5 + 12)

d 94 + 97 + 81 = 94 + 7+ 1)
e]3-7+2-7+5-?=7(3+2+5]
f) 312 + 812 = 12 (3 + 8§)

g) 512 + 127+ 10«12 = 12 (5 + 7 + 10)
h) 912 + 915 = 9 [12 + 15)

i) meS -+ meB8 + me3 =m(@G + 8+ 3)
) a=2 +a*3 + ae8=3(2 + 3 + 8)

k] 3m + 2m + 5m = (3 + 2 + 5] m

) 7x + 2x + 5x = (7 + 2 + 5) x

m) 3r +2r + 7r +5r=(3+ 2+ 7+ 5)r
nl mn+ mp+ mg+nmr=mih+p+qg+0n

Ejercicic 52

En cada inciso el resultado dehe ser, en ambos casos, el siguiente:

a) 45 b) 168 c) 136 d) 108
e)] 70 f) 132 g) 264 h) 243
i) 16 m jj 13 a k) 10m 1) t4x
m) 17r n) min +p+ g+ 1

Ejercicio 53

a) 3+ 2b + 11b=(3 + 2+ 11) b = 16b
b) 14a + 12a = (14 + 12) a = 26a
c) 2m + Tm + 3m + 2m = (12 + 7+ 3+ 2) m = 24m
d]?a+83+93+5_a+a='[7+8+9+5+1]a=3ﬂ3
e) b+ 2b+b=({14+2+1b =4b
fl 3p+2p+ 5p=0B+ 2+ 5 p = 10p
9) 75¢ + 2r + 18r = (75 + 2 + 18) r = 95¢
h) 40g + 12¢ + 15¢ + 16 = (40 + 12 + 15 + 18) = 83¢
iy 537 + 38 =[5 + 3) a¥ = 84°
j) 2ab + 3ab + 5ab = (2 + 3 + 5) ab = 10ab
Kl xy + xy = (t + 1) xy = 2xy
N mn + mn + man = (1 + 1 + 1) man = 3mn
m) pg + pg = (1 + 1) pg = 2pq
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n 3n + 6m + 4m = (3 + 6 +4) m = 13m

Q) 62° + 38" + 7 = (6 + 3 + T7) & = 16a°
p) X ¥ ko = 1 F 1 A) xR = 3P

Ejercicio 54

al (a +21(b+ 8 =@+ 2 b+ (2a+2)8=ab+ 20+ 8a + 16
b) (c + 9)(d +4) =(c +9d+ (c+ad=cd+ 9 + 4c + 36
c) 5+ad+1)=((B+ab+(5+al=5b+a+5+a

d) x+ 10y +7=I(Kx+100y+ (x +107 =xy + 10y + 7x + 70
e)] z+1NE2+w=z+1)2+z+1)w=2z+ 2+ wz + w
)l (p+ 3@+ 4 =1(p+3qg+(p+3)4=pg+ 3 + 4p + 12
g 6 +r)(s+2)=06+r)s+ B +r)2==6s+rs + 12 + 2r
h) d+Hp+120=d+Ap+(d+H12=dp + fp + 12d + 12f
i) (a+4)(a +5)=(@+ 4a+ (a+ 4)5=aa+ 4a + ba + 20

=g + 9 + 20
D iy + 7NNy +4=ly+ 7Ny +(y +74=yy+ 7 + 4y + 28

y: + 11y + 28

zz7+ 92 + z + 9

z2 + 10z + 8§

yy +y + 4y + 4

y* + 5y + 4

xx + ax + bx + ab

¥ + (a8 + b) x + ab

n (p+4((p+10) = (p +4)p + (p+ 410 =pp + 4p + 10p + 40

=p' + 14p + 40

t +3r+ @t +3)3 =t + 3+ + 3t + 9

=£ + 6t + 9

= ga + 52 + 5a + 25
= a + 10a + 25

q) in+ Y +y)=m+y)In+ (n+tyly =monn+ yn+ ny+ yy
=n + 2ny + y

xx + 8% + 9x + 81

x + 18x + 81

s) g+ 7=+ TNlg+7N=(q@+7qg+Ilg+7N7T= |
g + 7g + 7g + 49 = ¢ + 14q + 49
(z +8z+ (z+ 8)8=
zz + Bz + 8z + 64 = z
Wy +9=(+9 G +9=(+9y+(y+ 929
yy + 8y + 8y + 81 =

vl x+ yP=x+y)x+ y) = x +ylx+(x +yly
= xx +yx + xy +yy = ¥ + 2xy + ¥

il

Kl z+ 9@+ 1)=@z+9z+(z+9:1

(|l

Il
i

D y+ Ny +4=+1)y+(y+14

Il

m) (x + afx +hb=kx+alx + (x +alb

i

o) (t + 3)(t + 3)

p) (@ + 5)(a+ 5 =(a+5a+ (@+5)5

Il

1) (x +9 x+9)=(x+9 x+ (x+ 99

t) (z + 8Y= (z + 8) (z + 8)

{0

y> + 18y + 81
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IV. Sustraccion de numeros naturales

2. Problemas

al El drea de la regién verde es de 104 unidades cuadradas.
225 — 121 = 104

b) AB mide 25 metros, CD mide 55 metros. Por lo tanto su diferencia es de 30
metros.

c) El area de la regién verde es de 279 metros cuadrados.
d) El volumen de la figura roja es de 96 metros ctbicos.
120 — 24 = 96
e) El tornillo pesa 285 gramos.
f) La Edad Media duré 977 aios, la Edad Moderna 336 afios.
La Edad Media duré 641 afios mas que la Edad Moderna.
g) Produce 52 222 bombillas.
h) En 1968 los suizos que no eran catdlicos. eran 5839 569.
i) Al principio habia 66 pollos.
j) Necesita reducir 12 kill'ogra'mc;s.
k) Vivié 71 anos.
1

35 m

a0 m

m) Hay 689 millones de ddlares de diferencia.

n) En 89 toneladas.

o) Latemperatura superficial de Rigel es de 12 300 grades centigrados.
p) Es 3306 metros mas alto.

q} Es menor en 3538 kilémetros.
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r] La Era Primaria durd 380 millones de afnos. La Era Secundaria 150 millones de
anos. La Era Primaria duré 230 millones de afios mas que la Era Secundaria.

2
ricana.

La Unidn Soviética, en 1970, tenia 36 256 000 habitantes mas que la Unién Ame-

t) Marte esta 16100 000 kilometros mas lejos de la Tierra que Venus,

u) El cuerpo A pesa 25 kilogramos.
v)

ferencia es de 10 kilogramos,

La primera estatua pesa 265 kilogramos; la segunda pesa 255 kilogramos. La di-

3. La sustraccion y las ecuaciones

Ejercicio 2

849 + 437 = 1286
3501 + 1236 = 4 827
X + 137 = 242

x = 105
3027 + z =
7759

i) B092 + n =
2 881

No hay solucién.

a)
c)
e)
g) 10 786
7 =
10973
fo=

k)

b)
d)

f)

h)

)

385 + 0 = 385

3697 + 2735 = 6432
m + 735 = 6092

m ‘= &§357

3097 + r = 78938

r = 4839

385 + p = 60901

p = 60516

No hay solucién.

Ejercicio 3

a) 2728 Deben tacharse las sustracciones b), ¢) yd)
— 1345 porque estan mal.
1383
2 B
e) 6392 f) 27439
— 3796 — 9852
2596 17587
6392 27439
Ejercicio 4
a) 2753 b) 47578
— 1471 — 397889
1282 T7T889
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c) 37085 d) 30080

— 10 193 — 209857

26892 9123

Ejercicio 5
a] m—n = 25 D) m—n =1 €] 1 —n =239
dl m—n = 702 el m—n=10 fl m—n=0
g m—n =12 h) m —n = 85 i) m—n =10
) m—n =0 k] No hay solucién. [) No hay solucion.
Ejercicio 6
al] 12 — 4 = 8§ b) 40 — 10 = 30 c) 20 — 10 = 10
d 8— 4 =4 e] 12—7 =75 fl 10 — 0 = 10
gl x = 19 h) m = 20 i) y= 20
] n=15 k)l p = 30 N r = 100
m) t = 50 n) m=20 o] v = 1
pll 2z = 125 g f=0 r) No hay solucién.
Ejercicio 7
a) 1 b) 2 c) 1 d 0
e) 3 fl 4 gl 4 h) 7
ij & j) 16 k) 5 1) 4

4. Las expresiones (a + b) — by (a — b) + b

Ejercicio 8

3] (7 =+ 13) — A2 = {0 — 2 =17

b) (19— 5) +5 =14 + 5 = 19

¢ 23+ 99 —9=32—9 =23

d) (57 + 18) — 18 = 75 — 18 = 57

e) (67 — 26) + 26 = 41 + 26 = 67

f) (43 — 29) + 29 = 14 + 29 = 43
Ejercicio 9

a] 23 b) 46 c) 4728 d p
e) g f] x gl a hl 14

il 16 N x



V. Ecuaciones

1. Resolucién de ecuaciones

Ejercicio 1

al No es b) Si es ¢) No es
e) No es f) No es g) Sies
i] No es jl Si es

d] Si es
h) No es

Ejercicio 2

a) x + 39 = 66

27 si es solucion, porgue 27 + 39 si es igual a 66.

b) y— 10 = 15

27 no es solucién, porque 27 — 10 no es igual a 15,

c] 475 + g = 500

27 no es solucién, porgue 475 + 27 no es igual a 500.

d) 69 = 96 — r

27 si es solucion, porque 69 si es igual a 96 — 27.

e)] 298 = 271 + ¢

27 si es solucion, porque 298 si es igual a 271 + 27,

Ejercicio 3

a] (x + 35) + 30 = 226 + 30
Comprobacion. (191 + 35) + 30 = 226 +

b) (267 + y) + 68 = 498 + 68
Comprobacion. (267 + 231) + 68

c)] [p— 47) + 47 = 32 + 47
Comprobacion. (79 — 47) + 47 = 32 + 47

Il

498 -+

30

68

Ejercicio 4

a) (@ + 425) — 186 = 693 — 186

Comprobacion. (268 + 425) — 186 = 693 — 186

b) (x + 75) — 50 = 98 — 50
Comprobacién. (23 + 75) — 50 =98 — 50
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Ejercicio 5§

a) Restando 65 a ambos miembros,
b) Sumando 43 a los dos miembros.
¢) Restando 174 a ambos miembros.
d) Restando 345 a ambos miembros.
e) Sumando 57 a los dos miembros.
f) Sumando 84 a los dos miembros.
g) Restando 258 a los dos miembros.
h) -Sumando 65 a los dos miembros.
i) Sumando m a los dos miembros.
j] Restando r a los dos miembros.

Ejercicio 6

a) (x + 49) — 49 = 276 — 49 b) [a + 285) — 235 = 247 — 235
x = 227 a =12
c) (b + 68) — 68 = 72 — 68 d) (y -+ 257) — 257 = 259 — 257
5 = 4 y = 2
el (z + 39) — 33 = 126 — 39 f) (p t+ 364) — 364 = 407 — 364
z = 87 P = 43
g) (r + 89) — 89 = 123 — 89 h) (t + 377) — 377 = 386 — 377
r = 34 t =19
i) (s + 429) — 429 = 698 — 429 j) (w + 2386) — 2386 = 3689 — 2386
s = 269 w = 1303
k) (@ —19) + 19 = 36 + 19 1) (z — 38) + 38 = 7 -+ 38
a = 55 ' Z = 45
m) [h —75) + 75 = 89 + 75 n) (k — 276} + 276 = 17 + 276
h = 164 k = 293
o) [x — 56) + 56 = 27 + 56 p) 476 + 6 = [y —B) + 6
X: =183 y = 482
ql 278 + 193 = (y — 193) + 193 r) 261 + 789 = (b — 789) + 789
y = 41 b = 1050
s) 526 + 349 = (p — 349) + 349 t) 670 + 2386 = (r — 2386) + 2386
p' = 1875 r = 3056

2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

Ejercicio 7

a) Resclucion. x + 86 = 392
[x + 86) — 86 = 392 — 86
x = 306
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Comprobacion,

306 + 86 si es igual a 392

Respuesta. El namero buscado es 306
b) Resolucion. y + 389 = 476
[y -+ 389) — 388 = 476 — 389
y = 87
Comprobacion. 87 + 389 si es igual a 476
Respuesta. El namero buscado es 87
c) Resolucion. m — 52 = 524
(m — 52) + 52 = 524 + 52
m = 576
Comprobacion. 576 — 52 si es igual a 524
Respuesta El nimero buscado es 576
d) Resolucién. r— 75 = 86
(F — 75) + 75 = 86 + 75
r = 61
Comprobacién. 161 — 75 si es igual a 86
Respuesta. El nimero buscado es 161
e¢) Resolucion. a -+ 8756 = 3642
(a + 875) — 875 = 3642 — 875
a = 2767
Comprobacion. 2767 + B75 si es igual a 3642
Respuesta. El nimero buscado es 2 767
f) Resolucidn. p — 496 = 675
(p — 496) + 496 = 675 + 496
p = 1171
Comprobacién. 1171 — 496 si es igual a 675
Respuesta. El numero buscado es 1 171.
Ejercicio 8
a) Ecuacion. x + 215 = 448
Solucion. x = 233
Respuesta. El tinaco contiene 233 litros ahora.
b) Ecuacion. x+ 18 = 86
Solucién, x = 67
Respuesta. La barra roja mide 67 metros.
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e)

d)

e}

f)

g)

h)

i

k)

Ecuacion.
Solucion,

Respuesta.

Ecuacian.

Solucion.

Respuesta.

Ecuacidn.

Solucion.

Respuesta.

Ecuacion.

Solucisén.

Respuesta,

Ecuacion.
Solucion.

Respuesta.

Ecuacion.
Solucion.

Respuesta.

Ecuacion.
Solucion.

Respuesta.

Ecuacion,
Solucion

Respuesta.

Ecuacion.
Solucian.

Respuesta.

Ecuacion.

Solucion.

Respuesta.

th— 8 = 15
t== 28

La temperatura ese mediodia fue de 23 grados.

m 4 39 = 92
m = 53
El cuerpo azul pesa 53 kilogramos.

p — 5 =56
p = 71
El peso inicial era de 71 kilogramos.

x — 85 = 450
X = 535

Se habrian cosechado 535 toneladas de maiz.

f + 83 = 143
j = 80
Juan pesa 80 kilogramos.

x + 285 = 790
x = 505
La barra contiene 505 gramos de aluminio.

x —35 =178
x = 113
El peso del cuerpo era 113 kilogramos.

x 4+ 8664 = 9440
x = 776

México produjo 776 toneladas de mercurio.

c — 210 = 460
c = 670
La capacidad del tinaco es de 670 litros.

x + 91871 = 862 760
X = 770789
El drea de Espana es de 770 789 km?
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m) Ecuacion. X — 385 = 2183
Solucion. x = 2568
Respuesta. Su sueldo mensual es de § 2 568.

Vl. Division de nGmeros naturales

1. Uso de la divisién

Problema 2
5 <« manzanas para cada hijo.

ndmero. de hijos — 6 } 35 <« pumero de manzanas.
5 <« manzanas gue sobran.

Respuesta. A cada hijo le tocan 5 manzanas y sobran 5 manzanas.

Problema 3

Respuesta. Se pueden formar 5 subconjuntos ajenos y sobran 0 elementos.

Problema 4 —
63 <« sueldo diario

dias de una quincena — 15 ] 945 <« sueldo quincenal
45
0 < dinero que sobra

Respuesta. Diariamente gana 63 pesos.

2. Problemas

a) e
7 R T Y
= 3
A abAAAL)M
il baas 7|23
VA AL danal / ;
S — e 2

Respuesta. Se forman 3 subconjuntos ajenos 'y sobran 2 elementos.

—  —fae . _ -
(RasEaria | _
Nt emae !

Respuesta. Se forman 7 subconjuntos ajenos y sobran 0 elementos.
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c) Hay 9 cajas completas y sobran 3 refrescos.

d) En 15 dias y un poco més, ya que el dltimo dia sélo le quedaréan por leer 25
paginas.

e] Hay 82 magueyes.

f] 7 boletos.
g) 2 gramos.
h) 45 kilometros.

i) Pesa 39 kilogramos.
i) Gira 50 revoluciones en un segundo.

k) El engrane B gira 10 vueltas.

Il 27 dolares.
m) A cuatro minutos.
n) En 12 horas.

o) El ancho mide 12 metros.

3. Relaciones entre las partes de la division

Ejercicio 1

a)l Esta bien efectuada b) Esta mal efectuada
c) Esta mal efectuada d) Esta mal efectuada
e) Esta bien efectuada f) Esta bien efectuada
Ejercicio 2
: 23 . 83
a ) :
52 |1 196 49 I 4.067
156 147
0 0
] 58 236
¢ d)
64 | 3712 24 [ 5 664
512 86
0 144
0
Ejercicio 3
a) m=n= 32 b) m in = 34
¢c) m+ n = 485 d) m=+n=21
el m = n = 65 fl m = n= 89
gl m = n = 33
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Ejercicio 4

a) 300 =5 =16 Bl 32 = 8= 4
c) 56 + 8 =7 dl 120 = 10 = 12
e)] x = 100 fl m = B0
gl p = 150 h) y = 12
il t=0 Dom=1
ki v =5 ) z =25
m) u = 1 n} No hay solucién.
Ejercicio 5
143. 402
a) b)
18 | 2578 99 |_39856
77 256
58 58
4
834 1716
c) d)
27 | 22 518 46 | 78 962
91 328
108 76
0 302
26

4. Las expresiones (a - b) =—- b y(a =+ b) * b

Ejercicio 6

a) (23 X 4) - 4 = 92 = 4 = 23

b) (18 X 5) =+ 5 90 = 5 = 18

g) (34 X 2) = 2 =68 - 2 = 34

dl (46 X 7) = 7 322 + 7 = 46

e] (8 X 13) = 15 = 135 = 15 = O
f) (16 X 10) = 10 = 160 =+ 10 = 16
gl (32 X 3) -3 =96+ 3 = 32

h) (56 X 11) = 11 = 616 + 11 = 56
Ejercicio 7

a) (46 = 23) 23 = 2923 = 46

b) (18 = 3)=e3 = g3 = 18

C) (54 + 9) =9 =6 g = 54
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d)] (63 % T)s 7 =19 ¢ 7 = 53
e)] (24 + 8) «8 =388 = 24

f) (45 + 15) « 15
gl (100 + 25) = 25
h) (475 = 9) « 5

i) (230 <= 10) = 10

= 3¢ 15 = 45
= 4 e 25 = 100
= 085 ¢ 5 = 475

= 23 ¢ 10 = 230

) (60 = 4) e 4 =15 4 = §0

Ejercicio 8

a) 23 b) 42 ¢) 8525
d) x e) b f t

gl y h) p i) r
VIi. Ecuaciones

1. Resolucion de ecuacicnes

Ejercicio 1

a) 12 no es solucién porque 16 « 12

b) 20 si es solucién porque 42 e

c) 45 si es solucion porque 15 e

d) 10 si es solucién porque 18 =

e} 48 si es solucién porgue 48 =

2
4
1

0

5

0
6

f) 320 si es solucién porque 320 + 20

g) 60 si es solucién porque 180 + 60

h) 693 si es solucion porque 633 =+ 21

no es igual a 208
= 840

= 675

= 180

= 8

16

= 3

33

Ejercicio 2

al (x = 15) « 10 = 300 « 10
(20 « 15) « 10 = 300 » 10
b)] (m e 18) = 6 = 450 + 6
Comprobacion: (25 « 18) + 6 = 450 + 6
c) (me45) + 9 = 800 <+ §
Comprobacion: (20 » 45) = 9 = 900 + 9

Comprobacion:

d)] (re23) 5 =

414 ¢ 5

Comprobacion: (18 ® 23) « 5 = 414 ¢ 5

e) (x e 100) = 10
Comprobacicn:

= 10000 = 10
(100 « 100) = 10

10000 =+ 10
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0 (g + 18 =8 =12 = 3§
Comprobacion: (216 + 18) = 3 12 = 3
g) (b = 10) = 10 = 380 « 10
Comprobacion; (3800 = 10) 10 380 ¢ 10
Ejercicio 3
a) Multiplicar por § b) Dividir por 30
¢) Multiplicar por 18 d) Dividir por 27
¢) Dividir por 36 f) Multiplicar por 15
g) Multiplicar por 43 h) Dividir por 85
i) Dividir por 16
Ejercicio 4
a) n + 18 = 16 b) m « 9 = 135
[n+18].18=15'18 (me9) = 9= 135 = 8§
n = 270 m = 15
c) c +— 82 = 13 d) d =+ 101 = 1212
(¢ = 82) « 82 = 13 = 82 (d = 101) ¢ 101 = 1212 = 101
¢ = 1066 d = 122 412
e) e « 85 = 3400 fl f =56 = B840
{e » 85] = 85 = 3400 + 85 (f « 56) + 56 = B840 + 56
e = 40 f = 15
gl 30 « x = 360 h) 25m = 350
(30 « x) = 30 = 360 + 30 (25:m) = 25 = 350 + 25
x = 12 m = 14
i) 17r = 289 i) s+ 36 = 612
(17r) — 17 = 289 = 17 (s = 38) » 36 = 612 36
r = 17 s = 22032
k) g = 28 = 364 ) 56 ¢ h = 1792
['g+28]-28=364 s 28 (56 « h) ~ 56 = 1792 = 56
g = 10192 h = 32
m) 83 e p = 83 i) 72 =0
{83-p]+83=83+83 {72*;’3‘-"7-_2:0*1-72
o) k + 78 = 156 p) e = 100 = 100
(k = 78) =78 = 156 « 78 (e + 100) « 100 = 100 = 100
k = 12168 e = 10000
q) m + 49 = 931 r) 270 n = 5400
(m = 49) e 49 = 931 = 49 (270 n) + 270 = 5400 = 270
m = 45619 n = 20
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s) 730p = 18250 t) q + 120 = 300
(780 p) = 730 = 18250 =+ 730 lg +— 120) = 120 = 300 « 120
p = 25 g = 36000

2. Resolucién de

problemas por medio de ecuaciones

Problemas

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Ecuacion.

Solucion,

Respuesta.

Ecuacion.

Solucion.

Respuesta.

Ecuacion.

Saolucion.

Respuesta.

Ecuacion.

Solucién.

Respuesta,

Ecuacion.

Solucién.

Respuesta.

Ecuacidn.
Solucion.

Respuesta.

X o 85 =
x:

2880
34

Ese numero es 34.

345
26 910
El nimero buscado es 26 910.

X = 78 =

x =

16 x = 368
X = 23

El nimero es 23.

345

3105

es 3 105.

¥ = 9=
X:

El nimero

12x = 216
x = 18
El nimero es 18.

n = 42 = 21
n = 882

El ndmero es 882.

Ejercicio 5

a)

b)

Ecuacion.
Solucién.

Respuesta.

Ecuacion.
Solucidn.

Respuesta,

5x =70
x = 14
Raul pesa 14 kilogramos.

x = 8 =13
104
El segmento AB mide 104 metros.

X =
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d)

e)

f)

g)

h)

Ecuacion. x » 28 = 476

Solucion. x = 17

Respuesta. La altura del rectéangulo es de 17 m.
Ecuacion. 4o x = 76

Solucion. x = 19

Respuesta. El objeto mide 19 milimetros

Ecuacion: g = 12 =18

Solucion. p = 216

Respuesta. El cuerpo M pesa 216 kilogramos.
Ecuacion. X = 11 = 38

Solucion. J x = 363

Respuesta, Hacen el servicio militar 363 conscriptos.
Ecuacion. 12 o« x = 432

Solucion. x = 36

Respuesta. 432 pulgadas son 36 pies.

Ecuacion. Tex = 112

Solucion. x. = 16

Respuesta. La rueda mayor tiene que girar 16 vueltas.
Ecuacion. m = 80 = 360

Solucidn, m = 28800

Respuésta. La granja produjo 28 800 huevos.

(Aqui también pudo usted usar la ecuacién m 360 = 80)
Ecuacion. 7x = 532

Solueian. x = 76

Respuesta. El cometa se observa cada 76 anos.
Ecuacion. x = 5 '= 3650

Salucion. x = 18250

Respuesta. La herencia era de 18 250 pesos.
Ecuacion. 164 » x = 246000

Solucion. x = 1500

Respuesta. El area del D. F. es de 1500 kilometros cuadrados.
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m)

Ecuacion. =

Solucion. t

6 500
13 000

Respuesta. La tierra tiene un didmetro de 13000 kilémetros.

es 3s — 385

Ecuacion. 3s — 385

4115

n) Ecuacion. 8o x = 96
Solucion. X = 12
Respuesta, El triangulo tiene un area de 12 cm.
0) Ecuacion, a+ 6 =13
Solucién, a = 78
Respuesta. Su peso en la Tierra es de 78 kilogramos.
Ejercicio 6
a x = 15 b) m = 8 c) n = 17 d) 15
e) t =10 fl p = 21 gl g = 0 ) i
i] ¢ = 100 ipod =12 k] 'No tiene solucion,.
I) No tiene solucion.
Problemas
a) Ecuacion. 3n + 25 = 115
Solucién. n = 30
Respuesta. El numero es 30,
b) El quintuplo de ese nimero, menos 37, es 5m — 37
Ecuacion. 5m — 37 = 68
Solucién. m = 21
Respuesta. El nimero es 21,
¢) Ecuacion. 85 — 728. = 1907
Solucion, r = 31
Respuesta. El nimero es 31.
d) Ecuacién. 8x + 583 = 895
Solucién. x = 39
Respuesta, El nimero es 39.
e) Llamemos s a su sueldo anterior. Entonces el triple de s, disminuido en 385,
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Solucion. s = 1500
Respuesta. El sueldo anterior era de $1500.

f) Sea f la edad de Fernando. Entonces, el quintuplo de f méas 93 es 5f + 93.
Ecuacion, 5f + 93 = 163
Solucion. fi = A
Respuesta. Fernando tiene 14 afios de edad.

g) Base. x
Altura. 8
Area de la figura completa. 8 x
Area de la figura incompleta. 284
Ecuacion. 8x — 36 = 284
Solucign. x = 40

Respuesta. La base mide 40 metros.

h) Sea x la altura del volean de Colima. Entonces el doble de esa altura, mds
418, es 2 x + 418

Ecuacion. 2x + 418 = 8848
4215

Respuesta, La altura del volcan de Colima es de 4215 m.

Solucion. X

i) Si [lamamos r al 4rea de Costa Rica, el cuadruplo de esa drea més 16 674 es
4r + 16674
Ecuacion. 4¢ + 16674 = 186 926

42 563

Respuesta. El area de Costa Rica es de 42 563 km®,

Solucion. r

i) Ecuacion. 4m + 36 = 124
Solugién. m = 22

Respuesta. Cada cuerpo m pesa 22 kilogramos.

k) Como el perimetro de una ffgura es igual a la suma de sus lados, entonces el
perimetro de este tridngulo es x + x + 36

16
Solucion. x = 40

Ecuacion. 2x + 36

Respuesta, Los lados iguales miden 40 m ¢ada uno.

I} El perimetro de este rectangulo es de x + x + 20 + 20
Ecuacion. 2x + 40 = 110
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m)

n)

o)

p)

q)

Solucion. x = 35
Respuesta. Cada lado mide 35 metros.

- El perimetro del rectangulo, expresade como la suma de sus lados, es

¥ 1R o 15 ek =y 3 30
Ecuacion. 4x + 30 = 70
Solucion. x = 10

Respuesta. Dos lados miden 10 m, los otros dos 25 m.

Si llamamos n al ndmero ‘de kilémetros que recorrié en una hora, los gque
recorrio en 5 horas son 5n. Estos, disminuidos en 25, son 300,

Ecuacidn. 5n — 25 = 300
Solucion. n = 65
Respuesta. Recorric 65 kilémetros en cada hora.

Si el nimero menor es y, el que le sigue es y + 1 y la suma de los dos nu-
meros se expresa como.y + y + 1.

Ecuacidn, 2y + 1 = 25
Solugién. y = 12

Respuesta. Un nimero es 12, el otro es 13.

Edad de Pedro. X

Edad de Juan. x + 1

Suma de las dos edades: x + x + 1 = 2x + 1
Ecuacion. 2x + 1 = 37

Solucién. x = 18

Respuesta. Pedro tiene 18 afos, Juan tiene 19 anos.

Edad de Miguel. X

Edad de Margarita. 2x + 7

Suma de las edades de ambos. x + 2x + 7 = 3x + 7
Ecuacion. 3x + 7 =HN

Solucion. x = 8

Respuesta. Miguel tiene B anos, Margarita 23.
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1. Fracciones

+ Es posible que la idea de fraccién sea casi tan antigua gomo el hombre mismo. Asi
por ejemplo, cuando a un primitivo cazador se le rompie su lanza, como se muestra
en el dibujo,

quizé empezara ya a pensar en una mitad o un medio.
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Mas tarde, cuando empezé a medir,

tal vez recurrié a la idea de fraccién para lograr una mayor precision en su medida.
Asi, en lugar de hablar de 7 codos u 8 codos, pudo hablar de 7 codos y medio.

Desde entonces hasta nuestros dias, el hombre ha tenido que hacer uso fre-
cuente de las fracciones.

Usted ha manejado fracciones desde la escuela primaria y seguramente recuer-
da que una fraccion es un simbolo como el siguiente:

3<«—numerador

4<— denominador

Usted sabe, ademds, que se pueden usar las fracciones para describir algunas
situaciones. Observe los siguientes ejemplos.

al b)

| ————
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c) d)




)

i)




o) p)
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)

y)

255



Ejercicio 1. Comoa en los ejemplos anteriores, escriba la fta'cciﬁn que describe
cada situacion.

a) ; b)

c) d)

&) f)
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h)

gl







Ejercicio 2. Relacione las ilustraciones que corresponden a la misma fraccion,
escribiendo las letras de la izquierda en los paréntesis de la derecha.

a)

0

b)

M’ ] —
i 1

0 1

c)

d)
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2. Fracciones y numeros racionales

Existio una vez en un reino lefano un visir que era muy trabajador, pero muy ambi-
cinso.

En cierta ocasion el rey quiso recompensar el trabajo de su wsw y. a la vez, po-
ner en evidencia su ambicion. Le dio a escoger entre

9 6 3 2 15 18 30 21 _60
5" 10° '5° 20 25' 30° 50° 35 Y Ti00

de una barra de oro.
Como era de .esperarse, el ambicioso visir escogi6 1%% de la barra, creyendo que

asi se llevaba una porcién mayor, El rey sontio maliciosamente.
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Veamos el por qué de la sonrisa maliciosa. Observe usted las siguientes ilustra-
ciones.

—
ml‘D
ale

12 3
20 5
15 30
25 50
g 21
30 35

80

100
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Como puede usted observar, todas las fracciones que el rey propania representan
la misma parte de la barra de oro. En cases como éste, en que varias fracciones re-
presentan una misma porcion de algo, se dice que todas esas fracciones expresan
un mismo ndmero.

A los nimeros que se pueden representar con fracciones se les llama niimeros
racionales.

En conclusidon, el visir puso en evidencia no sélo su ambicién, sino también su
falta de' conocimientos sobre las fracciones y los ndmeros racionales.

Dadas dos o mas fraccnones es util poder decir si representan o no un mismo
numero racional. Esto podria hacerse como en e| cuento del visir, por medio del
dibujo. Por ejemplo, resuelva usted los ejercicios siguientes.

Ejercicio 3. Observe los siguientes rectangulos.

a) Coloree en cada figura la fraccién que se indica, tal como se hace con %
I

£
9
4 8
6 12
e 12
5 18
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b) Comparando las regiones coloreadas, encierre en un circulo las fracciones

que representan el mismo ntimero racional gue wg-

Ejercicio 4. Observe los siguientes segmentos.

_ _ (e = o 3
a) Coloree en cada segmento la fraccion que se indica tal como se hace con e

O 1
3 i I 1 I ]
= b | i 1 |
. (®] 1
8 | | [ I 1 | P | 1 1 1 I 1
5 | | | | j t i | i i i i |
|
0 1
2 | | | | | |
5 | r ! i 1 i
@] 1
ol | 1 | | | | I | |
3 | | T i j | T [ |
0 1
o | | | | | | |
5 | | | | | i |
O 1
12 e g gt Ay | g Lo e ) 0 ST Tl T I T -
5 it ot ot 1 = o TR [P e ) e g |

b) Comparando los segmentos coloreados encierre en un circulo las fracciones
que representan el mismo namero racional que %.
Cuando se conocen diversas fracciones que representan un mismo nimero racio-

nal, se puede usar cualquiera de ellas para denominar a ese nimero. Por ejem-
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plo, en el ejercicio anterior podriamos hablar del numero racional = o del racio-
5 :

nal 3 o del nimero —g— etc. y en todos los casos estariamos hablando del mismo

nimero. Por ello, escribimos

Ademéas del dibujo, contamos con otro recurso para ver cuando diversas frac-
ciones nombran un mismo ntimero racional. Tal recurso, que usted ha empleado en la
escuela primaria, consiste en expresar las fracciones en notacidn decimal. (Recuer-
de que para hacer esto se divide el numerador entre el denominador.]Por ejemplo,

. 6 B (5]
9 6 l 12 :
1—5 15 IQ.U 10 10 1 6.0 20 20 | 12.3
0 0
8 B 6
15 I ; 3 30 l
25 25 15.3 T 5 | '3.(; E_ 50 30.3
B B B
18 21 i 60 -
30 30 I 18.2 35 35 21_.3 W 100 50_.:;

Las fracciones mostradas representan un mismo nimero racional ya que, en to-
dos los casos, abtenemos el mismo decimal, Asi pues,

I T R U e (o P e Ty

stofm S g el o el B et B 3 et e SRt e £ P e

15 10 20 25 5 50 30 35 100

8
30' 20° 00" 10'

12 6 30 5
0' 20' 30 ' 4

=
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De estas fracciones, las que representan el mismo nimero racional que —;— son

las que representan al mismo ndmero que

la fraccion 1? son y las que representan al

. 3
numero —— son
10

De lo expresado en paginas anteriores, conviene que recuerde usted lo siguiente:
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3. Los numeros racionales y los niimeros naturales

El método de division que acabamos de estudiar para reconocer las fracciones que
nombran un mismo niimero racional, puede emplearse también para encontrar una
relacién que existe entre los nimeros naturales y los racionales. Observe con cui-

dado lo siguiente: ©

7 - 9 5

77 [ 7 —f— 1] o = e[

0 0 0

3 2 28

S [ 3 2 4] 2 SEEY i | 28

1 0 i 0 E 0

{ 75 83

L = i — |1[ e

0 = 0 0

Aqui se observa que la fraccién i, representa al nimero natural 7, la fraccién

1
% representa al natural 9, la fraccion 11—5 representa al ndmero 15, etc. Es decir,
= S - 15 _
1 7 3 9! ] 15, etc
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El ndmero 7 se puede representar con la fraccidn {— pero también se puede

representar, con otras fracciones como, por ejemplo,

7 7 7
14 21 28 :
== 2114 — 3 | 21 - 4 ! 28
2 0 . 3 0 4 0
35 ! 49 ! 42 !
— 5|35 — 7 | 43 | — B | 42
5 0 7 0 6. 0
El ndmero 7 se puede representar con muchas fracciones como %. 5‘% 238 3—55—
etc. Es decir, ;
14 21 28 35
= — rde— -, T = == —
5 = 7 7 etc

Andlogamente, todo nimero natural se puede representar con muchas fracciones.

Ejercicio 6. Trace rayas para unir cada nGmero natural ‘con las fracciones que
lo representan.

5 10 1 2 6 3
20 20 18 10 3 1 18 6 30 3
4 2 18 1 3] 1 3 3 5 1

En particular se observa que el nimero natural 1 sé puede expresar con la fraceidn

i. o la fraccién E, 0 la fraccion 1, ete. Es decir,
1 18 3
1 1
1 = — 1=E, 1=E-, 1=E.etc.
1 18 3 2
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En general,

Ejercicio 7. De los siguientes nimeros racionales tache los que son nidmeros
naturales. [(Divida numerador entre denominador.)

2 B A1 5 2 4 o 43
3' 4' 5' 12" 2' 3’ 19' 15
4 4% 42 15 5 20 4 O
1° il 3 15' 15’ 4° 5' 2

Esta relacién entre el conjunto de los ndmeros naturales vy

el conjunta de los
numeros racionales se puede ilustrar con el siguiente diagrama.
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ya que

0 0 0 0
s[o . 7[0o . s[o . 1o
el nimero cero puede representarse con fracciones como
0

5
En virtud de eso aceptamos que

= ete.

' Ll o I .. . ...da
Observacion. Si quisiéramos interpretar como fracciones las expresiones o ¥y

. . 1 . | . ! )
(donde a es un nimero natural), nos encontrariamos, al tratar de expresarlas en

notacién decimal, con que

ofa

(no puede efectuarse)

0 I 0
(tiene muchos resultados
y no se usa)

Por ello se conviene en que
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4. Fracciones gue representan un mismo nimero

Segin hemos visto, hay muchas fracciones distintas que representan un mismo ni-
mero racional y para distinguirlas podemos representarlas graficamente, o bien, po-
demos expresarlas en notacién decimal. Sin embargo, la representacion grafica es
a veces imposible y obtener su expresién decimal resulta en ocasiones muy tardado,

Existe un procedimiento que nos permite determinar méas rapidamente si dos o
mas fracciones nombran un mismo ndmero o nombran nimeros diferentes. JEn qué
consiste tal procedimiento?

Para conocerlo, primero observemos |os ejemplos siguientes:

Ejemplo. El nimero racional —; puede ser representado con muchas fracciones

Algunas de ellas son

i 2
2 4
. o : - .| 2 d
Si tomamos dos cualesquiera de estas fracciones por ejemplo o y W observa-
mos gue

2 3
5

Si consideramos las fracciones % y Tﬁ notamos que

Si tomamos otras dos, por ejemplo —;— y % vemos también que
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1

Si tomamos dos cualesquiera de estas fracciones, por ejemplo Yog observa-

mos que

o=

i

no es jgual a

sl=

Si consideramos las fracciones -%— y %-notanﬁos gue

| no es igual a

Si tomamos otras dos, por ejemplo —E— y 1 vemos también que

2

no es igual a

17

Ejemplo. El nimero racional -E— puede ser expresado con muchas fracciones. En-

tre ellas podemos menciongr, por ejemplo, a

o

2
5 10

8
15

Si tomamos ahora una pareja cualquiera de estas fracciones, notamos que

|

<l

4.
T ]

(83 ]

2 6
L=

120 = 120
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Ejemplo. Las fracciones —;— —g—'y —g representan nimeros racionales distintos.

bl
2

>|en

T
8

8i tomamos dos cualesquieras de estas fracciones, notamos que

=
2 6
6

no es igual a 10

1 7 S
2><§ -no es igual a
B’ )

5 i - N
'6-><~:8 no es igual

40 no es igual a 42

Lo que observamos en estos ejemplos nos ilustra lo siguiente:




Ejemplo.
6. 8

= S X 15 = 10 X 9.
a) 0 = porgue 6 9
b) %0 5 porgue 30 5 50 3.

Para indicar que dos fracciones no denotan el mismo nimero se usa el signos=
que se lee "no es igual a". Asi tenemos que

c) —';—-;é—g- porque 4 X 9 =£ 5 X 8
d) %:}é% porque 3 X 854 4 X 5.

Ejercicio 8. Escriba en cada el signo = o el signo £ para indicar que
las fracciones denotan €l mismo nimero o no, Vea los incisos resueltos.

i

a) | 12

porgue 18 »

b) porgue 12 o

—— porque 20 e

porgue 12 ¢ 100 | -

porque 15 ¢ 4

f) porque. 7 = 12 = 35

porque 5 e 7 6 = 60.
porque T e g &l 21,
. porque 12 « 15 » 28,




porque 10 o 27 150 ¢ 18.

porgue 20 o 20 25 =« 25,
porque 16 ¢ 25 20 « 20,
porque 3 e 5a 5e 3a.
porque 2 & 3x 3 & 2x,
porque 2r e 7r e 2.

porgue ab s ¢

porque m ° an n'e am.

porque ab e X




Veamos ahora como, dada una fraceion

a : : e ML T
—, podemos encontrar otras fracciones que

o ) , o a : -
representen el mismo numero racional que i Observe cuidadosamente |as siguien-

tes jlustraciones,

Jeo

N

—— -]




. o —

En las ilustraciones anteriores se puede observar una propiedad muy imporfante
de las fracciones, que seguramente usted recuerda:

En simbolos.

Si a, b, n son nimeros naturales, entonces

o
d
se cumple que 2., d = b« ¢, podemos comprobar la propiedad que hemos ilustrado:

: B A B
Si recordamos que dos fragciones Z— y denotan el mismo ndmero cuanda

%;% porgue 2 X 6 = 3 X 4 %=% pRrgUe: il Afa: = dixi3
BN i A O = T e A S+ =2 porque 1 X 10 = 2X 5
T porgque . 2 10 PO [

En general, las fracciones bi y j—ﬂ representan el mismo nimero porque al mul-
Iis

tiplicar ae be n obtenemos el mismo resultado que al multiplicar bsas n (Esto se
ve facilmente, pues en ambas miultiplicaciones aparecen los' mismos factores a, b
yn.) Es decir,
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Ejercicio 9. Aplicando la propiedad estudiada, ercuentre en cada Inciso una frac-
cion gue denote el mismo ntmero racional que la fraccion que se da.

3
5 4
7 15
c — = d e
) 12 : 16

Ejercicio 10. Compruebe, en cada inciso del ejercicio anterior, que las dos frac-
ciones representan €l mismo numero racional.

Ejercicio 11. En cada inciso diga por qué nimero se multiplicaron el numerador
y el denominador de la primera fraccion para obtener la segunda.

1 8

a] — = —— Se multiplicé por
2 16 B P

LA 27

b) — = —— Se multiplico por —
7 63
8 24 _ e

¢} — = —— Se multiplico por —
10 30
g 1 .

d] —= )-8 Se multiplicé por ——
12 24
7 an -

g) — = Se multiplicé por —
4 Tn
3

f —= Ll Se multiplicé por
8 8 x ;
i 7a

g) — = —— Se multiplicé por —
g 9a

h) LI Se multiplicé por —
b by

i) 2 Sl o) S iltiplico
— = ————— Se multiplico por —
8 8lath RAERSE
X X 8 i€ .

jj] — = ——— Se multiplicé por ——
y y-a-¢
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6 6 a a’
K] — = Se multiplica por
9 Qe g ' R
X awmX ook et L
S | —
4] = F s Se multiplicé por
X 2
m) — = Se multiplice por
3 3x
7 7 ez TR :
n) — = = 8e multiplice por ___
a a
b b e L
— = —— Se multiplico por —
0) = Fo p P

En virtud de gue

a dell

; ben

Cuando en algin problema tengamos la expresidn-i'fq podremos sustituirla por
n

la expresion 2-, y viceversa.

b

Ejemplo.
s 4 Rex _ x

FEK 4 ey oy
B) Selrkyd - 6 o) Beb _ b

Te 7 nea n

ash _ a §(a—b) _ a-—b
c) —F == f _ =

ne h n B (x + 8) ¥+ 8
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Ejercicio 12. Complete usted las siguientes igualdades, tal como se hace en a)
y en k). Las letras representan numeros naturales.

5’# — 8 By oSed —.
A 5F 6 Pl s
c) _8'5 = d) T4 _
1385 g 4
2596  _ o 45 _
¢l 6e13 i 25
8 18
—_— =T ——— h e
g} 2e3 ] BebH
A __._1&' =, 8
Hieee: = T
ax - 4 s _
K 7% 7 s
3 = = 16y _
m] '—n _ I'I] —13}(
. ax far T
o e P oag =
be Xt
b oe T T il gt —
7 ant’  _
8l 8x* 4 bm?
i 2ab - ) 3ma _
5ab 8ma
] alx+y _ g alxty)
W+ y) N
Ji (a+b) x+yl _ 2 e
P et d xty) ' Tax
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Adicion de nimeros racionales




1. La adicion de niimeros racionales
Un oficinista decide mejorar su condicién fisica. En su programa de mejoramiento
fisico incluye correr —‘2? de kilémetro en las mananas y % de kilometro en las

tardes. ;Qué distancia corre diariamente?

0 1 distancia
- i f ! 1 recorrida en
las mananas
_ 1 distancia
i — { {1 recorrida en
las tardes

1 distancia
| } | | recorrida
diariamente.

i,
Y7 7
El oficinista recorrera diariamente % de kilsmetro.
3

Si el programa incluyera correr de kilémetro en las mafnanas v —?i- de kiléme-

4
tro en las tardes, jqué distancia recorreria diariamente el oficinista?

o 1 recorrido en
i_ ) | : | las mafianas
o] 1 recorrido en
1 —1 } | las tardes
? ; 11 recorrido
i | - i

[ | ] [ ] E 1' diario.

3 3 6

el e S

4 4 4

El oficinista recorreria entonces o de kilometro.
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Ejercicio 1. Efectie usted las siguientes adiciones. (Observe las ilustraciones).

a)

b)

c)

d)

e)

f)

gl

h)

)]

Lo que observamos en el ejercicio anterior, ocurre en general:

N

4:=.|n:a

oo|.m

o~

9
10

+

-+

o|w TIES oofes e W]~ aifro

“*-i’(ﬂ

3
2

8
10

| | | l— 1 |
] | 1 I 1 1
0 1 2 3 4
l ;

1 I | | |

0 1

I | | | | il |

1 1 1 ] I I

0 1 2 3

| | | 1
0

| } —t— |

0

f | i |
0 1

| —t |

(o} : 1

- s

a 5

L | I | 1i

I i 1 ] |

0 1

- — e

Q 1
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Ejemplo.

4 a b
odm <0 R
8l 5 5
b}l+ '9]24-&_
15 i m
o 24 Xy 2
9 y oy

Ejercicio 2. Efectue la adicion de nimeros racionales que se indica en cada in-
ciso.

3 3 5 5 8 8

9 9 11 11 X

7 4 n n 10 10
B b 5 | 15 b b
nEdeX=_— " @ 24X i s e e

a a ¥ ¥ b b

Ejercicio 3. Resuelva usted las ecuaciones.(Las letras representan numeros ra-
cionales.)

Solucién Comprobacion
! 3 6 9
a) 3 TR = i X = — N =
4 & 4 4 4
5 g = b =
%! 3
c) n + i = .E n =
L 5 B
dl a + 2= 13 a =
' 7 7
e) E 2= X = E X =
13 y 13
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16 o o B
) 24 y =10
) 17 3 17

Como' puede usted notar, es muy facil sumar dos nimeros racionales cuando €s-
tan expresados con fracciones de igual denominador. Sin embargo, en la mayoria
de los problemas que se nos presentan hay que sumar numeros racionales deno-
‘tados con fracciones de diferente denominador. ;Qué haria usted entonces para
caleular la suma? Analicemos el siguiente problema.

Problema. En una fiesta infantil habia dos pasteles de igual tamano y forma. Se

iz i 31 vy Mo o . 9 S
consumio s de uno y % del otro. ;Cuénto pastel se consumio en esa fiesta?

Para contestar a esto se necesita sumar (A -+ = Esto seria muy facil si nues-

tras fracciones tuvieran el mismo denominador.
Puesto que un ndmero racional puede denotarse con diversas fracciones, pode-

-1

3
mos buscar otras fracciones que representen a los nimeros — y —, y que tengan
un mismo denominador,

llustremos la situacidn:
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Multiplicando por 2 el numerador y el denominador de la fraccicon e abtenemos

2

la fraccion T que tiene el mismo denominador gue la otra fraccién TR

Para efectuar la adicién, sustituimas la fraccién — por la fraccién = 'y asi tene-
mos que “

143 2 . 8
2 4 4 4

Respuesta. En esa fiesta se consumieron 2 de pastel.

Para sumar dos nimeros racionales- denotados con fracciones de distinto denomi-
nador se sustituyen tales fracciones por otras dos que tengan un mismo denomina-
dor y que representen a los mismos nimeros que deseamos sumar.

Ejercicio 4. Efectie las siguientes adiciones como se hace en a) y b).

8
4 |
10 10 10
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Ejercicio 5.

b)

c)

Ll

f)

h)

Resuelva las siguientes ecuaciones,

+ L
9

+
s)o

88

10

18
14

76
36

Solucién
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Problema. Al construir cierta carretera, los obreros avanzaron —— kilometro un

2

dia y —g— de kilometro al dia siguiente. ;Cuantos kilémetros de carretera se constru-

yeron en esos dos dias?

0] 1 km )
I | | Lo que se construyd
| ! I el primer dia:
0 1 km _
| | | | Lo que se construyo
| i | I el segundo dia.
0 1 km

| = | i

I 1 i } Tatal,

Resolucion. Para resolver este probl_en’ia tenemas gue sumar —12- + %—

Come estas fracciones no tienen el mismo denominador, buscamos otras que si

lo tengan y que denoten los mismos nameros racionales % ¥ %
Aqui al multiplicar por un niimero natural el numerador y el denominador de |a

i

fraccidn 5 o encontramos ninguna fraccién con denominador 3. Por otra parte,
tampoco la fraccion % puede sustituirse por otra fraceion gque tenga el denomina-

dor 2. En consecuencia, hay que buscar fracciones con algin denominador comiin

que no sea 2 ni 3.

Si multiplicames por 2,3, 4, 5, etc., €| numerador y el denominador de las frac-

ciones % y %— tendremos gue
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Entre estas fracciones podemos escoger algunas que sustituyan a l2 y a_g_ y
que tengan un denominador comun.

8 9 15

Ahora podemos efectuar la adicion en varias formas:

1 B =T

e Ll
2 3 II ﬁ-l

il

i 2 . 29

b 2 = 20

Cualquiera de estas sumas representa al mismo numero racional. {Compruébelo.)
Esto es. aunque hay muchas maneras de efectuar una adicién de nimeros racio-
nales, el resultade es un namero racional lUnico.

Por lo tanto, la respuesta al problema es:

Respuesta, En esos dos dias se construyeron % de kilometro, o bien, li de

4
kilometro, o bien, ;1"’-;« de: kilgimatro: de |ls cattatera:

Cualquiera de estas respuestas es la correcta.
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P :
Ejercicio 6. Complete las siguientes tablas, elija parejas de fracciones que ten-
gan el mismo denominador y efectle las adiciones.

a) Multiplicando el numerador y el denominador por

5 6 7 8

— +
3
3 4

Compruebe que la suma es el mismo numero racional en los dos casos.

b) Multiplicando el numerador, y el denominador por

Compruebe que la suma es el mismo nlimero racional en los tres casos.
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c) Multiplicando el numerador 'y el denominador por

3y 5 I
4 §
_§_+i= +
4 6
4 6

Compruebe que la suma es el mismo numero racional en los tres casos.

d) Multiplique el numerador y el denominador de las fracciones % y ? por

7 10 14

4 9
5 7
4 g
— e =
5 T

Compruebe que la suma es el mismo numero racional en los dos casos,

291



Multiplique el numerador

@) Multipligue el numerador

v el de

ominador de

A y el depominador de — _
por el denominador de - por el denominador de 2

f)  Multiplique el numeradot Multiplique el numerador

y &l denominador de % 4

y ¢l denominador de 3
por el denominador de% por el denominador de 6

@) Multipliqgue el numerador

|

ique el numerador
il y el denominador de '?4“ fenemintdorde %_
por el denominador de % por el denominador de %




h)  Multipligue el numerador Multiplique ‘el numerador

el denominador d_e_:_g_ v &) deriomirador e %
por el denominador de 1% por el denominador de %

En los Gltimos incisos del ejercicio. anterior puede usted observar que el deno-
minador comin de las fracciones que sustituyen a las que no tienen denominador
comun, se obtiene multiplicando los denominadores de éstas. Esto nos sugiere un
procedimiento comodo para encontrar fracciones, con igual denominader, que sus-
tituyan a otras fracciones de dlferenteg denominadores

Ejemple, Consideremos las fracciones

« By T
5 72
El denominador coman de las fraccicnes que han de sustituir a % y a % sera
5o 20 8aa 10.
B = o
5 5
Camo el denominador de la fraccion = se ha multiplicade por 2
3 _

también debemos multiplicar por 2 el numerador, para que las fracciones denoten
el mismo numero racional.

=5
0

—

‘Asi hemos hallado la fraceion % para sustituir g la fraccion —%—
~Como el denominador de la fraceion -, se ha multiplicado por 5,
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T =
2

también su numerador debe multiplicarse por 5, para que las fracciones represen-
ten al mismo ndmero

Asi hallamos la fraccion % para sustituir a la fraccion -5—

Si ahora nos piden que efectuemos la adicion de los ndmeros racionales % Y 5o

podemos hacerlo facilmente.

Ejemplo. Para efectuar la adicion de los nimeros % y —%—.podemos proceder en

la forma siguiente:

Buscamos un denominador comin multiplicando los denominadores 4 y 3.

S ="
4

después buscamos los numeradores.

5 _ 15
s \

S e

o T

Finalmente hacemos la sustitucién y sumamos.
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Ejercicio 7. Efectie las siguientes adiciones.

-a];g—+;—- t—-= b]-§—+71-= =
) L+ L=t = O
o 2+ 3= 4 - fl2+2 -+ =
g}%--!—%- = h 3+ ==
i]%‘*‘%—- + = ]]%+%= 4 =
kl}_—;+%— = 1}%+%— ——
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2. Propiedades de la adicion de nimetos racionales

Al estudiar ta adicién de numeros haturales, en el capitulo anterior, vimos que
esta operacion tiene algunas propiedades basicas. A continuacion vamos a estu-
diar las propiedades basicas de la adicion de nimeros racionales.’

Propiedad conmutativa,

Segiin sabemos, @ + b = b + a cuando a y b son nUmeros naturales, Exactamen-
te ocutre lo mismo cuando a y & representan numeros racionales,

Eiemplo,

. W = % = %._entonees.

4 4

i} 4
bl Si a > y b 3 entonces
a4+ b = l = -1_ — .:_3_ -+ 3 =

2 3 G 6

3 2 6 B
Ejemplo.

‘38 Ji 10 i 3 10
2 g 5 5 5 5 5
' b b b b b b
s v ey et Tt
a  a a a a g
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En términos generales, podemos enunciar |a propiedad conmutativa de la adicion
de racionales en la siguiente forma:

Ejercicio 8. Indique cuales son las expresiones gue dan un mismo resultado, es-
cribiendo en cada paréntesis la letra correspondiente.

a]%+%

( 1L 4 o
b)%+55—

[ ]x+%
c‘]n+% .

( I+ + :
d]%+x

(Yt
e]_—g-l-x

i s
f] z+%

( dx+2
g) r+s
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Ejercicio 9. Resuelva las ecuaciones, aplicando la propiedad conmutativa.

8-]'%+x=ai+_43_ o=
b L+ y=2+1 =
Cl%+n=5+—§5 PR
' d x + & =25+ 3 x =
e}a+-g—’=%+% 1
f]b+68=68+;— p =

Propiedad asociativa.

Si a, by ¢ son nimeros naturales, la expresion a+b+c puede interpretarse co-

- mo (at+b)+tec o como a+(b+e) y en ambas formas tendremos el mismo resultado

porque la adicion de naturales es asociativa. La adicién de racionales también es aso-
ciativa. Por eso, si r, 8§ y ¢ son numeros racionales,

Esta propiedad nos permite efectuar adiciones con mas de dos sumandos, por ejem-

plo asi:
3 3 3
o bien, asi:
i -+ i =t i = = 1—1
3 3 3 3
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Ejercicio 10. Efectie usted las siguientes adiciones en su cuaderno. Observe los
incisos resueltos.

R R
S TR 5+;g+x = [
0 L+ 4+ 32 = d g+ +F = o L+ 342 -
f1%+_g.+l§_= g]%+-—;—+—8—= h]%+%+}_§=
|)§%+§5+2§5,= J)%+§%_+§5§= k]]?%+;—§-+%=
R N R TT % S

Cuando se tienen que sumar mas de dos ndmeros racionales expresados con frac-

ciones de distinto denominador, lo que debemos hacer primero es sustituir esas frac-

ciones por otras gue tengan un denominador comin, y que denoten a los mismos nu-

meros racionales que deseamos sumar.

Esto puede hacerse con el procedimiento siguiente.

Ejemplo.
A ol gy
7 T3t 3

Hallamos el denominador comin multiplicando los denominadores 2, 3 y 4.

S o=l 7 A =
2 29308 4 3 3284 4 4e 2e 3

Como. el denominador de 1? se multiplica por 3 » 4, también a su numerador

debemos: multiplicarlo por 3 «4, para que la nueva fraccién denote al mismo ndmero

racional.
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Asi hallamos la fraccion % para sustituir a la fraccion I?

Como el depominador de % se multiplica por 2 « 4, tambien el numerador debe

multiplicarse por 2 s 4, para que la fraccion denote al mismo niumero racional.

Jo= e
g 3

Asi enconiramos la fraccion —2% para sustituir a la fraccion —;—

Con la fraccion -‘—1( ocurre algo semejante. Se multiplican por 2 « 3 su numerador

y su denominader, para obtener otra fraccion que denote el mismo nimero racional,

1 _ 1e2e3] _ &

4 4o[3, 3] 24

Asi se obtiene la fracecion 5% para sustituir a la fraccion %

1 6

Observe usted que el denominador de cada fraccion se multiplico por los denomi-
nadores de las otras fracciones.

Por lo tanto,

Ejemplo.

2e[4e5]| 1e[3e5] 4e[3ed] 40 . 15 4+ 12
3¢ 4a5]| 40[3e5] 5‘m 60 60 680

Entonces,

Ejercicio 11. Efectie en su cuaderno las siguientes adiciones.

s 3ried wieied wiedtd
o irir s @3rivs @eeied

g}%+?+% 2+ 4+ l]%+1—%+—1+0
I k) %+%+%+_}{ ) %+%+o+%
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El cero en la adicion.

Aprendimos antes que al sumar cero con un nimero natural cualquiera, el resul-
tado era ese mismo numero natural. En la adicion de nimeros racionales el cerc
se comporta de igual manera:

Ejemple.

| A 1= 0 1+0 |1
T || = i == e e

al 3 0 3 3 3 5

[Recuerde usted que el cero se puede representar con cualquier fraccion de la

forma % )

b) | + 0=+ +2 =210 2
.c}_0+%=%+%=0-§7=% |
d) D+%=%-+%—%—%

Ejercicio 12. Efectle las siguientes adiciones en su 'cuaderno. (Las letras repre-
sentan numeros naturales.)

a) 2 4+ 0 + 2 b Lo+ 0 +

o=
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1 3 6 . 3
0T Ty . Al e R
5 6 a X
el 0 + 3 + = B & g 0
n 0 b : 3 0 2
gl ‘5+T+—a h) A +-—.5 +——4 =H ()

Ejercicio 13. Indique usted qué propiedad se emplea en cada una de las siguien-
tes igualdades. (Las letras representan niimeros naturales))

b2 o R 2 i : -
a) 3 + 7 7 -+ 3 Propiedad conmutativa
4 b = b 4
) (5 * 5) T = +(5 5)
2 2
= <+ — A
d) 3 0 3
2 1) 1 2 1 1
] 0 y v
m _ m
g) Bk = o F B

2 1 2 1
= 4+ ) F = - L
n) (4 7) X X (4 ?)

N ESERE N
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1. El orden entre los nitmeros racionales

Usted ya sabe distinguir, entre dos numeros naturales, cudl es el mayor y cual es
el menor. Por ejemplo, usted sabe que 98 es mayor gque 53, que 1 es mayor que
0, gue 5 es menor que 10, que 185 es menor que 476, efc.

También podemos comparar dos ndmeros racionales para saber cual es el mayor
y cual es el menor. Observe usted la siguiente iustracién.

e} 1

0 i
i w—{
5

(o} 1
5_ %
= .

o i 1

La ilustraciéon nos sugiere que, por ejemplo,
el nimero racional % ‘es mayor gue el ndmero racional -;-;

33 )

el nimero racional = eés mayor que el ndmero racional 5

el nimero % €5 menor que —g—:

hi 4
— s meno — ; etc.
3 r que T ete

Para hacer comoda la escritura sustituiremos la frase “es mayor que” por el
simbolo >y la frase "es menor que” por el simbolo < . Asi, por ejemplo, la.ex-

presion % > —g— se leera: % es mayor que % y la expresion % o %se: leera:

% es menor que _g_ "
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Ejercicio 1 Observe la siguiente ilustracidn y luego ponga en cada
bolo > o el simbolo <, segin corresponda.

| el sim-

m) n)
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Lo anterior nos sugiere el siguiente criterio para comparar nimeros racionales ex:
presados con fracciones de ‘igual denominadot.

Por supuesto, podemos decir gue

Si los nimeros racionales que deseamos comparar se denotan con fracciones de
diferente denominador, bastara con sustituir éstas por otras que tengan denominador
comun y que representen a los mismos nimeros.

Ejemplo.

: 4
3,4

a) Comparemos los ndmeros 5 5

Sabemos que:

—

15

comao

coneluimos que
3 _ 4
5 S

b) Comparemos los racionales % a :T .
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como:

7 704 28"
A led4 _ 7
4 T 28
;
125 1 ‘
28 28
podemos afirmar que
35 1
i 4 _

Ejercicio 2.

a = - b) . I

d) % % e) % f)

g) h) ‘4—9 i) 1
i) 4 k) 3 §) 178
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2. Sustraccion de nimeros racionales

Ya desde la escuela primaria usted restaba nimeros racionales expresados con frac-
ciones.

La expresion

3

2
4 4

SiE
4

indica una sustraccién de numeros racionales y a los nimeros que aparecen en ella
se les nombra de la siguiente manera:

3 = 2 = i
4 T 7]
minuendo ‘sustraendo resta o
diferencla

“Efectuar una sustraccién'' consiste en encontrar la resta o diferencia cuando nos
dan el minuendo y el sustraendo.

La sustraccién de nimeros racionales se emplea, como la sustraccion de name-

ros naturales, para resolver problemas de "quitar” y de “comparar”. Por ejemplo,
. p ]

la sustraccion 3 -2 =

2 2 % podria servir en las siguientes situaciones:
[. Un pedazo de listén mide % de metro. Si se hacen distintivos y en ello se
2

utilizan 7 de metro, jcudnto mide el pedazo de liston que sobra?

Resolucidn,

Se tienen.  se gastan sobra

Respuesta. El pedazo que sobra mide

%- de metro.
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Il. Juan y Pedro; pintores de profesion, en dos postes de igual altura hicieron
unas marcas de color. La marca que Juan hizo esté a —%-’d.é la altura del poste; la
2

marca de Pedro estd a los T de la altura de su poste. ¢Cuél es la diferencia de

alturas entre las dos marcas?

Resolucién.

e il
R W

0
Respuesta. La diferencia de alturas entre

las marcas es igual a —J‘— de la altura de un

poste.

Para efectuar sustracciones como la que hemos mostrado, usted lo hacia en la si-
guiente forma:

Este procedimiento es aplicable para cualquier sustraccion de nimeros raciona-
les expresados con fracciones de igual denominador. Esto es,

Desde luego, para aplicar este procedimiento hace falta que a sea mayor o igual
que b. ) [

Ejemplo.
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5 B 5 5
c]_%—%:'f-iEQ:%
dl%-%=8;5=%
e]%_%=159—15=%=.0

Note usted que, en todos los ejemplos anteriores, al sumar la diferencia con el
sustraendo se obtiene el minuendo.

5 ) 3 = 2 2 g3 = 8
8 8 8 8 8 B
sustraendo ‘stistraendo
minuendo diferencia diferencia minuendo
e O T
5 ] 5 5 5 5
4.2 =2 2 42 -4
8 6 6 5] 6 B
8 8 B 8 B 8
15 _ 15 _ +15 =15
g " 0 T% T

Esto ocurre en general:

De aqui deducimos que en la sustraccion de numeros racionales, la diferencia es.
el namero que al sumarse con el sustraendo da el minuendo. Esta propiedad es anéa-
loga a la que estudiamos en la sustraccion de numeros naturales y, como hicimos

entonces, podemos usarla para comprobar si una sustraccion esta bien efectuada
0 no.

Por ejemplo, la sustraccién

esta bien efectuada porque
: 3 .y 4 = T
7 T2 T
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En cambio, la sustraccion

estda mal efectuada porque

4 3 ; 8
e A= D L
9 g no es igual a g

Ejercicio 3. En su cuaderno efectie cada sustraccion de nidmeros racionales vy
compruébela, como se hace en a) y en b).

aj —g--% | porque =—g-
b) 11—4 = % porque = :—g
noo-2 9 I - 2 h 2 - o
) - poBo- 1 @ 42 =5
n}’;———g— m) %—% n) %-%
o) 5~ R 9 7 - B

En algunas sustracciones dé nimeros racionales el minuendo y el sustraendo se

denotan con fracciones de 'diferente denominador. Por ejemplo, veamos el siguiente
prohlema.

‘Problema. Dos alpinistas escalan el Popocatépetl. Uno |lega a —53— de la altura de
ese volcan y otro alcanza —,‘;— de la altura. ;Cuanto le falta al que estd mas abajo

para alcanzar al otra?

Resolucién. Para resolver este problema podriamos plantearlo con |a expresion.

- 4 =
7

3
5
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Si los numeros racionales —g— y % estuvieran expresados con fracciones de
igual denominador. seria muy facil hallar la solucién del problema. Como ya tene-
mos un procedimiento cémodo para hallar fracciones con denominador comun gue

sustituyan a otras de denominador diferente, podemos aplicar aqui este procedi-

miento.

5 5 e 35
7 7 »i3 35
De manera que
B4 o 20 = 2 =20
5 7 35 35 35 35

Respuesta. Al que esta mas abajo le falta avanzar -%5 de la altura del “Popo"

para alcanzar al otro.

Para efectuar sustracciones de numeros racionales expresados con fracciones de
distinto denominador, podemos proceder como en el problema anterior.

Ejemplo. |

a] .i — 1_ — 5 ‘ﬁ — ".4 o 1 = .‘.Ié — _.4.. = J_T
4 3 4 o 4 e 3 12 12 12
3 7 3 o 3 e 7 21 21 21




c] ._6_—___=_6.!— ?8"4 =4_2—¥=E
8 7 SeW B8e7 56 56 56
g A i _20 .8 _1
9 5 45 45 45
o L5 o2y
8 ) 48 48 48

Ejercicio 4. Efectue en su cuaderno las siguientes sustracciones,

b 3-%- 0 4-%-
e}%—ﬁ0= f]%-—--g-:
a) %-—;~= h) ‘_3”__%=
) 3—-}1-= 0 5__;_2

dllmswz.ﬁ_l'uaa
|

J '”' = JE‘E‘ﬁ\\[H,[IIH]IIIﬂT’Hf ﬂumTl'm Iu‘J'l_fﬂfﬂl uﬂﬁum.nr.n.

) fe“’ﬂ" TT_ I—-__H "_ J r{ =i }—(




1) [ A R e = 00
3 12
| 5 3 9 1
0 == o ===o . S e
o 10 Pl 0 2
5 12
= == i = r e —— 1 =
al 5 ) -
10 8 2 b
R A 35
10 100 10 100
\ S - 8 . 68 _ 600 _
W) Jo0 ~ 7000 X} 300 1000
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1. Resolucion de ecuaciones

Ya hemos aprendido un procedimiento para resolver algunas ecuaciones con nuime-
ros naturales. Ahora vamos a resolver algunas ecuaciones con nimeros racionales
siguiendo un procedimiento semejante.

En la resolucion de ecuaciones con nimeros naturales aplicamos algunas propie-
dades para calcular la solucién en lugar 'de adivinarla. Al resolver ecuac:ones con
nlimeros racionales vamos a aplicar algunas propledades analogas.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion

2
b e
3
5

que tiene por solucion el nimero —

a) Sumemos el nimero — a los dos miembros de esta ecuacion:

-+

w|m (IS

4 7 4
3 3 3

Esta nueva ecuacién también tiene como solucidn al nimero —% porgue
3 3 3 3
b) Restemos el nimero 1? a los dos miembros de la ecuacion:

D 1 7 1
3 3 3 3

Esta nueva ecuacién también tiene como solucién al nimero “35'— porque:

ge.e = W=fT " i
3 3 3 3
S AR N =T ([CRREN &
3 3 3 3
B = 5
3 3
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Observe usted que en la ecuacién de este ejemplo las fracciones tienen el mis:
mo denominador. Si tuvieran denominadores distintos, de todos modos se podria
mostrar [a propiedad, pues lo Unico gue tendriamos que hacer es sustituir conve-
nientemente las fracciones.

Ejemplo. Consideremos la ecuacién.

1 =t L
R 3
cuya solucion es el ndmero % (Compruébelo.)

Sustituyamos las fracciones de esta ecuacién por otras que tengan un denomina-

dor comin y que denoten a los mismos nimeros racionales que -;— y %
Como
Ao tes i3
2 203 B
Y

podemos escribir nuestra ecuacién asi:

=
o

3 .
6

o

Ejercicio 1.

a) Sume el nimero _65_ a los dos miembros de la ecuacion anterior y comprue-

be que la solucién de la nueva ecuacién también es 5

b) Reste %-a. los dos miembros de la misma ecuacién y compruebe que la so-

i _ N . . = 0
lucion de la nueva ecuacién sigue siendo 5

Antes de entrar de lleno a la resolucion de ecuaciones con ndmeros racionales
recordemos que




En el proceso de resolucién de una ecuacion, las expresiones como x = l

3
y = —g yn = % se consideran ecuaciones. Asi, por ejemplo, la solucién de la
ecuacion x = —13— es % la solucion de la eguacion y = % es % y la solucion
de n = 2 g5 27
de 5 €5 3

Ejercicio 2. Todas las ecuaciones anotadas & continuacion tienen la misma solu-
cion. Encuéntrela.

5 T

4+ = = —

8 4

1 _ s
4 8
3 15

4+ = = =
ux 8
)

8

2 _ 5

a 572
_ 5 _ 1

X 3 5

Entre ntimeros racionales también existen las siguientes propiedades, que ya hemos
aplicado antes al resolver ecuaciongs con nlimeros naturales:

o (e _a_1_a_ 1
g 8 8 B 8 8
5 9\, 2 _ 8 2 5
R) (a _a) 5 6 6 6
3 ., 1 1 5 2 _ 3
] - - = = == —
2 (4 2) 5 4 4
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10 5 i) 10 10 10

Resolvamos ahora algunas ecuaciones con nimeros racionales.
Ejemplo. Dada la ecuacién

x-i-.i:lg
! 2

ik
para hallar su soluciéon buscaremos una ecuacién simple en la glue sea obvia tal

solucidn. Por ello, restaremos el nimero —3— a sus dos miembros. (Asi nos queda-

ré la x sola en el primer miembro. )

3 3 10 3
-+ = :
(x !] 2

Como [x + % = %} =x vy . podemas: escribir

Ya que todas estas ecuacionés tienen la misma solucion. concluimos que la ecua:

3 _10

cion x + 7 tiene la solucién x = —:':—

Ejemplo. Consideremos la ecuacion;

3 i
i ML = L
- TT
Para resolverla procedemos asi:
3 3 7 3
+ —] = 2= =12
b+ 5%" Gl
Puesto gue (x + 3-] - 2o X
5 5
y
I _3_7_8 _1
10 5 10 10 10

podemos escribir
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Ejemplo. La ecuacion

=g
puede resolverse asi:
vkt
TERS:
y

La solucién de la ecuacion y — % = -1§- es -g—

Ejercicio 3. En cada inciso diga usted como se puede obtener la ecuacién mas
simple que tenga la misma solucion que la ecuacion mostrada.

al] n + % = -g— Restando % a los dos miembros.
3 _ B 6 :
b) - X - Sumando = 2 los dos miembros.
3 =5
¢) a * 5 8

7 — _3...

f)

ola
Il

-
i

|
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ES

_ 4.4
h] =z g 7
= A
i T

Ejercicio 4. Resuelva en su cuaderno las siguientes ecuaciones. Compruebe sus
soluciones.

a]—%+n=% b)—;—+x2% cJ%=%+y
EREEE SR BE TRANNE SR
g 1= s Z h oy + 3 =2 e+ L=
J)4=%+x k]y—%:% |)1?=b—%
m)--‘f‘%=1 ")—:13—=y—2 0]c—%=1
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2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

-
Como ya hemos dicho, existen diferentes métodos para resolver problemas y cada
quien puede emplear el que sea de su agrado.

Los problemas que presentamos a continuacién son muy sencillos y usted podria
resolverlos en cualquier forma. Pero le' recomendamos que los resuelva haciendo uso
de ecuaciones para que se vaya familiarizando con este método.

Problemas. Trabaje usted en su cuaderno. Observe los incisos resueltos.

al. iCual es el ndmero/gue sumado con 32— nos: da Z—"’

Este problema nos sugiere la ecuacion

1 5
+ == 3 ==
G i 4

La solucidn de esta ecuacion sera la solucién del problema,

1 5

HoaE == =

2 4
1 e
X+ =574 " 3

Comprobamos la solucién de la ecuacion.

1 = s 5
+ — si es igual a =
2 @ 4

Respuesta. El numero que sumado con % da % es 3?

3

: - 1 g
. Si el namero menor es —, ;oual
5 2

h) La diferencia de dos nimeros es

es el mayor?

Resolucién. Sea m el nimero mayor. Entonces,

1 3
m — —— = e
2 5
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Comprobacion
H o o 8 ey NG
2 10 10 10 5
Respuesta. E| nimero mayor es 1716

: 1 , . £ o
c) Al sumar T a un:nimero se obtiene %. ¢Cual es ese nimero?.

d] Si a un nimero se le resta —é— el resultado es —45;-

.,Cuél es ese nimero?

e) Dos numeros sumados dan 1—2 Siuno de ellos es % ;cual es el otro?

fl A un nimero se le resta%y el resultado es 6. ;Cual es ese numero?

Ejercicio 5. De las ecudciones que se dan en cada inciso, elija la que se adapte
al problema, resuélvala y dé la respuesta tal como se hace en a).

al Un hortelano tiene—%—de su parcela sembrada de lechuga y desea sembrar

espinacas hasta ocupar en total-g—de dicha parcela, ;Qué parte debe sembrar de

espinacas’
1 3 - . 1
T, gl i
Ecuacion. % + x = % Solucion. x = %

Respuesta. Debe sembrar espinacas en %def--su parcela.
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b) Un tinaco contiene agua hasta -%—.de su capacidad. ;jCuénto le falta de agua

para contener dicho liquido hasta Ios%de su capacidad?

c¢) Los dos pedazos de pastel que se ilustran forman -g-d'e pastel. Si un pedazo

es % , ¢qué tamano tiene el otro?
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d)  ,Cuanto pesa el cuerpo iluminado de rojo en la siguiente balanza?

e) En un bote habia % litros de nieve. Si después de servir algunos vasos quedd

st’;lc'ui5 de litro, jcuanta nieve se sirvié de ese bote?
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f) En una escuela se realizan elecciones de mesa directiva y se presentan dos
planillas, la verde y la azul. Si ide todos los alumnos votan por la pfanilia verde y

se sabe que solo del alumnado voté, ;qué parte de los alumnos votd por la pla-

g) Una secretaria ocupa—de su jornada de trabajo en escribir a2 maquina y en

nilla azul?

X E e =

corregir algunas cartas. Si en escribir a maquina ocu‘pa-«z— de su jornada, jqué parte

de su jornada dedlca a la correccion de cartas?

326



Multiplicacion de niimeros rac

ionales

e

-

i

e ——




1. La multiplicacion de nimeros racionales

Ademas de efectuar adiciones y sustracciones de nimeros racionales expresados
con fracciones, usted ya sabe efectuar multiplicaciones con ellos. Para hacerlo us-
ted sigue un procedimiento como el que se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo.
3 57 4 3e¢4 _ 12
By & 587 35
factor factor ' producto

Ejercicio 1. Efectie las siguientes multiplicaciones en su cuaderno, como se hace
en a).

b g O e ilEss s 2T
alff=gr &3 8e3 24 e i SEa
: A e —
3 2 — ; 2 11
c) _—3 X 0 ij*’/ - d) =0 X == =
/_/.’:‘
-3 ' gy 3 30
e x L —_— —
& 0 10 D o0 * o0
g) 7000 X o = h) o X e
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B e g . I

D =g % 700 D 3
9 o 10 1 _
— N — = e —

k' —9 9 5 5

Ejercicio 2. Efectie las siguientes multiplicaciones de ndmeros racionales. Ob-
serve los incisos resueltos.

a]%><%=5:—’;’ by 3 x @ =
cl%""ﬁ‘: d]%x%=
e) L x 3 =} 2t
gl e 2 = h) L x M = |rm

n T t 5 5t
.]%.%: ;]%.%:
o= D= et =
m]'a¢—5f-= ?.Ef:_‘g—. n]m-%=
S v Eodrtle
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m m _ X o X =
P T "y -y
tl.= 8 ™ = |l & = 1| S
5]8'3_'1 ‘3z a Ho R m e
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2. Una interpretacion de la multiplicacién de racionales

A continuacién daremos una interpretacion de la multiplicacién de niimeros racio-
nales que nos serd util posteriormente para resolver algunos problemas. ‘Analice-
mos la siguiente situacion:

Un carpintero tiene una plancha de madera en forma rectangular y desea utili-
zar s6lo la mitad de esa madera en_ hacer una repisa y otras cosas. Si en la re-
pisa utiliza la tercera parte de esa mitad, jqué parte de la plancha completa se
va a usar en la repisa?

Antes de cortar la madera, el carpintero hace los siguientes trazos:

Primero divide su plancha en dos mitades.

mitad que va

a utllizar —_———

Luego divide en tres partes la mitad que quiere usar.

madera para
1a repiss ———
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Para saber qué parte de la plancha se usa en la construccién de la repisa podria-
mos prolongar los trazos del carpintero en la siguiente forma:

Asi vemos que en |la repisa se utiliza % de toda la plancha.

Para llegar a este mismo resultado se podria usar la multiplicacion

1 1 1
A g e il gL
3 2 6 °

Ahora bien, si interpretamos esta multiplicacion de acuerdo con la situacién an-
terior, podemos decir que al multiplicar

1 1
S

obtenemos

1 1
3 de o

Es decir; con la expresion —?—; de % indicamos la “tercera parte de una mitad”

de algo y esa “tercera parte de una mitad” se calcula multiplicando —13—~ por 4

? .
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llustremos ahora otras multiplicaciones de nGmeros racionales.

Ejemplo.

a)

" | e

7
Sl Al =
p 48 o esiy
1 1 1
— 1M Ei i
2 8

b)

9—_ =il = b e T e e S
3

A dx 2 2
7] de 3 es 1
s 2= 2
4 2 3 12

c)

e y s
2 g5 s 10
_g_ 3 de T

3 6 18
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Ejercicio 3. Tal como se hizo en el ejemplo anterior; ilustre en cada figura |a
multiplicacion gue se indica,

N =

3. z 3 9

o) TXT =%
- p—
2 1 2 = =

= e
d) 5 3 15 |- =

Ejercicio 4. Indique usted gqué multiplicacion sugiere cada ilustracion.
) b) o j
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Esta interpretacion de la multiplicacion de nimeros racionales es aplicable en la
resolucion de problemas como el siguiente:

Problema. El grupo A de una escuela organizo una excursion; pero sélo fueron
a esa excursion —g— del grupo. Si la mitad de los alumnos excursionistas se metie-

ron al rio, jqué parte del grupo A se metid al rio?

Resolucion.

La "mitad de los % " del grupo puede interpretarse como —12~ de —23— o sea,
1 w2 |2
g =3 6

Respuesta; Esa vez nadaron 2 del grupo A.

6

Problemas.

al Un alpinista asciende % de la altura de una montaia, un segundo alpinista
asciende % de lo gue ascendid el primero. ;Qué parte de la montana ascendio el

segundo alpinista?
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b) Hay un grupo de alumnos. % de los alumnos de ese grupo pesan mas de

3

55 kg. De éstos, - Pesan més de 57 kg. ;Qué parte del grupo pesa mas de 57 kg?

¢c) Un pie es%de yarda, y una pulgada es T%_de pie. ;Qué parte de una yarda

es una pulgada?

d) Un segundo es % de minuto, y un minuta es -61—0de hora. ;Qué parte de la hora

es un segundo?

e) El yeso tiene aproximadamente%de agua y el agua tie‘ne%ﬁde hidrogeno.

;0ué parte del yeso es hidrégeno?

f) La diaspora es un mineral que contiene-;—gde oxido de aluminio. Si el dxido

de aluminio contieneizde aluminio, jqué parte de la didspora es aluminio?

g] Una persona emplea en oir mﬂsica—g—del tiempo que emplea en sus distrac-

1

ciones, Si en distraerse ocupa 3

del dia, ;qué parte del dia emplea en oir musica?

h) Una persona Iee%de una novela en un dia. Si al otro dia Iee%—de lo que

leyo el primer dia, jqué parte de la novela leyé el segundo dia?

i) En la XX Olimpiada, Polonia bbtuvo%del total de medallas que obtuvo Ale-
mania Federal, Holanda obtuvo-ﬁ—de lo que sacé Polonia, g,"Oué parte del nimero de

medallas que obtuvo Alemania Federal, obtuvo Holanda?

La muitiplicacion de nlmeros racionales tiene muchas aplicaciones mas. Por ejem-
plo, también se usa para obtener areas de rectangulos.
z , £ = fo il
Problema. ;Cual es el area de un rectangulo que mlde—2~metro de base _y%de
metro de altura?

Resolucion. Sabemos que el area de un rectangulo se obtiene multiplicando su
base por su altura.

Entonces, debemos multiplicar

336



El drea de ese rectangulo es_%de metro cuadrado. Este resultado lo podemos
ilustrar de la siguiente manera.

M

-1m >

3
v

1
2 il

Problema. ;Cuél es el drea de un rectangulo que mide % de metro de base y %
de metro de altura?

Resolucicn. Para calcular el drea multiplicamos

3
4 5 20
Entonces, el drea de ese rectangulo es%de metro cuadrado. Y esto lo podemos

ilustrar de la siguiente manera;
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Ejercicio 5. Encuentre el area de cada rectdngulo y luego ildstrelo, como se hace

en a).

a)

b)

c)

d)

Mas adelante estudiaremos otras aplicaciones
racionales; pero antes veamos qué propiedades basicas tiéne esta operacion.
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basg, T de m;
altura.%de m;
célculo del area, T X 3 15"
El drea es%de metro cuadrado
mme;%;

. 1,
altura, 5

calculo del drea,

El area es

A
base, 7

: 5.
altura, K

calculo del area,

El drea es

1m

4.
base, 3

altura, —%—

calculo del 4rea,

El drea es

1

e e et ]

i

de la multiplicacion de nimeros

[}



3. Propiedades de la multiplicacion de nimeros racionales

Hemos visto anteriormente las propiedades basicas de la multiplicacion de numeros

naturales. Ahora veremos cuéles son las propiedades basicas de |

nimeros racionales.

a multiplicacién de

Propiedad conmutativa.

Ya sabemos que geb = bea cuando 2@ y b son niimeros naturales. Lo mismo ocu-

rre cuande a y b son numeros racionales

ae b'. =
Y
bea =
Si g : 5 y b 10 entonces
ab =
Y
ba =
Ejemplo.
: T N - 1
: Bl =i =y e
2] lyeg @iy 50
b)

. Por ejemplo, sia = % yb =

2 %

5

6 «

4

8 x 3

6 10

3 8

3 x 8

10 6
N T
10 5 50

6

4

., entences
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Usted recuerda que el area de un rectangulo se calcula multiplicando la base por
la altura. ;Se podra calcular el area del rectangulo multiplicando la altura por la
base? Por supuesto que si.

Ejemplo.
Area base X altura STl =
Area altura X base 3 X ) 8

El 4drea del rectangulo es%de metro cuadrado. Y la pademos calcular multiplican-

do la base por la altura, o bien, multiplicando la altura por la base.

Ejercicio 6. Calcule el drea de cada rectangulo como se hizo en el ejemplo ante-
rior,

a)

Area = base X altura=__%__ =___

Area = altura X base =__ X__=___

«— s —

N

El area del rectangulo es de metro cuadrado.
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3 = base X altura =__X__ =

= altura X base =_X_=___

El area del rectangulo es de metro cuadrado..

c)

= base X altura=_X__=___

= altura X base =_X__.=___

4——2—["”—-—)‘ b

El area del rectangulo es de metro cuadrado.

La propiedad conmutativa de la multiplicacién de numeros racionales puede enun-
ciarse de la siguiente manera:
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Ejercicio 7. Encuentre las expresiones que dan el mismo resultado e indique esto
escribiendo en cada paréntesis la letra correspondiente.

o
[ ) S

b) gf._%_
() 2.1

0 4t
() x =

d]—g_-x
() L. X

e}%-—%—- 4
() g;

£) i.x

)

L s
b) 9 3 3 z z
c) I e g = 2 e Z i
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2g* B =06
o] ~ge=*rg g
a+ 5 7 9 d55
e =: X
) 5 —3 "8 ‘b —3
4 + X 8 _ 4 + ¥
B 7 25 T

Propiedad asociativa.

Cuando estudiamos la multiplicacion de nimeros naturales vimos que la expre-
sién a b ¢, puede interpretarse como (ab) ¢, o bien, como a (bc) y que en ambas
formas se obtiene el mismo resultado porgue tal operacion tiene propiedad aso-
ciativa. Veamos qué ocurre si en las expresiones (ab) ¢ y a (be) las letras repre-
sentan nlmeros racionales.

Ejemplo.

a) Si multiplicamos l) ° % obtenemos el producto

) ¢

-Z— obtenemos también il

.hnl N

m|oa

|_l.
cl‘-”

.o = 21
4

i
n

(o

y si multiplicamos % P

M[—~

c.n (St
“ Ml'—‘-
-r:-|--:|
——
mlm
[ ]
m]-q
Il
-r-*-]r\:
[ S

‘Segiin observamos, (IR (R, R T & el -
3 (5 2):4 5 *l2°2 a0

Entonces, para indicar la multiplicacion de los tres numeros -g— % ¥ -:;{- pode-
mos hacerlo simplemente asi:

]

w |
| & Y
LN
¥ B
]
-h.|m
[ Jf USS

RS E SRy et
5 2 4
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podemos afirmar que

y % puede indicarse

Por lo tanto, la multiplicacién de los tres nimeros ?

simplemente asi

Usted sabe que para calcular el volumen de un p__aleleplpedo como el de
ilustracion, se multiplica ¢l area de la base por la altura ;

Es facil calcular el area de la base. Simplemente se multiplica el largo por el
‘ancho, pues se trata:de un rectangula




Problema. ;Cual es el volumen del siguiente paralelepipedo? (Las medidas estan
en metros.) ' i

Resolucién. Como el 4rea de la base es —} X % tendremos que el volumen

se calcula asi:

2 el x_3-=ix_3._—
4 2/ 35 8 5

Bes_pu;é__'s’té.’ El volumen e_s--m--de metro cabico.

Problema. Calculemos el volumen del mismo paralelepipedo multiplicando el lar-
go por el drea de la cara que se ilumina con color rojo. ‘




Resolucion. Como el 4rea del recténgulo rojo es: i2 X % tendremos que el

volumen se calcula asi:
3 { 1
== X == X
4 (_2

Concluimos entonces que

B g il 81— B ol e B
(4 "2) 5 (S0 (.2 &% 5)'

Ejercicio 9. ‘Calcule el volumen de los siguientes paralelepipedos con dos pro-
cedimientos: primero multiplicando el area de la base por la altura y luego mul-
tiplicando el largo por el area de la superficie de color rojo, tal como se hace en a).

a)
v =I[Lx5])]x 8 =35, 9 _ 315
3 4 6 12 6 2
I V=‘«3—-><_5. Xi =_7-><@ 3187
3 4 6 g 5 28 o030
b)

=(_E><E)><! l ﬂ
= [x(ux u)= B
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Habré usted observado, en el ejercicio anterior, que al multiplicar

(largo X ancho) X alto

se obtiene el mismo resultado que al multiplicar

largo X (ancho X alto)

Esto ocurre en general con cualquier paralelepipedo. Por eso se puede decir que
para hallar el velumen de un paralelepipeda simplemente se multiplica

largo X ancho X alto

La multiplicacidn de nimeros racionales tiene propiedad asociativa. Esto es,

Sir, syt son nimeros racionales, entonces
e

Puesto que (res)et = ra(set), podemos indicar la multiplicacion de los tres
numeros racionales, r, s y ¢, simplemente como ¢ e 5 e £

Ejercicio 10. Encuentre las multiplicaciones que dan el mismo resultado. Indigue
esto escribiendo en cada paréntesis la letra correspondiente,

348

4
) =
h
]i
2
o

b) (%-';l)%
c) (F"Tl;')'%
@ 3. (5-3)
0. @)



Ejercicio 11. Efectiie las siguientes multiplicaciones de nimeros racionales.

al X X b) = %Xoq K s
|
3 8 5 _ 9 w8 6 _
C]mxgx? d}4x6 10
o) § X3 X% Ao 7 X 3
T x 8 x X = & @8 o b _
) e hl % ° 5 3
CHRNE T e
l]'—b'— nln

Notacion exponencial.

En la multiplicacién de nimeros naturales vimos expresiones como &°, &', a'. Re-
ccordemos el significado de tales expresiones: '

@ = a8 8 = 4e80a 8= awasaea

Con los nimeros racionales usaremos la misma notacion para indicar algunos
productos.

Ejemplo.

2\ _i2 2 _ 4
a](?) 3°3 79

o
S
ﬁ\
w|ro
S
o
1l
LI b
L ]
ca{no
L ]
w|m
]
Nle
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5
; 2 =y 2 2
d] (?) = ? ] ? -

Esta notacidn exponencial se usa para expresar en forma mas breve una multi-
plicacion en la que los factores son iguales.

w|no
[ ]

w|ro
9

w|rn
|

Ejemplo.

3 a i — _§._ : ,_,ﬁ__. ®
A e (5) Pl
@ _a_ (] ..a_ -] i = i .
b b b b

Ejercicio 12. Complete las igualdades como se hace en a).

|
@
<o
Il
P
~|o
~—

c)

oo

|

Ejercicio 13. Complete las igualdades como se hace en a).

l o i -3— ® 1 F i Q é :
B itng 2 b5 e 2
c) m ., m , m _ d) X X —

n n n y ¥
e] .E.. ] _§— (] E. & i .i "3 i @ i [ .i & _'s__ o i ==

r r r r I r r r r r
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El uno en la multiplicacién.

En la multiplicacién de nimeros naturales vimos que el resultado de multiplicar
cualquier nimero natural por uno, es ese mismo numero natural. ;Qué sucede si
multiplicamos .un nimero racional por el nimero uno? Veamos un ejemplo.

Eiemplo.
9 _ 9 1 _9X1_ 9
s = 2 x 1L =221 = 3
Al = ) 7 1 7TX 1 7
B e g B s R 1 &
b) 3 1= 1 3 X 1 3

c) |—

En el dltimo inciso del ejemplo anterior se observa que si multiplicamos cualquier
nimero racional por uno, el resultado es el mismo namero racional. Esto es,

Ya sabemos que el ndmero uno se puede expresar con cualquier fraccion %. Por

eso estamos seguros, atn sin hacer la multiplicacion de que

X g8 | x . y
a) | e = : — i
‘] 8 n T 15
13 O ] X2 5 5
G : - ® =
|t T V= 4 4
3 . i 5 B
e] m a = 2 f 23 i 5x = 2a*
T % T 5¢ | 3b
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Ejercicio 14. Besuelva las siguientes ecuaciones.

a]—goy:% y = :
b]%-x=% X =
c)r-%=%‘- P =
d]%.%=z , =
e]wo%-—% w =

Ejercicio 15. Efectue'las siguientes multiplicaciones como se hace en a).

3 0 - 3 — 3
dis S . t Ty
7 4 2 7 2 _ 14
b a :_.1_:_
b= 4 ° 5 3 "B 15
T I R
5 8 3
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€) . v =
a n -
n L. -
m’ ® = '
gl 5 o ax
I B
3 a+ b Y

Propiedad del inverso multiplicativo.

Ahora vamos a estudiar una propiedad que tiene la multiplicacién de ntUmeros
racionales y que no tenia la multiplicacion de niimeros naturales. Observe usted las
siguientes multiplicaciones:

c)%x%:% | d}ax__;_:%x%_z%
) 7.><%=%><%=% ) ax4==2xl_JB
o pxe=bxi-f owgt 0

Todas estas multiplicaciones dan como resultado el nimero uno. Observe qué fac-
tores son en cada caso.

Existen muchas parejas de niimeros racionales, como las que acabamos de ver,
cuyo producto es el numero 1. Y esto es fo que no habia en la multiplicacion de
nimeros naturales.
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Ejemplo.

a) Puesfo que & * ¢ 1

% es el inverso multiplicativo de %

¥y % es el inverso multiplicativo de %
b) Como %.-.{l £ 1,

2 o5 el inverso multiplicativo de|=

,y' b es el inverso multiplicativo dej

a e

¢) Puesto que 17 o 11—7 = 1,

17 es el inverso multiplicativo d

y {TI es el inverso multiplicativo deﬂ
d) Ya que 17 a r = 1, entonces

—}.— es el inverso multiplicativo de!

y r es el inverso multiplicativo dels

Ejercicie 16. Complete cada expresian escribiendo en los cuadritos lo necesario,
tal como se hace en a) y en b).

a) 2 |[si|es el inverso multiplicativo de 3 porgue 2 x 3| = |1
3 2 3 2

b) % noles el inverso multiplicativo de 179 porgue % X %Q # |1

c) % e el inverso multiplicativo de %— porque % X -g- 1.

d) 1?0 es el inverso multiplicative de -1% porgue JEQ X 1—30- i

e] 14 es el inverso multiplicative de % porque 14 X 1% l: 1.

f) 17 :] es el inverso multiplicativo de x porque '!f L ¢ j 1.
m s a ; m n

gl e j es el inverso multiplicativa de — porque = X b 1.'
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a = A
h) — ‘|es el inverso multiplicativo de b porgque 2% b g
b a b a

Habra usted observado en los ejercicios anteriores, que

Todo namero ra::i::ml%ta’#f}l' tiene como inversa multiplicativo al namero

Bt b
racional =

También habra notado que

El inverso multiplicativo de todo nimero racional r (r 5= 0) se puede denotar

L
0 ey
COmo I3

Ejercicio 17. En cada cuadrito escriba el inverso multiplicativo del nimero racio-
nal que se indica.

3 18 6
a) z b) 5 c) 9
13 f i1 1
9 ¢ 3 T
g 75 | h o5 B ) 200
oo B B k) 1000 - IR
m + v n) & 8) L
X ' y’
: 1 : 2 3
pl a+tb A 5l | N xay

;Tiene el cero un inverso multiplicativo?

Si. recordamos que al multiplicar 0 por cualquier namero racional el resultado
es 0 y no 1, podemas concluir que

El cero no tiene inverso multiplicativo.

-

Este ndmero es el lnico racional que no tiene inverso multiplicativo. Por ello
podemos: afirmar que

Todo nimero racional, excepto el cero, tiene su. inverso multiplicativo,
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Ejercicio 18. Resuelva las siguientes ecuaciones.

ol i3 = =
a) — X 1 X
b ey =1 y =
a
. 4a ! \'
dl —=— e n =1 n =
5x
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Propiedad distributiva.

Hemos visto que la multiplicacion de nimeros naturales es distributiva con res-
pecto a la adicion. Esto es, con niimeros naturales se cumple que
a(b + ¢) = ab + ac. Veamos ahora si estas expresiones a (b + ¢) ab + ac dan el
mismo resultado cuando &, b y ¢ son nimeros racionales. Analicemos el siguiente

problema.

Preblema. ;Cual es el drea de |la siguiente figura?

4 m
5

A
A 4

LSIES

Resolucion. El area se puede calcular en dos formas:

3

a) Multiplicando la alturaT

3 4 1N = 3
T‘(?+E) H

b) Sumando el area de la regi6n naranja 7

3 5o
s 57

El resultado es el mismo en ambos casos.

por la base

IES

— con el area de la region roja
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~ Ejercicio 19. En su cuaderno calcule el rea de las siguientes figuras usando los
dos prq_c_:ed_i_mie_ntos- que se emplearon en el problema anterior. 'EL_as medidas estéan
‘en metros.) .

a) ; b) :
5
7 2
:2I - :.5-. -
' 2 2
: -
8

3 s

12

4 3
3
5

d)

c)

ro|—~

10
4

J:u|r.aa
e
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Ejercicio 20. Calcule el valor de las expresiones r (s + 1) y rs + rt para los va-
lores de r, s y t que se indican en cada inciso.

tis + 8 ._
kb (P )b bt -
r=3.3=%.t=% :
g T et |
r=.1_3[}'3_= % t=-1—56

Observamos que para los casos mostrados en los ejercicios anteriores se cum-
ple que r(s-+1t] = rs + rt. Esto es cierto en general. Es decir,

Esto significa que-<la multiplicacion de nimeros racionales’ es distributiva con
respecto a la adicidon.

Ejercicio 21, Encuentre las expresiones que dan el mismo resultado e indigue
ésto escribiendo en cada paréntesis la letra correspondiente.

5 3 , 4 6 17 L 12 17
= 9 g i Ny A 0 T de_ g dif]
A '(5 10) (o) sps g Gagt 4

. e 7 ia a ;

— — + — 8 = [ =l +
I TR L 1.5,'(” ?
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+
—
[~
\"—/
9
&3
o|wn
-]
cﬂ|w
e
@|en
L}
=i

c) (%

-
o

d) '%x-+%_x+%x () %-a+%ob+%.c
el (s + x) s %.(% + %)

f) %"‘? + %'” ) s+

g Sela+tb+o) = 1(%+%'+%)~x

L

La propiedad distributiva de la muitiplicacion con respecto a la adicién nos per-
mite sustituir algunos productos por sumas o viceversa, algunas sumas por pro-
ductos, segun resulte conveniente. Por ejemplo, si a, by ¢ son nimeros racionales,
el producto (2 + b) c puede sustituirse por la suma ac'+ bc y viceversa. Es decir,

Usaremos esta propiedad para resolver los siguientes ejercicios.

Ejercicio 22. Encuentre la suma que sustituye a cada producto, tal como se hace
en a) y en b).

2 2+

18 ; 5Y _ 18 18, 18 5 :
o f, 4 4+ 2 = w18, 4 =
bl?(’ 4 ) 7 ! 7 ¥ 7 8

a3 3 X\ _
el "5(?*7)
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26
-d

=
e

+

o |o

4

3|3
~——

Ejercicio 23. Encuentre el producto que sustituye a cada suma; es decir, haga la
factorizacion tal como se hace en los primeros incisos.

a)
b)
c) %-a+—§--a=

@

I

9 3 6 Sl

e] EQT+1—U’.—X—"* r
_2__1._ _2_q_§.=

U wr st ges
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gl ok Bimx t gis k= | "

1
y

i) n-.__-g--+ n -—45— + n'-1g' = ’

) (a+ b)) x + (a2 + b y =

Recuerde usted que cuando se hacen sustituciones como las de este ejercicio, al
proceso se le ha dado el nombre de factorizacion.
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Division de niimeros racionales

i
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1. La division de nimeros racionales

En la escuela primaria usted aprendié a dividir nimeros racionales cuando €stos
estaban expresados por medio de fracciones. Para indicar una division de ese tipo
‘empleaba una expresién como

5 6 20

dividendo divisor cociente

“Efectuar una division’ significa “hallar el cociente cuando se conocen el divi-
dendo y el divisor"

El procedimiento gue usted aprendid para_efe_ctué‘r este tipo de divisiones es el
que se ilustra en los siguientes ejemplos.

3“~"i‘—__u"’6 :la
o ‘7:"3'.4_ =

T 2 3

..2:\..%—,”&‘*‘.?-”2 o 5 = 10
3750723 o 4 i1

Este procedimiento es aplicable en general:

Ejercicio 1. Efectie las siguientes divisiones de nimeros racionales, como se
hace en a) y en j}. : !

) Bl 5 ®
c) '? 19 d, 3 1
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g) 2.3 - h]s;%=
|J14—3+3= “%+%
W &+ L= i 2 v
m!%“%= ‘n]%]-—-%=
e e RS
q) -5+_%= | r) 1o+_;_=
3}-f,~+—§—.= t]_;__+_;i=
uj%-%'%:

En la divisién de nimeros racionales, al igual que en la divisién de niumeros natu-
rales, ocurre que al multiplicar el cociente por el divisor se obtiene como resultadd

el dividendo.
Ejemplo.
10 10 30
divisor divisor
dividendo cociente cociente dividendo
: x 6 5 30
] - — Ay e X e t=
» B -l- & » < l:-H
divisor divisor
dividendo cociente cociente dividendo

Por lo tanto. en una divisién de nidmeros racionales,




2. La divisién de racionales y la division de naturales

Ya hemos visto que los nimeros naturales también son nimeros racionales. Por con-
siguiente, al dividir nimeros naturales usando el procedimiento que se aplica en la
division de racionales, debemos obtener ¢l mismo cociente que se obtiene al dividir

en la otra forma.

Ejemplo.
1 1 o4 .
a
) divisor
dividendo cocienta
m - & -
dividendo divisor cociente
E - : -
b)
dividendo divisor cociente
o Bl = 18«4 . 2
78 1 12
divisar
dividendo cociente

Por lo que vemos, el procedimiento que se usa para dividir ntiimeros racionales
puede usarse también para dividir nimeros naturales.

Antes, cuando queriamos dividir 3 = 6 no encontrdbamos ningtn ndmero natural
que fuera el cociente. Ahora, considerando como racionales al 3 y al 6, si podemos
encontrar un numero racional que sea el resultado de dividir 3 = 6.

divisor
dividendo coclente
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Ejercicio 2. Efectie en su cuaderno las siguientes divisiones de nilmeros racio-

a) 15 = 18 =

RIS SEA= ¢l 4+ 6=
d) .18~3- 6 = | el 3+ 8 =
f 23+ 9=

gl &5+ 2= . h)y 2=+ 5=
N 4+ 8= ) 9+ 4=
k)] 13 + 6 = 1) 6 ~ 13 =

Observe usted que en la divisién con nimeros racionales siempre encontramos un
cociente que es numero racional. La dnica excepcion es la division entre cero.

Ejemplo

a) S quisiéramos dividir% entre 0 nos encontrariamos con que

4 1 4 &0

no hay ningln ndmero racional que sea el cociente pues, por lo que sabemaos, la ex-

presién%no denota ningln nimero.

b) Si quisiéramos dividir—gentre 0. tendriamos que

T owge Lw et . B
8 8 i 80 i

no hay ningtin nimero racional que sea el cociente, pues _{?T no representa a un nu-

mero,

Esto mismo sucede con cualquier division en la que se tome como divisor el 0.
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Entonces,

Hasta ahora, para indicar que se va a dividir % entre —%— hemos empleado la ex-

presian % + -25—. Sin embargo. también se acostumbra utilizar la expresion

m!m } alw

para indicar lo mismo.

A partir de este momento emplearemos indistintamente cualquiera de esta formas
para indicar la divisién de un numero entre otro.

3
Asi por ejemplo, la division de%e‘ntre 6 podra indicarse como—‘g— 0 como
3 . &
4 5i
la division de 9 e'ntre—g— podra indicarse como 9 —% 0 bien, como —g—
5
il _
QL i i B [
3 indicara lo mismo que 5 T
7]

w

la division 5 = 6 se podra indicar también como ?

Ejercicio 3. Efectie en su cuaderno las siguientes divisiones de nimeros raciona-
les. Observe el inciso h).

3 2
B _ L=
a) 2 b) 3
7
02 G 5
C 11 d) T
3 9
3
S il e
e) = f) 1
4



@l

il

—

ole

-0

|

Il Il
>[eal Q_h_g_r
= s

Il Il
_1_2 alglsle
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3. La division de nameros racionales y los inversos multiplicativos

La division de nimeros racionales estd intimamente relacionada con la idea de in-
verso multiplicativo, Observe usted los siguientes ejemplos.

a) Deseamos dividir 3 entre 1.

4 5

B A6
4 ﬁ""f}"’"‘.\& o

(Aqui efectuamos. la division de acuerdo con el procedimiento conocido.)

Recordemos que el inverso multiplicativo de % es % Ahora multipliguemaos el
dividendo —3— por este inverso multiplicativo.

Observamos que el resultade es el mismo en ambos casos.

b) La division

(Observese que % es el inverso multiplicative del divisor —g—- vl

¢l Al dividir

(Agui —% es el 'inverso multiplicativo del divisor ﬁ—].

De lo que ohservamos en el inciso ¢) del ejemplo anterior podemos concluir que
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Este hecho nos permitira sustituir algunas divisiones por multiplicaciones, en los
casos en que resulte conveniente hacer tal sustitucion:

Ejercicio 4. Encuentre el cociente en cada divisién, como se hace en los prime-
ros incisos.

w|-..:_|.
I i 12 1
Il -

a)

cnim'

b}

h'c.,_'a'

c)

©o|s

=
|

d)

e)

f)

w|eo

9)

alr

h) 15

.‘{.‘

i) 10 =

i

w
|

il
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4. Una propiedad de la division

La division de nameros racionales tiene una propiedad gue seguramente usted usg
alguna vez en la escuela primaria. Tal propiedad es la siguiente:

SI en una dwlsmn se multlpllcan el dividendo y el dmsor por un mlsmo ng-
mero racional distinto de cero, se ob{uene una nueva division cuyo cociente
es el mismo que en la division orlgmal

Veamos algunos ejemplos de esta propiedad.

Si multiplicamaos por -;—- el dividendo y el divisor de esta division; tendremos

entonces la siguiente division:

_ 24
40

Eh las dos divisiones el cociente es el mismo pues % = %—% (Compruébelo)

Jods
m[m|h|m
Il
Rla

Si multiplicamos por 10 el dividendo y el divisor de la division, obtenemos la
nueva division

3 30
s """ _ T s
8 80 320
5 "0 5
cuyo resultado es el mismo que en la anterior porque 1500 _ 15 (Compruébelo.)

320 32
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Si multiplicamos por t el dividendo y el divisor de esta divisién, encontramos gue

el cociente sigue siendo el mismo pues—gf = 's% porgue re st' = 5 e rt.

Ejercicio 5.

resultados.

A
a) i

S
b) 5

7,

5

c) 4

6

) 9

d) g

12

E.

: 5

el 3

En cada inciso multiplique el dividendo y el divisor de la division
dada, por el ntimero gue se indica. Después efectie las divisiones y compare los

multiplique por %

multiplique por: —g—

multiplique por 2

6

multiplique por i

mull_tipl-iqu__e por 10.
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multiplique por 10.

multipl ic';uéf por 2.

multiplique por n’.




H

i

I0NEes




1. Resolueion de ecuaciones

Cuando estudiamos |as ecuaciones, en |la: unidad de nuUmeros naturales, nos encon:
tramos con algunas como 40ex =52 y ne5 = 9, que no tenian solucidn. A partir
de este momento. con el empleo de los nlimeros racionales, estamos en posibili-
dad de dar siempre la solucion para este tipo de ecuaciones y aun otras como

o= 3 B = == e
T q X 8, 10.etc.

na| = >

Antes de pasar a la resolucion de ecuaciones del tipo senalado, estudiaremos bre-
vemente algunas propiedades que nos permitiran como en el caso de la reselucion
de ecuaciohes con naturales, calcular la solucion en lugar de adivinarla:

Recuerde la siguiente propiedad.

Esta propiedad también es cierta cuando los numeros que figuran en la ecuacion
son numeros racionales. |

Ejemplo. La ecuacion

...2_ all=]| = i
3 ' 21
tiene por selucion al nimero %— (Compruébelo.)
a) Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién por 1? obtenemaos la ecua-
cion
(2 | _ 1.8,
iy T s et ==
3 5 21°5

que es diferente a la primera. Sin embargo, esta nueva ecuacién también tiene por

solucion al ndmero 3 pues

o
2 pash, 1 -6 LT
3 s 24 S
il
105 105
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b) Si dividimos ambos miembros de la ecuacion % o [— = 25__1 entre — ob-

tenemos la ecuacién

o na
|

rofeo| ™ o

PG

que también tiene por solucién al numero %— porque

wlro
L]
~lj

rolea| Mo

nas

Para resolver ecuaciones con numeros racionaies también usaremos. la siguiente
propiedad:

Ejemplo,

2

3 L]
5

el producto de = 2 tendremos:

al Sidividimos entre 7 £
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Si dividimos el producto de —z—' o ﬁ entre % tendremos:

Q.ln

=gl 155

8¢

bd _ acd _ &
c bdc b
d

oo

¢) Si multiplicamos por % el cociente de 1% entre _-‘11- tendremos:

a _
[\ S IS S B - |
ER S T I S R
)
d) Si multiplicamos el cociente de % entre % por £, tendremos;

Recordemos ademias que

con. resolver

Cuandn se tlenen vanas ecuaclones con la mnsma soluclon. ba
una para resohrerias todas. - - e :

y que

en el pmceso de resoluclén de una ecuac:én. !as expresmues como

x = .,15“ yn = —%- se cor:snderan ‘como. ecuacmnes

Ahora ya podemos resolver algunas ecuaciones aplicando estas propiedades que

acabamos de ver
Ejemplo.

ole

a) ¢Cual es la solucion de la ecuacion

=
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Para hallar la solucion primero multiplicamos los dos miembros de la ecuacién

o 7
por —
X 1 8 [ENES | .
wn = e e e : ces qu
Como 172 ey 30 tenemos entonces que
2
Por lo tanto, la solucién de la ecuacion es x = 72% porgue
8
20 _ 16 _ 8
i 20 10
2
b) ;Cuél es la solucion de la ecuacion 2x = 37

Para hallar la solucién primero. dividimos los dos miembros de la ecuacion en-
tre 2.
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Como -2-25- = X, tenemaos entonces 'que

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion 2x = 3 es el numero —32— Esto puede com-

probarse sustituyendo la x en la ecuacion

2el—|= — =3

Ejercicio 1. Indigue usted, tal como se hace en a) y b), por que nimero conviene
multiplicar o dividir los dos miembros de cada ecuacion para que la incognita quede
sola en uno de los dos miembros,

3 = b S 3
a) T " b g Dividir entre -
B — it Multiplicar por 5
s 2 6
6
n 4
Sy
_. 5
d) 8 1
2
el x o -%m = %
6
fl 3= 2
) Al * o
14
g) M=p e 3
g) 7 n
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SR .7
i ?‘ X ——9-
il -6’0=1L

2
K) %. X = 40
I} 5 =gy
m)] 3a= T

Ejercicio 2. Resuelva usted las siguientes ecuaciones.

4 =2 o w
g) 4 s ¥ y
i 4, 12
S =g 4 :
el no%=ﬁ n
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f]%=a --g— a =

o xng-2

h) %=3 n =
2

i']'2_i=% =
3

1116—_2=g—’_’ y =

5

k) ?r=%- F=
1

5o

m) %=4
6

) %:1;1 b =
y

Segun sabemos; dividir entre un nimero racional da el mismo resultado que mul-
tiplicar por el inverso multiplicativo de ese ndmero. Este hecho puede aplicarse
en la resolucion de algunas de las ecuaciones anteriores.

Por ejemplo las ecuaciones a) y b) del ejercicio anterior pueden resolverse en la
siguiente forma:

al Para la ecuacion %--x = % en lugar de dividir sus dos miembros entre
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% los multiplicamos por %» que es el inverso multiplicativo de —i—

Aplicando la propiedad asociativa en el primer miembro tenemos que

4 3 _ _ . - 3 4 _ 12
(3 o T)e X 1 » x. En el segundo miembro tenemos que 3 X 3 54

Asi, nuestra ecuacién quedara como

Pero 1 = x = x: Entonces,

b) e h = 5

Ll
3

b) Para la ecuacion 1 = b = 5 en Iugar de dividir los dos miembros de la ecua-

3 .
cion entre -;— los multiplicamos por 3, que es el inverso multiplicativo de % Asi

tenemos que

Ejercicio 3. Resuelva las ecuaciones ¢), d), e}, f) y g) del ejercicio’ anterior
tal como se hizo en los ejemplos anteriores con las ecuaciones a), y b).
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Ejercicio 4. Resuelva en su cuaderno las siguientes ‘eclaciones como se hace
en a) y b).

a4 ux'=% bl y o % = 8
A = A 3 ot g AL .3
PN Koo ogm Th Tt
— 3 =24
e 8 e 2
x=% y = 12
= L v § o=
c) 2&-.4 dl «x 6 7
e) ;-y=? f) 4m =3
e = I e
gl 5 m - h) 5m=2
a _5 '3.. :E_
i) AT = i 7 y 3

Con las ideas que hasta aqui hemos manejado resulta facil resclverlas, Observe us-
ted el procesoe de resolucion.

b

1) Multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por x.

ﬁ.x:l;x
3

.

X
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Como 18 &y =

16, tendremos entonces (que

o R
6=

2) Ya sabemos como resolver las ecuaciones de este tipo. Dividimos ambos

miembros de la ecuacion entre 2

5-.2

il

e X
Como = 40 v =

% x, tendremos gue:
5

1| o

40 = x, o bien|x = 40

Aplicando este procedimiento resolveremos algunas ecuaciones como la que re-
salvimos aqui.

Ejemplo.

a) Consideremos la ecuacion
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Esta ecuacion es del tipo que hemos resuelto prev:amente y ya sabemos resol-
verla. Multiplicamos ambos miembros por el inverso multiplicativo de 3.

it
6

b) Consideremos la ecuacion

Multipliguemos sus dos miembros por p.

1
o 1
_Cﬁmc'—g-.- = = tenemos que
p «p 3 i g

Ahora multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por el inverso multipli-
cativo de 2 5 (Recordemos gque esto es lo mismo que diwchr ambos miembros en-

B O
tre 5.1

Ejercicio 5. Resuelva en su cuaderno las siguientes ecuaciones.

a) 2 =8 ) =l el =2==14
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- B_H

Il
o

—

3_0
_,—

] Il

f
i)

)

h

| &

q)




2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

A estas alturas tal vez usted ya esté familiarizado con la resolucion de problemas:
sencillos por medio de ecuaciones. Sin embargo, le sugerimos que siga practican-
do este método porgue le serd de mucha utilidad cuando tenga que resolver pro-

blemas complicados
Problemas.

Encuentre la ecuacién que se adapte a cada problema, resuelva tal ecuacion y
luego dé la respuesta, como se hace en los problemas a) y b). (Realice este tra-
bajo en su cuaderno.)

a) Si multiplicamos: un nimero x por -% el resultado es 6.

(Cual es ese numero?

Ecuacion X e % = &
Solucion x = 8
Respuesta Ese numero es 8

. ¢ Qué nume-

:...:l|01

bl Al dividir un numero entre -;— el cociente gue se abtiene es

ro es eése?

. = 5
Ecuacion X = =
1 3
2
a
Solucion x = -g-
: 3
Respuesta Ese nimero es 5

¢) Un namero multiplicado por —55— da como resultado % ;De qué numero se

trata?

dJ —El-cociente gue se obtiene al dividir un ndmero entre —:é— es 1. ;Qué nomero

es el dividendo?
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e) Cinco veces un numero n es igual a ]ﬁq ¢Qué namero es n?

f) El nomero ¢ multiplicado por 17 da como resuliado 6. ;Qué namero es ¢?

g] La cuarta parte de un namero es +De qué nimero se trata?

3
=

h] Dos quintos de cierto numero es 1? iCual es’ese cierto numero?

i) El numero-—g— es el cuadruplo de n. jCual es el nlimero n?

i) El nimero % es el cociente de x entre %. iCual es el nimero x?

k) La mitad de cierto nimero es % ;Cual es ese cierto numera?

[} La sexta parte de x es —g—._g,()_ué_ nimero es x?

Ejercicio 6. De las ecuaciones dadas en cada inciso, elija la que se adapta al
problema, resuélvala y luego dé la respuesta para el problema, como se hace en a).
(Trabaje en su cuaderno:)

a) Los segmentos marcados en la siguiente ilustracion tienen igual longitud.
¢Cual es la medida del segmento AB?

3

= m
4-4_)
Al | { | | | | | !
< X >
e
i o E
Ecuracion —g- = -%-
Solucion X = 6

Respuesta. El segmento AB mide 6 metros.
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b) Si el area del rectangulo ilustrado abajo es 2 metros cuadrados y-su altura

mide - metro, ;cuanto mide de base?

©) Sien una lupa pueden verse los objetos con su tamafio aumentado 5 veces.

cusnto medira un objeto cuya imagen se vea de - centimetro en tal lupa?

*lw
-TITI
o

™l
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d) ;Cuanto pesa cada una de las barras en la siguiente balanza?

e) De los dos engranes que se ilustran, al girar una vuelta el menor, hace que
el mayor dé - de vuelta, ;Cuéntas vueltas habré dado el engrane mayor cuando el

menor haya girado 300 veces?




f] Los cuerpos 'p_esa_n'. en la Luna %de lo que pesan en |atlerra LCUE‘lntO Desaré

en laLuna un objeto que en la tierra pesa 4 kilogramos y medio? (4 kilogramos y me-

dio es lo mismo que %— kg.)




UL

Notacion decimal para los nimeros racionales
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Hasta ahora hemos :trabajadp' con los nlmeros racionales expresados por medio de
fracciones. Sin embargo, es mas frecuente expresar estos nimeros con la notacion

decimal. Por ejemplo, un comerciante marca el precio de algin articulo con |a expre:

si6n $3.75y no con |a expresion 3 pesos y 5. i una persona desea indicar su esta-

tura, escribe 1.68m y no "1 metro y %%— de metro”. En el frasco de alguna me-
dicina se lee: cdpsulas de 454.g y no “cdpsulas de 2% g".
En la mayoria de los problemas que resuelvan obreros, __-t_'_éQh‘ir_:_qs;.,_-qfigin'i-s‘tgs Yy pro-
tesionistas, se emplean los niimeros racionales expresados en notacion decimal.
Al principio de este capitulo vimos como encontrar la notacion decimal de un nu-
mero racional expresado ICDID: una fraccion. Ahora repasaremos esa idea y la amplia-
remos
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1. Fracciones y decimales

Para encontrar la notacién decimal de un numero racional exprésado con una frac-

cion, simplemente dividimos el numerador entre el denominador. Por ejemplo; con-

sideremos los nimeros racicnales —— ¥ %" ;

2
procedemos de la siguiente manera.

Para encontrar su expresion decimal

5 75
% 2[ 10 % 4 3.03
0 2
0

na|-=
=

Observe usted que en los dos ejemplos anteriores al residuo de la division es ce-
ro, Sin embargo, esto no sucede siempre. Vea usted los siguientes ejemplos.

Ejemplo.

a) Dividiendo el numerador entre el denominador, encontremos la notacion de-

cimal para el nimero -g—

Observe usted, en esta divisién, que el residuo nunca serd cero y que en el
cociente se repetira la cifra 6 indefinidamente.

Cuando se tiene un caso como éste, para indicar que en la expresion decimal se
repite indefinidamente la cifra 6, se acostumbra escribir .6 Asi es que
E = 6
3
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b) Encontraremos ahora la notacion decimal del nimero 1—31

11130
80
30

30

También aqui se ve que el residuo nunca serd cero, y las cifras que se repiten en
¢l cociente son el 2 y el 7. Escribimos entonces,

e
¢) Encontremos la notacion decimal de los nimeros —:—392— y —16.1—

3:555 1833
9[32.0 6[11.000

32 50 K 50

9 50 8 20
50 20
5 2

SPL. o AL

=5 3.5 5 1.83

Expresiones como 8, .27, 35 y 1.83 se llaman decimales pericdicos y la cifra o
cifras que se repiten se denominan periodo. Las expresiones decimales como .5, .75,
.08, 8.64, etc., reciben el nombre de decimales finitos.

Ejercicio 1. Exprese en notacion decimal los nimeros racionales gue se indican.

2 1 g -
a) —9— b) —3— c) T
1 e i D
DL e I U
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T L
)= = ==

j) kg 9 o

m)l 0 n) %
8
100

A G o)

=
oy
0
=

_I°°'

65 | -y
1000 Y o0 W g

s)
Problema.
a) (Representan al mismo numero los decimales 6_3 y 637

b)  ;Representan al mismo ndmero las expresiones 9 'y 9.07
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2. Decimales y fracciones

En el parrafo anterior hemos resuelto el problema de encontrar un decimal para
representar a un ndmero racional denotado por una fraccion. Ahora estudiaremos
el problema inverso. Esto es; si nos dan un numero racional expresado en nota-
cion decimal, jcémo. encontramos una fraccion que represente a ese mismo nume-
ro racional?

Es facil encontrar una fraccién que represente a un ndmero racional indicado por
un decimal finito. Resuelva el siguiente ejercicio tomando como referencia los inci-
s0s resueltos:

Ejercicio 2. Complete las siguientes igualdades tal como se hace en algunos
incisos.

rs

a) A b}
c) 3 d)
e) 9 f)
g) 1.0 h)
i) 3.2 il
k) G = ) 182 =
0 05 = - AJe - i
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q) 375 ) 16.18

s)  20.01 t] 30296 =

u) 8.00

Ejercicio 3, Complete las siguientes igualdades tal como se hace en algunos
incisos.

al 856 b) 092

£) 5.008 d) 238

e) 007 f)  .046

g) 6.400 h) 1.001

il 8075 = | i) .0001

k)  .0409 ] 6007 =
m) 3.0049 = n) 5.4860
o) 27.0475

Existe un procedimiento para encontrar la fraccion que corresponde a un decimal
periddico; pero en este curso no estudiaremos ese problema.
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3. Orden

Analicemos ahora el siguiente problema: Cuando nos dan dos decimales finitos
diferentes, ;como se puede saber cual de ellos representa al nimero racional ma-
yor y cual al menotr?

El problema es facil de resolver pues sabemos comparar dos numeros raciona-
les cuando éstos se representan con fracciones de igual denominador y también
somos capaces de encontrar fracciones con: denominador 10, 100, 1000, etc., gue
representan a los nimeros gue deseamos comparar. Observe usted el siguiente
ejemplo.

Ejemplo,
a) De los nameros .008 y .010, ;cudl es el mayor?
., comparamos estas: fraccio-

Como sabemos que 008 =

nes y vemos que

por lo tanto;

b) De los numeros 14 vy 1.8, jcual es el menor?

Como 14 = i%l y 18 = :—g— comparamos |as fracciones%‘% y % y ¥emos q'u?
por lo tanto;
14 <18

¢) ;Cual es el nimero mayor, .008 o .077

8 gr=_T = _T0

008 =

1000 100 1000 "

En consecuencia,
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d) ;Cual es el nimero menor, 1.07 o 1.17

-

H 0
100

cimm e 1078 DA
1.07 00 y 14

—
(==

Entonces.

Ejercicio 4. Ponga en cada cuadrito el signo >, = o0 <, segin corresponda.

c)

€] .0003 |

001 f 5

rof—

075 h)

i k) | 007

| 900 n)

o)




4, Operaciones con nimeros racionales
expresados en notacion decimal

Una de las ventajas de usar decimales para representar nimeros racionales apa-
rece cuando efectuamos: operaciones con ellos. Las reglas para efectuar operacio-
nes con niimeros recionales expresados en notacion decimal son muy sencillas,
pues se reducen a saber operar con numeros naturales, tomando en cuenta algu-
nas reglas muy simples sobre el ust del punto decimal.

Desde la escuela primaria usted ya conoce esas reglas. Aqui solo las repasare-
mos y veremos que los resultados obtenidos con ellas son los mismos que cuando
se ‘opera usando la notacion de fraccciones.

Adicion.

Si usted va a sumar los racionales 4, 7.4 y 9.28, lo hace asi:

Coloca los sumandos de manera que el punto decimal quede “ali-
neado"; luego procede a sumar como si fueran nimeros naturales
y. finalmente, pone el punto decimal de la suma alineado con el

de los sumandos,

Si en lugar de la notacion decimal se utiliza la notacién en fracciones, se ob-
tiene el mismao resultado:

Ejemplo.
a) Sumemos |os numeros .86, 23 y 8

86 ., 230 . 90 _

86
86423+ 9= 3 -
+ 230 SO e 100 100
90 .
_ B6+230+90 _ 406 _[ .,
4,06 100 100 08
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b) Sumemos: los numeros 4, 04 y 4

4.00 . . 400 4 40
+ o4 A 700 100
40
: _ 400 +4+40 _ 444 _[
444 100 100 i

Ejercicio 5. Encuentre la suma de los numeros dados en cada inciso, tal como
se hace en a), 'y compare los resultades

a) 28, 354, 16

i > _ 280 354 160, _

' _ 280 + 354 + 160 _ 794 _[

b) 6, 37 1256

c) 282, 35, 50,03

d) 37.04, 7.038, 80

e) 502 .039, 38

f) 742, .136, 2935

Sustraccion.

Cuando usted calcula la diferencia entre 12.8 y 7.43, procede asi:

Coloca el minuendo y el sustraendo de tal manera que el pun-
to decimal queda alineado; después los resta como si fueran nu-
mergs naturales y, finalmente, coloca el punte decimal de la resta
alineado con los del minuendo y el sustraendo.
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Empleando la notacion de fracciones en esta sustraccion, tenemos el mismo re-
sultado:

[Ejemplo. "

a) Busquemos la diferencia entre 2.8 y 1.03

an | i e =2 2800 NSO IR0 =03 =
et 28 =i 100 100 100
_— 1.03
AT __ari_ _ [l
Al e 197
] 100 T

b) Efectuemos la sustraccion 8 — 08 =
I

..80 B8 — 083 100 00 100 100 P &4
— 08
72

Ejercicio 6. Encuentre la diferencia de los numeros dados en cada inciso, tal
como se hace en a). y compare los resultados.

a) '18'.3_. 519

_ A _ r4g — 1830 _ 519 _ 1830 — 519 _
18.30 18.3 — 5.19 o0 160 o
=. 5149 ;
13.11 — 131 _ f g
100 13
b) 7.56, 6.38 c) 8. 518
d) 123, 727 e) 4.63, 2.076

f) 875, .398




Muttiplicacion.

Si va usted a multiplicar los nimeros 7.3 y 2.83, lo hace de la siguiente manera:

Coloca los factores como mejor le conviene y hace la multi-
plicacion como si se tratara de nimeros naturales. Después cuen-
te las cifras que hay a la derecha de los puntos decimales en
los factores [en este caso son tres) y coloca el punto en el
producto. Esto lo hace de tal modo que a la derecha del punto
cjue'de el mismo numero de cifras que canté en los factores.

L
La misma multiplicacion ejecutada con' la notacién de fracciones da el mismo
resultado.

Ejemplo.

al Multipliguemos los numeros 234 y 2.5

X 2.5
1170
468

58.50 } - cifras a la derecha del punto en el producto

234 : . N
3 } - cifras a la derecha de los puntos en los factores

Operando con fracciones obtenemos el mismo resultado.

o = 234 25 _ 234 X 25 _ 5850 _ | epep
B Res= s KiEn =T e 58.50

b} Multipliquemos .65 por .32
65
X .32
130
195

2080 . cifras a la derecha del punto en el producto

! cifras a la derecha de los puntos en los factores

Con fracciones tenemos que

65X 32 =_65 5 32 _ 65X32 _ 2080 _ 2080

100 100 100 X 100 10000
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Ejercicio 7. Encuentre el producto de los nimeros dados en cada inciso; tal como
se hace en a), y compare los resultados:

a) 42, 237

237 42 _ 287 X 42
x = X =
Rt e 100 100 100 X 100

_ 9954  _ |
10 000 R
b) 25, 8 e) 307, 2.7
d) 017, 123 e) 4, 58
f) 38. 2019
Division.

En la division de ndmeros racionales, cuando el divisor es un nimero natural,
usted procede como en &l siguiente ejemplo.

Ejemplo.

a) Dividamos 3.50 entre 25

Usted hace la division como si el dividendo fuera un ndmero na-
tural y después coloca el punto decimal del cociente alineado con
el punto del dividendo.

b} Dividamos .84 entre 12

| o7

(Observe usted el cero después del
punta decimal en el cociente)
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¢). Dividamos ahora 7.5 entre 8

s Si se desea obtener una mayor aproximacién en el cociente se
8 | .agregan tantos ceros en el dividendo como se quiera, ya que
7.5 = 7.50 = 7.500, etc.

= D= logps | 1

A veces obtendremos por cociente un decimal periddico. Por ejemplo, divida-
mos 14.5 entre 6.

_2'4_?6 E! cociente es aqui 2.416
s A5 . i sl

. 10 oo - = = | 2416 !
4

Ejercicio 8. Efectie las siguientes divisiones usando los dos procedimientos que
.Se aplicaron en los ejemplos anteriores. Luego compare sus resultados.

a) 4[ges b) 6l423
¢} 20l 750 d) 1201785
e) 27083 f) 7l 459

Si en su division de numeros racionales el divisor no es un nimero natural, us-
ted utiliza la regla de “correr el punto’, tanto en el divisor como en el dividendo,
para que el divisor quede como un nimero natural. De esa manera el problema

queda reducido al caso anterior.
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Ejemplo.
a) Para dividir 294 entre .7

Usted “corre” el punto
decimal a la derecha

y luego efectta la division como antes

Usando |a notacion de fracciones se obtiene el mismo resultado.

b) Para dividir .04 entre ,025

“corre’ “el punto decimal
-a la: derecha

y luego divide

(Recuerde usted que 40 es igual a 40.0,
40.00, etc.)

Trabajando con fracciones el resultado es el mismo.

¢) Dividamos 3 entre .006

Corriendo el
punto decimal,

la division sera:




Con fracciones tememos el mismo resultado.

Ejercicio. 9. En las siguientes divisiones corra el punto de manera que el divisor
quede como un ndmero natural, tal como se hace en a) y b). Después, efectie
cada division.

cl 09 [0.793 d) 0090 | .0036
e) 54796 f) 07 [ 003
g)  .009 [ 83 h) o7l 3

QObservacion

El procedimienta que se sigue para efectuar divisiones como las anteriores se
basa en: '

Primero. La multiplicacién por 10, per 100, por 1000, etc.

Segundo. Si en una divisién se multiplican el dividendo y el divisor por un mis-:
mo ndmero: racional, distinto de cero, se obtiene una nueva division cuyo cociente
es el mismo que en la division original.

Ejemplo.

Al aplicar este procedimiento para dividir 2.94 entre .7, vemos que al “correr”
el punto decimal, lo que realmente hemos hecho es multiplicar por 10 al divisor,
pues 7 = .7 X 10, y también al dividendo, pues 29.4 = 2.84 X 10,

De acuerdo con la propiedad que mencionamos arriba, al efectuar la segunda
division, estamos seguros de que el cociente sera el mismo gue: en la primera.

Efectivamente, este cociente corresponde también a la primera division, pues

42 X 7 = 204
! f 1

cociente X divisor = dividendo
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Ejercicio 10. Indique usted por qué numero se multiplicaron el divisor y el divi-
dendo al "correr’" el punto en cada una de las divisiones del ejercicio 9.

Ejercicio 11. Efectie las siguientes divisiones en su cuaderno.

a) af27 b} 3145

c) 12[288 d) 25030

o) 042 /i a3l
o) 00816 h) 005 [ 0035
N 06l 0024

Como habra usted observado, en general ‘es mas sencillo operar con nimeros
racionales cuando éstos se expresan éen notacion decimal. Por ello es que en mu-
chos casos se prefiere usar esta notacion y no la de fracciones.

Practique usted un poco el uso de esta notacién decimal resolviendo los siguien-

tes problemas.

Probiema.

a) Japon comprd a Méxice, en 1970, lo que en seguida se anota. (Los datos es-
tan en millones de dolares.)

Algodén 77.3 Frijol 0.1
Maiz 0.2 Zinc 29
Camaron 199 Piedras semipreciosas 5.1
Hormonas 1.7 Tungsteno 1.4
Cobre 4:2 Otros 11.4

Cual es el importe total, en millones de délares, de: lo gue Japén compré a Mé-
xico en 19707

b) La silvanita es un mineral formado por teluro, oro y plata. ;Cuantos gramos
pesa un’trozo de este mineral que contiene 124.2 gramos de teluro, 49 gramos de
oro y 26.8 gramos de plata?

c) El costo de 1 kw/h (kilovatio-hora) es de $0.5. ;Cuanto se debe pagar por
un consumo de 128.8 kw/h?

d) Cierta pastilla medicinal estd formada con .35 gramos de acido acetilsali-
cilico, .2 gramos de cafeina y .005 gramos de belladona. ;Cuanto pesa dicha pas-
tilla?

e) 0.9 rublos (moneda de la Union Soviética) equivalen a 1 délar. ;Cudntos d6-
lares equivalen :a 80.55 rublos?
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) 1 délar equivale a 7.40 ruplas (moneda de la India). ;Cuantas rupias. equl-
valen' a 13.75 délares?

g) (;Cudl es la diferencia de altura entre el volcén de Colima; que tiene 3.85
kilometros de altitud y el Kilimanjaro, cuya altura alcanza los 5.963 kilémetros?

h) Si el Paricutin tiene 2.746 kilometros de altura y el Popocatépetl 5.452 kilo-
metros, jen cuantos kilémetros es mas alto el Popocatépet! que el Paricutin?

i), El sulfurc de niquel esta formado por azufre y niquel. Si cada 100 gramos
de sulfuro de niquel contienen 64.7 gramos de niquel, jcuanto azufre hay en los
100 gramos de sulfuro de niquel?

i) El amoniaco es un compuesto de nitrogeno e hidrogeno. Si en 4.08 kilogra-
mos de amoniaco hay .72 kilogramos de hidrégeno, jcuédnto nitrogeno hay en esa
cantidad de amonfaco? '

k] Las ondas de radar viajan a upa velocidad constante de 300 000 km por se-
gundo. Si estas ondas de radar tardan 2.56 segundos para ir de la Tierra a la Luna
y regresar, jcual es la distancia de la Luna a la Tierra?

1) El sonido recorre cerca de 1.7 kilémetros en 5 segundos. ;Cual es su velo-
cidad en metros por segundo? Es decir, ;cuantos metros recorre en un segundo?

m) Un trozo de hierro de 32.76 gramos ocupa un volumen de 4.2 cm’. ;Cuén-
tos gramos de hierro ocupan un volumen de 1 em'?

n) La unidad astronémica (U.A.) equivale a 148.8 millones de kilometros. Si
Jupiter se halla a 800 millones de kilémetros del Sol, jcual es la distancia de Ju-
piter al Sol. expresada en unidades astronémicas?

o) Plutén dista del Sol aproximadamente 40 unidades astronémicas. ;Cudl es
la distancia de Plutén al Sol en millones de kildmetros?

00000000000
POOOBOOODP PG4
R RS
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5. Resolucion de ecuaciones

Ya sabemos resolver ecuaciones en las que aparecen numeros racionales expresa-
dos por medio de fracciones: Ahora, con el mismo procedimiento que conocemos,
resolveremos algunas ecuaciones en las que hay ntimeros racionales expresados en
notacion decimal.

Ejemplo.

a)

Restamos .2 a ambeos miembros

Como (x + 2) = 2 = x y 8 — .2 B, tenemos entonces que

b) 12 % = 48

Dividimos ambos miembros entre 1.2

12x _ A48
_ 1.2x 480 .
Como 15 Xy ) 4, tenemos que

Ejercicio 12. Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) x +2 = 32 b) 24x = TR
c) x+4 =35 | d) 14x = 28
e) e -— 3= 55 fll 2x = .02
gl x — 06 = 24 h) 27x =1

i) 03 +x =3 jJ. 35 = .Ax
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1. Proporcionalidad directa

Un viajero avanza por una carretera recta y hace anotaciones de la distancia que
va recorriendo. Estas anotaciones aparecen en una tabla como la siguiente:

60 120 180 240 300 360

En esta tabla de datos, d es la distancia recorrida en kilémetros y t es el tiempo
medido en horas.

Ejercicio 1.

a] Observe la tabla anterior y conteste estas preguntas:

1. ¢Cuantos kilémetros recorrié el viajero en 3 horas?

2. (Cuéntas horas tardd en recorrer 300 kildmetros?

b) Complete un tercer renglon en la tabla, dividiendo la distancia recorrida entre

-l tiempo, _[%]. y luego conteste la pregunta,

‘120 180 240 300 360

60
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;Como son los cocientes que aparecen en este tercer renglon?

Observacion 1. Si comparamos todos los cocientes de la tabla con el que aparece
en la primera columna dé [a-misma, hos damos cuenta gue: cualquiera de ellos nos
indica el nimero de kildmetros que se recorren en una hora.

Observacion 2. En la tabla se ve que cuando d toma valores cada vez mayores,
también t los toma y viceversa. Es decir, al “aumentar’ la distancia, aumenta”' el
tiempo y al “disminuir” la distancia, también "disminuye’" el tiempo.

En la vida diaria frecuentemente se comparan ndmeros por medio de una division.
Al cociente gue se obtiene de esta manera tambien se le da el nombre de razén, En
este ejemplo del viajero, el comente que se obtiene al dividir el nimero de kilome-
tros entre el numero de horas, es una razon y, segln se observa, todas fas razones
anotadas en la tabla son iguales. Esto nos permite considerar algunas igualdades co-
mo

a las que se da el nombre de proporciones.

Si al anotar en una tabla los datos de alguna situacion o de algun fenomeno ocu-
rre, como en nuestra tabla anterior, que la razon obtenida en’ cada columna es la
misma, se dice que en esa situacion o en ese fendmeno existe proporcionalidad di-
‘recta entre los datos Por ejemplo, en el problema que estamos estudiando hay' pro-
porcionalidad directa entre ia distancia que se recorre y el tiempo que se emplea en
recorrerla.

Analicemos ahora la siguiente situacion para ver si en ella encontramos proporcio-
nalidad directa.
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Al medir, en un Iaboratorlo de fisiologia, la cantidad de ‘sangre gque bombea el

corazon de un hombre cuyo peso es de 70 kilogramos, se encuentra lo ‘siguiente

20 35 50 60 s

(Aqui s es el ndmero de litros de sangre que bombea el corazén 'y t es el tiempo
medido en minutos.)

Observacion. En esta tabla se puede ver que cuando ' ‘aumenta” el valor de s, tam-

bién “aumenta’ el valor de t y viceversa, ctando "disminuye™ s, también “disminu-
ye'' &

Ejercicio 2.

al Anote la razén de s entre t ( ) que se obtiene en cada columna de la tabla.

b) Diga usted como son las 'razones-_—r‘i en esta tabla,

¢) ¢Existe prcporcionahdad directa entre el numero de litros bombeados y el ng-
mero de minutos transcurridos?

d) ;Cuantos litros de sangre bombea el corazon de ese hombre en 1 minuto?
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Ejercicio 3. Puesto que las razones son iguales en todas las columnas de la tabla
anterior, podemos indicar varias proporciones. Complete los datos que faltan en
las siguientes:

20 _ 35 7 35
c) 52 /3

Tomando en cuenta que hay proporcionalidad directa entre la cantidad de sangre
bombeada y el tiempo transcurrido, podemos encontrar otros datos que no apare-
cen en la tabla. Por ejemplo, jcudntos litros bombea el corazén de ese hombre en 3
minutos? '

Solucién. Como sabemos que al dividir el nimero de litros entre el nimero de
minutos, la razén que se obtiene es 5, podemos plantear la ecuacion

X
3

La solucion de esta ecuacién es x. = 15. Por consiguiente, ese corazon bombea
15 litros de sangre'en 3 minutos.

Problema. ;Cuantos minutos deben transcurrir para que ese corazon bombee 40
litros de sangre?

Solucion. Pedemos plantear |a ecuacion.

@:5
X

Como la solucion de esta ecuacion es x = 8, la respuesta es: 'Deben transcurrir
8 minutos’.

Ejercicio 4. Considerando los datos de la tabla dada anteriormente, conteste las
preguntas.

a) (;Cuantos litros bombea el corazon en 6 minutos?
b) ¢Cuéntos litros bombea en 18 minutos?

¢) ;Cuantos litros bombea en 25 minutos?

d) /Cuanto tarda el corazén en bombear 100 litros?
e) ;Cuanto tarda en bombear 150 litros?

f) ;Cuénto tarda en bombear 80 litros?

Ahora vamos a utilizar triangulos rectangulos para seguir estudiando |a proporcio-
nalidad directa. Se llama triangulo rectangulo aguel que tiene un angulo recto, co-
mo el A ABC l(triangulo de vértices A, B, C) que se ilustra a cantinuacion:
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90° ’_

En un tridngulo rectangulo los lados reciben nombres especiales,

S l -~
S -
e L
5o 7 o
0‘&.3“\3:-" S : -~ o
b | = 3
/_;// I =
o | > vl
o
N e _ —
cateto

Ejercicio 5.
a) Mida usted en milimetros los catetos de los siguientes triangulos rectangu-
los y anote los datos que faltan en la tabla.

J
H
Q.
i
G R I K
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(2 es |a medida del cateto vertical y b la medida del cateto horizontal. de cada trian-
gulo.)

En la tabla se observa gue a segmentos a, cada vez mayores, corresponden seg-
mentos b, también cada vez mayares,

b) ;Cémo son las razones % en la tabla?

c) ;Existe proporcionalidad directa entre las medidas de los catetos de todos esos
triangulos? '

d) ¢Cuénto mide el cateto QR del A AQR?

e] Conociendo la medida de OR, calcule la medida del cateto AR (no lo mida
directamente). Después de calcular la medida, mida el cateto y compare sus resul-
tados.

fl ;Cufinto mide el cateto AZ?

|

g) Sabiendo lo que mide AZ, encuentre la medida del cateto ZY, sin medirlo di-
rectamente. Después midalo y compare sus resultados.

Ejercicio 6. De la tabla anterior podemos obtener varias proporciones Complete
usted los datos que faltan en algunas de ellas.

medida de BC medida de DE
medida de AC ‘medida de AE

-b] medida de DE medida de G
o ” ' medida de AG

medida de FG
medida de AG

)

420



) [nedida de JK

_ _medida de H].
medida de Ak [ &

medida de AR e 0

Ejercicio 7. Observe cada tabla y conteste las preguntas.

a)

1. (Al aumentar a, aumenta b?
2. ¢La razon % es igual en todas las columnas?

3. (Hay proporcionalidad directa entre los datos de esta tabla?

"

b}

1. ¢Al aumentar a, aumenta h?
2. jLa razon % es la misma en todas las columnas?

3. ¢Hay proporcionalidad directa entre los datos de esta tabla?

c)
1 22

35 45

1, Al aumentar a, aumenta 6?7

a

2. gla razén = es igual en las dos columnas de la tabla?

3. (Hay proporcionalidad directa entre los datos de esta tabla?
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d)
30 10 5
36 | 12 6

1. ¢Al disminuir a, disminuye b?

.. a : , -
2. ¢La'razén =¥ es la misma en todas las columnas de la tabla?

3. (Hay proporcionalidad directa entre los datos de esta tabla?

e)
39 13
75 25

1. Al disminuir a, disminuye b?

2. ¢La razon % es igual en las dos columnas de l|a tabla?

3. j;Hay aqui proporcionalidad directa?

Problema.
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A un resorte se le suspenden diferentes pesos en un extremo y se le miden los
alargamientos que sufre. Con los datos obtenidos se forma la tabla siguiente:

(p es el peso, medido en kilogramos, que se aplica al resorte y a es el ‘alargamiento,
en milimetros, que sufre en cada caso.)

a) Al aumentar p, aumenta a?

b) (La razén % es igual en todas las columnas de la tabla?

c) ;Hay proporcionalidad directa entre los pesos y los alargamientos, en esta
situacién?

Ejercicio B. Considerando que hay proporcionalidad directa entre los datos ayhb
de la siguiente tabla, complete los cuadros que faltan.

Con lo que llevamos visto hasta aqui, seguramente usted ya puede decidir cuan-
do existe y cuédndo no existe proporcionalidad directa en una situacion dada. En la
siguiente tabla se ilustran las dos propiedades que caracterizan |la proporcionalidad
directa.

Al aumentar a. aumenta b

Al disminuir a, disminuye b.

3 6 12 18 24 30
4 8 16 24 32 40
75 75 .75 15 75 75
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Observacién. Conviene hacer notar que estas propiedades no son independientes
una de la otra. Si en todas las columnas de una tabla, como la que estamos discu-
tiendo, el cociente ¢ razén de a entre b es un mismo nimero, debe ocurrir forzosa-
mente que al aumentar a también aumente b: O que al disminuir a también disminuya
b:

El conocimiento de estas propiedades nos servira para resolver problemas en los
que haya proporcionalidad directa. Veamos algunos ejemplos.

Problema. Si por 7 boletos para una funcién de teatro se pagaron $84.00, jcuantos
boletos de la misma clase pueden adquirirse por $108.007

Es claro que si se tiene mds dinero se pueden comprar mas boletos de la misma
clase. Podemos plantear una tabla como |a siguiente para resolver el problema.

84 108 . = . p——
(pes el dinero que se gasta en los bole-
tos'y b es el nimere de boletos que se pue-
den adquirir.)
7 X
Como el problema es de proporcionalidad directa, las 'razﬂnes-i:— ¥ 12—8 deben
ser iguales.
84 _ 108
7 X
12 =B

La solucion de esta ecuacion es x = 9.

Por consiguiente, la respuesta al problema sera: “'Se pueden adquirir 9 boletos de
-esa clase con $108.00".

Problema. Un automaévil, que viaja con velocidad constante, recorre 255 km en 3
horas. ;Cuantas horas empleara en recorrer 425 km a la misma velocidad? !

Obviamente, si ha de recorrer mas kilémetros a la misma velocidad, tendrd que
emplear mas tiempo. Podriamos plantear el problema con la siguiente tabla

255 425
[d es la distancia en km y
t es.el tiempo en horas.)

De esta tabla obtenemos la ecuacion

3 X

255 _ 425
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Y la solucién de esta ecuacion nos dard la solucion del problema.

Problema. Si se sabe que 125 gramos de sal contienen 50 gramos de sodio, jcuan-
to sodio habré en 30 gramos de sal? !

Desde luego, si tenemos menos sal, tendremos menos sodio.

Podremos formular la tabla siguiente:

125 30

50 X

Y al resolver la ecuacion

125 _ 30
50 X

sabremos cuéntos gramos de sodio hay en 30 gramos de sal.

Ejercicio 9.

Resuelva los siguientes problemas de proporcionalidad directa. _

a) Una enfermera le toma el pulso a un paciente y cuenta 12 pulsaciones en 10 .
segundos, ;Cudntas pulsacfones debera contar en 1 minuto?

b) En 5 minutos los rifiones filtran 625 mililitros de sangre. jCuantos mililitros de-
sangre: f:ltran en 1 hora?

¢) Normalmente un hombre adulte respira 195 veces en 15 minutos. ¢En'qué tiem-
po respirara ¥560 veces?

d) Si una maquina impresora puede imprimir 28 000 pliegos en un turno de 8 ho:
ras, jen qué tiempo imprimird 70000 pliegos?

e) ;Cual sera el radio de una circunferencia que mide 31.40 pulgadas si sabe-
mos que otra cwcunferenma tiene un radio de 3 pulgadas y mide 18.84 pulgadas?

f) La distancia del Sol a la Tierra es de 150 millones de kilometros. Si la luz del
Sol tarda 500 segundos en llegar a laTierra, ;cuantos segundos tardard en llegar a
Marte? Sabemos que la distancia de |a Tiefra a Marte es de 74 millones de kilometros,
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2. Proporcicnalidad inversa

A continuacién vamos a estudiar algunos problemas de tipo diferente a los que hemos
visto.

Ejemplo:

Un fisico irlandés, Roberto Boyle, y un francés, Edmundo Mariotte, realizaron ve-
rios experimentos con gases Y descubrieron una Ley que relaciona el volumen de
un gas con la presion que se aplica a ese gas.

Ohservemos las siguientes ilustraciones de un experimento que hicieron:

A una cantidad fija de'gas le aplicaron diferentes pesos y vieron que al sumentar
el peso, disminuyd el volumen. Al medir los diferentes pesos y volimenes obtuvie-
ron la siguiente tabla:

500 200
1000 100
2000 50
4 000 25

(p es el peso en gramos que se apllca y v es el volumen del gas, medido en centi-
metros cuabicos.)
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Ejercicio 10. Vea la tabla y conteste estas preguntas:
al ;Qué volumen ocupd ese gas al aplicarsele un peso de 1 kilogramo?
b) (Qué volumen ocupd el gas al aplicarsele un peso de 2 kilogramos?

¢) ;Qué peso se aplico al gas para que su volumen fuera de 25 centimetros cabi-
cos? :

d) ¢Bajo que peso el volumen del gas fue de 400 centimetros ctibicos?

En la tabla se chserva que cuando el peso se aumentd al doble, el volumen se redu-
jo a la mitad; cuando el peso aumento al cuadruplo, el volumen se redujo a una cuarta
parte; cuando el peso aumento 8 veces, el volumen redujo 8 veces; etc.

Si se tienen dos conjuntos de datos relacionados, como en la tabla anterior, se dice
que hay proporcionalidad inversa entre esos datos. Aqui, por ejemplo, el volumen del
gas es inversamente proporcional a la presion que recibe. (Esta es la Ley gue descu-
brieron Boyle y Mariotte].

Ejercicio 11.

a) Complete la tercera columna de la tabla, multiplicando p por v.

b) ;Como son los productos p . v en esta tabla?

Segln se observa, en este caso de proporcionalidad inversa hay dos caracteristi-
£as; '
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A _ el producto pv
250 400 100 000

500 200 100 000 es el mismo en

1000 100 100 000 }
todos los

2000 50 100 000

Al aumentar p, disminuye v
Al disminuir p, aumenta v

renglones.

4 000 25 100 000
| | /

Como ya sabemos gue existe proporcionalidad inversa entre py v, podemos encon-
trar otros datos que no aparecen en la tabla. Por-ejemplo, ;qué volumen ocupara ese
mismo gas, si se le aplica un peso de 1250 gramos?

Solucion:

Para encontrar la respuesta podriamos anotar los datos en la siguiente forma:

1250 X

Sabemos que en este caso el producto pv debe ser 100 000. Entonces podemos
plantear la ecuacion

1250 x = 100 000

La solucion de esta ecuacion es x = 80. Por tanto: el volumen que ocupara ese gas
bajo un peso de 1 250 gramos serd de 80 cm’.

Problema: ;Qué peso debe aplicirsele a ese gas para que su volumen sea de
40 cm’ ?

Solucion;
Como el producto p v debe ser 100000, pla‘nteamos y resolvemos la ecuacion
x. 40 = 100000
x = 2500
Por consiguiente, el peso que debe aplicarsele al gas es de 2 500 gramos.
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Ejercicio 12, Encuentre los siguientes datos, gque no aparecen en la tabla dada

al ;Cual es el volumen de ese gas cuando se le aplica una presion de 750 gra-
mos?

b) ;Queé volumen ocupara ese gas bajo una presion de 1500 gramos?

¢) Sien la tabla p = 2500, entonces v =

d] Sip = 4500, entonces v = '

5000, entonces v = |

e} Sip

f) ;Qué peso debe aplicarse al gas para que su volumen sea de 300 cm® ?

g) Siv =75 entoncesp = [:

]

h)y Siwv

12.5, entonces p =

Veamos ahora otra situacion en la que existe proporcionalidad inversa.

Ejercicio 13.
a) Anote en la tabla las medidas de los siguientes rectangulos:

’

il IV

Rectangulo |

Rectangulo |l

Rectangulo Il

Rectangulo IV
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(b es |a medida de la base y a es la medida de la altura, en milimetros, de cada
rectangulo: )

b} ;Cémo es el producto de b por a en todos los casos?

c) ;Qué es en cada recténgulo el producto de b por a?

d) ;Significa esto que los cuatro rectangulos tienen igual area?

e) Al disminuir b, aumenta a?

f) Al aumentar b, disminuye a?

Considerando todas estas caracteristicas, podemos afirmar que “en rectangulos de

igual area, las medidas de las bases son inversamente proporcionales a las medidas
de las alturas'.

Ejercicio 14. En la siguiente tabla todos los rectangulos tienen igual area. Anote
los datos que faltan en la tabla.

12 144

b
3% )

Rectangulo

Rectangulo

Rectangulo Il

Rectangulo 1V

Recténgulo V

Rectangulo VI

Rectangulo Vil

Rectangulo VIII

-_R'_ectén_guic X
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En resumen:

Dados dos conjuntos de datos p y g, si existe proporcionalidad inversa entre ellos,
podemos formar una tabla con las caracteristicas siguientes:

Al aumentar p, disminuye g
Al disminuir p, aumenta q

Obseryacion:

Conviene hacer notar que estas caracteristicas no son independientes una de la
otra, pues si el producto p g es el mismo en todos los renglones de la tabla, forzosa-
mente ocurre que al aumentar p, disminuye g, y viceversa, al disminuir p, aumenta
of

Canociendo estas propiedades. podemos resolver problemas de properc:ienaiidad
inversa. Veamos, por ejemplo, los siguientes:

Pfublenia_.
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Un depésito de agua se llena en 2 horas y _JT empleando 5 surtidores de agua de
igual diametro. ;En qué tiempo se llenara si se utilizan solo 3 surtidores de esos cin-

co?

Evidentemente, si se lisan menos surtidores, tardara mds en llenarse el depdsito.
Solucicn: Podemos plantear el problema con una tabla como la siguiente:

(s es el nimero de surtidores y 1

2 . 222 gs el tiempo, medido en horas.)

0

Puesto que el problema es de prdp‘oréionalid_ad- inversa, los productes (5) (2.25) y
3 (x) deben ser iguales. Asi gue
(5) (2.25) = 3 x
1125 = 3 x
3.7 = X

Respuesta: Usando sélo 3 surtidores, el deposito se llenara en 3 horas y %

Problema.




Un sefior utiliza una motocicleta parair de su casaa su trabajo 'y tarda 12 minutos
viajando a una velocidad de 50 kilometros por hera. (En qué tiempo hara el misma
recorrido viajando a 60 kilémetros por hora?

Esclaro que si el sefior aumenta su velocidad, disminuye su tiempo de recorrido.

Solucidn: Podemos plantear el problema con la siguiente tabla:

(v es la velocidad en .BE".J_ Yt

50 12

es el tiempo en minutos.

60 X

El producto v t debe ser el mismo en los dos renglones. Por lo tanto,

5012 = 60 x
600 = 60 Xx
0= %

Respuesta;  El sefior hara el mismo recortida en 10 minutos.

Ejercicio 15. Resuelva usted los siguientes problemas de proporcionalidad inversa.

al Un ftinace, en el que se almacena agua. se llena en 3.25 horas, empleando, 2
surtidores del mismo didmetro. 4En qué tiempo se llenara ese tinaco si se emplean
5 surtidores iguales a los anteriores?

b) Dos terrenos rectangulares tienen la misma drea. Uno de ellos mide 14 metros
de frente y 24 metros de fondo. Si el otro. terreno mide 8 metros de frente, jcuédnto
mide de fondo?

¢)  Un automovilista emplea 4.5 horas:en ir de México a Orizaba, viajando a una
velocidad de 75 kilometros por hora. (A qué velocidad debera Viajar si desea hacer
el mismo recorrido en 3.25 horas?

d} Viajando a una velocidad de 80 kilometros por hora, un camién de pasajeros
tarda 6.3 horas en ir de una ciudad a otra. Si un camion cGarguetro hizo este mismo
recorrido en 10 horas, ;cual fue su velocidad?

e) Un avign que vueia a 600 kilometros por hora, tarda 3.9 horas en hacer ui
recarrido. ;En qué tiempo hara el mismo. recorrido otra avién que vugla a 800 kilo-
metros por hora?
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3. Problemas

Resuelva los siguientes problemas. Unos son de propercionalidad directa y otros de
proporcionalidad inversa. Para distinguirlos, usted puede preguntarse en cada uno
“;Qué le pasaria a este dato si aumentara o disminuyera este otro?”, tal como lo
hemos hecho anteriormente.

a) El cuerpo de una persona que pesa 70 kg contiene 1.4 kg de calcio. Si se su-
pone que todos tenemos la misma proporcion de calcio, jcuanto calcio hay en el
cuerpo de una persona que pesa 90 kg?

b] Si 4 hombres construyen una barda en D7 horas, sen cuanto tiempo la cons-
truiran 5 hombres? (Consideramos iqual capacidad de trabajo en los trabajadores.)

o e 0
¢) Si un automovil gasta 7 litros de gasolina en un recorrido de 84 km, /jcuantos
litros de gasolina gastard en un recorrido de 130 km?
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d) Si 5 délares equivalen a 136 escudos portugueses, ;jcuantos escudos portugue-
ses equivalen a 7 ddlares?

e) Si 6 jovenes pintan una cerca en 8 horas, ¢en cuanto tiempo la pintaran 4
Jovenes? [Supanemos igual capacidad de trabajo en cada uno de los jovenes. )

= ]

f] En 9 kg de covellina (sulfuro de cobre) hay 5.97 kg de cobre, ;Cuantos kg de
covellina seran necesarios para obtener 7.5 kg de cobre?

g) Una alberca se .va-c.i'a: en 3.5 horas abriendo 5 coladeras. (En clanto tiempo se
vaciara abriendo sélo 3 coladeras?
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h) En 5 kg de querargirita (cloruro de plata) hay 3.76 kg de plata, ;Qué cantidad
de plata habra en 9 kg de querargirita?

i) Como se muestra en el dibujo, un gas ocupa un volumen de 835 cm® cuando
soporta un peso de 2.5 kg. ;Qué volumen ocupard ese gas al soportar un peso de
3.5 kg?

j)  Un cuarto de litro de jugo de naranja contiene 132 miligramos: de vitamina C.
;Cuantos miligramos de vitamina C habré en 3 litros de jugo de naranja?




k) Como se muestra en la figura, un arbol de 1.75 m de altura proyecta una
sombra de 3 m. ;Qué altura tendrd un 4rbol que proyecte una sombra de 2 m en el
mismo instante?

[ Cierta cantidad de gas, que soporta un peso de 7.6 kg, ocupa un volumen
de 247 cm’. Si se desea que esa cantidad de gas ocupe un volumen de 512 cm?, ique
peso debe ponérsele? '

437



n) Las medidas reales de un terreno son de 15.50 m de ancho por 25.50 m de
largo. Si se hace un plano a escala de ese terreno y se desea que el ancho mida
0.13 m, jcuanto debe medir el largo en el plano?

o) En una clase de dibujo al natural, las alturas reales del guetrero y el perro
usados como modelos, son 75 cm y 50 cm respectivamente. Si en el dibujo se debe
guardar |a propotcion y la altura del perro es de 23 cm, ;cual debe ser la altura del
guerrero en el dibujo?

p]' Una casa comercial rebaja todos sus precios proporcionalmente, Si un televisor
de $4,200.00 se ofrece a $3,900.00 ;Cuanto se debe pagar por una bicicleta que ini-
cialmente costabh $700.00? .
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Seguramente usted ha escuchado o leido iexpresiones como las siguientes:

"Hay un impuesto del 10% (diez por ciento) en la compra de articulos de Iu}_o’."'

“El 95% (noventa y cinco por ciento) de los mexicanos hablan espanol”

“En/la farmacia Tal hacen un descuento del 40% (cuarenta por ciento} ™

“El banco Fulano ofrece el 4.5% (cuatro y medio por ciento) de interés anual en
cuentas de ahorro”

iSabe usted qué: indican las expresiones como 10%. 95%, 40% y 4.5%7

Tales e‘gc_pres'iones indican la razén de un ridmero entre 100. Por ejemplo, 10%

95 . 400 es 20 . 450 es A5
1 100" 40% es —— 100 4.5% es 00 ietc:

Ahora bien, ;qué significado tiene la frase "5% de 300"?7

guiere decitr ———— 00 (10 entfe 100); 95% €S

La expresion "5% de 300" se interpreta como. 1(']50 de 300" y'si deseamos, obte-

ner los 130 de 300 sélo tenemos gue multiplicar 130 X 300. (Usted aprendio esto

al estudiar la multiplicacién de ntimeros racionales).

Pe esta manera,

o, o ey el B = G [ |
I._sff.a de 300|es Too de 300 - 00 X 300 = |15

En consecuencia, el 5% de 300 es el nimera 5.

Para atacar los problemas de tanto por ciento, vamos a hacer uso de |a siguiente
definicion: '

Como la razon se puede expresar en forma decimal, podemos manejaria en

100
una notacién o en otra

Ejempla:
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—=_ X
g =

Ejercicio 1. Encuentre usted el nimero que se pide en cada Inciso

al  25% de 40 b)  50% de 12
¢)  75% de i60 d)  10% de 80
e]  12% de 50 ) 1.8% de 300
g) 6% de 500 h) 2% de 100

Problema. En una huerta de 825 palmeras, el 12% de ellas fue atacado por una pla-
ga. {Cuantas palmeras fueron atacadas?

Resolucion, El problema se resuelve si encontramos el 12% de 825.

Cdesgoe = 12 s ane o — ag
2% de 825 100 9

Respuesta. Fueron -atacadas 99 palmeras.
Observacion:

Si dividimos 99 entre 825, obtenemos la misma razon que si dividimos 12 entre
100. Este significa que el 12% es, en este caso, la razon del ntimero de palmeras
enfermas entre el nimero total de palmeras

i 0 sl
100 825
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Sabiendo esto podiamos haber planteado el problema con una tabla de proporcio-
nalidad directa, como la siguiente:

12 X
100 825
A2 A2
En esta tabla, —110%- = A2 y 5—;—5 = 17|Por lo tanto, x es el numero 99,

Problema. Un banco ofrece anualmente el 4.5% de interés en cuentas de ahorros
;Cuéanto ganaran en un ano $500.00 ahorrados en ese banco?

Resolucion.

El 4.5% de 500 es % X 500 =|.045 X 500|= 22.50

Respuesta. Esos $500.00 ganan $22.50 de interés en un ano.
Observacion:

La razén'?ﬁ]y la razon =3

on i . Esto signifi | 4.5% , en este
500 100" S iguales. Es gnifica que e b es _
caso, la razén del interés ganado entre el capital ahorrado. Podriamos haber plantea-

do el problema con una tabla y una ecuacién, como las siguientes:

45 X
100 " 500 X_ = 45
- 500 Ve
X = 22550

045 045

Problema. En 1969 nuestra produccion de azufre fue de 1.6 millones de toneladas.

Si en el Istmo de Tehuantepec se obtuvo el 95% ‘de toda la produccion, jcudntas to-
neladas de azufre produjo esa zona de nuestro pais?

Resolucién. ;Cual es el 95% de 1.67
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85
X 16
570

o - —m
ST S b4 =
1700 1.6 95 1.6

Respuesta. En 1969 el |stmo de Tehuantépec produjo 1.52 millones de toneladas
de azufre.

Observacion:
95  _ 152 _
oo~ > Y 76 98

El 85% es aqui la razén de la produccion del Istmo entre la produccién total del
pais.

95 X
. " X _
100 1.6 E 95
K, = 1552
95 85

Ejercicio 2. Aplicando sus conocimientos del tanto por ciento, resuelva los si-
guientes problemas. (8i lo desea, puede plantearlos como problemas de proporcio-
nalidad directa).

al En una casa comercial ofrecen televisores a $2 500.00 cada uno. Si se compran
en abonqs el precio aumenta un 20%. ;En cuénto sale un televisor comprado a pla-
zos?

b) Jorge solicité un préstamo personal a una institucién bancaria. Si le prestaron
817 000.00 para pagar en un ano con recargo del 12%, ;cuanto debe devolver al banco
al vencerse el plazo que le dieron?

¢) Cierto tocadiscos tiene un precio de $458.00; pero descuentan el 15% si se
paga al contado. ;Cuanto debe pagarse al contado por ese tocadiscos?

d) Si un banco ofrece el 8% de interés anual para el dinero que se ahorra en esa
institucion, ;cuénto debe recibir de intereses una persona que guardd $35 000.00 en
ese banco durante 6 meses?

e) En 1989 la produccion mundial de algodén fue de, aproximadamente, 11 500
millares de toneladas. Si México aportd el 4.6% de esta produccion, ;cuantas tonela-
das de algodon produjo nuestro pais en ese ano?
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f) Tlaxcala ocupa, aproximadamente, el .199% de la extension territorial de la
Repliblica Mexicana. Si sabemos que el territorio nacional es de 1 972 545 kilometros
cuadrados, jcudl es la extension aproximada de Tlaxcala?

g) Aproximadamente el 14.1% de la poblacion 'de México se concentra en el
Distrito Federal. Si sabemos que en la Republica hay 50004 400 habitantes (segun
el censo de 1970), ;cual es la poblacion del Distrito Federal??

h) El cuerpo humano esta formado de la siguiente manera:

oxigeno 65% calcio 2%
carbono 18% . fosforo 1%
hidrogeno 10% nitrégeno 3%
otros minerales 1%

1. Si una persona pesa 60 kilogramos, ;cuantos kilogramos de oxigeno, cuantos
de carbono y cuantos de hidrégeno contiene el cuerpo de esa persona?

2. Si otra persona pesa 70 kilogramos, jcuéantos kilogramos de carbono, cuantos
de hidrégeno, cuantos de nitrégeno y cuéntos de caicio hay en el cuerpo de esa
persona?

3. Cuéntos kilogramos de cada uno de los elementos anotados en la tabla con-
tendra el cuerpo de un muchacho que pesa 40 kilogramos?

Existe otro tipo de problemas de tanto por ciento. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. El 8% de un grupo escolar salié reprobado. Si se sabe que son 6 los
alumnos reprobados, ;cuéntos alumnos forman el grupo?

Resolucién. Si denominames con x al niimero de alumnos del grupo, podremos
plantear el problema asi:

El 8% de x es 6. ;Qué nimero es x?

Esto nos lleva a la ecuacion

o a la ecuacion

(0.8) [(x) = B..

Al resolver cualguiera de estas ecuaciones encontramos gue x = 75. Por lo tanto,
el problema esta resuelto.

Respuesta. El grupo esta formado por 75 alumnos

Chservacion:
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El 8% nos indica, en este caso, la razon del nimero de reprobados entre el total
del grupo. Podriamos haber planteado el problema asi:

8 6
8 - e
X

100 X

08 08 X =15

Ejemplo 2. A un veterinario le informan que el 15% de las ovejas de un rebafo
ha enfermado. Si las ovejas enfermas son 36, jcudntas ovejas hay en el rebano?

Resolucion. Llamemos r al nimero de ovejas del rebafo. Entonces ocurre que el
15% de r es 36. Esta es,

15 _  _ . i
e 36, | o bien, |[.18) (¢} = 36

Al resolver cualquiera de estas ecuaciones hallamos que r es el ndmero 240. Por
lo tanto. el problema esta resuelto.

Respuesta. En el rebafo hay 240 ovejas.
Observacion:

A5 .155,3_5 = 15

100 240

El 15% es aqui la razon del nimero de ovejas enfermas entre el total del rebano,
El problema podria plantearse también asi:

15 36
45 ==
. r 15
100 r
15 A5 r = 240

Ejercicio 3. Usando ecuaciones, resuelva usted los siguientes problemas. (Si lo
desea, puede plantearlos, como problemas de proporcionalidad directa) .

al En el reparto anual de utilidades de cierta compania, un empleado sabe que
recibe el 4%: Si por este concepto recibia $3 700. ;Cual fue el total de las utilida-
des?
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b) En cada programa de television el 30%: del tiempo esta destinado a anuncios
comerciales. Si en un programa hubo 27 minutos de comerciales, jcual fue la dura-
cion total de dicho programa?

6) El diteluro de oro es un mineral que contiene 44% de oro. ;Cuédntos kilogra-
mos de diteluro son necesarios para obtener 8 kilogramos de oro?

d) Al comprar unos carbones para generador cobran 75 centavos de impuesto. Si
tal impuesto es el 3% del precio, ;cuadnto cuestan dichos carbones sin el impuesto?

e) Una persona redujo el 15% de su peso. Si ahora pesa 12 kilogramos menos,
jcual era su peso antes de reducir? :

f) Aproximadamente el 10% del cuerpo humano esta formado por hidrégeno. Si
en el cuerpo de una persona hay 6.5 kilogramos de hidrogeno, jcuénto pesa esa per-
sona?

g) En 1970 aproximadamente el 15% de 'la poblacion cubana estaba formada por
mulatos. Si habia 1.28 millones de mulatos, jcuél era, aproximadamente, la poblacion
total?

h) Aproximadamente el 20% de la cincita (6xido de cinc) es oxigeno. ;Cuanta
cincita es necesaria para obtener 3.2 kilogramos de oxigeno?

Resolvamos ahora otros problemas de tanto por ciento en 'Io']_s gue también pode-
mos usar ecuaciones,

Ejemplo. De un grupo de 50 alumnos, reprobaron 3, ;Qué por ciento del grupo
esta reprobado?

Resolucion. 'Si llamamos n al por ciento de reprobados, podemos plantear el pro-
blema con la ecuacion

n s 50 =3

Al resolver esta ecuacién encontramos que n = .06 y como .06 = '130 = 6%,
ya tenemos resuelto el problema. _
Respuesta. Esta reprobado el 6% del grupo.

Observacion:

4] — _.6_ = _ = . i

El 6% es aqui la razon del nimero de reprobados entre el total del grupo. Podria-
mos haber planteado el problema asi:

50

06
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Ejercicio 4. Usando ecuaciones; resuelva los siguientes problemas. (Si lo desea,
puede plantearlos como problemas de proporcionalidad directa) .

a) Si en 30 kilogramos de cincita hay 6 kilogramos de oxigeno, ;qué por ciento
de la cincita es oxigeno?

b) 8i al cabo de un afio un capital de 2000 pesos pradujo 90 pesos de interés

en cierto banco, ;qué por ciento anual paga ese banco por el dinero depositado en
.el?

c) En Uruguay dedican, aproximadamente, 131 niil kilémetros cuadrados a la
ganaderia. Si la extension territorial de dicho pais es aproximadamente de 187 mil
kilémetros cuadrados, ;qué por ciento de!l territorio se ocupa en la ganaderia?

d) En un terreno de 200 metros cuadrados ‘hay 80 metros cuadrados que tienen
construceion. ;Qué por ciento del terreno est ‘construido?

e) Un joven estudia durante 6 horas diariamente. ;Qué por ciento del dia dedica
al estudio este joven?

) Para elaborar 100 kilogramos de cierta tela se emplean 35 kilogramos de algo-
don. ;Qué por ciento de algodén contendra esa tela?

g) Un conductor llens el depésito de su automévil al empezar un viaje de Méxi-
co a Puebla. Al llegar a Puebla observo que habia consumido 12 litros de combusti-
ble. Si la capac:dad del deposito es de 60 litros, ;qué por mento de ese combusti-
ble se gasts en el viaje?
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Capitulo Segundo

Los numeros racionales

I. Fracciones y nimeros racionales

Ejercicio 1
‘a] ¥ | . b) — Q) — | = dJ: _ '
i) —} k) — el _g_ |

il ey ) o Ry Pl 7

(ox]
FYN

—

=

e - 14
g T 2 16

Ejercicio 2
a) (c) b) (g) c) (a)

d) (A | e) (b) ()

g (&) ! —
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2. Fracciones y nimeros racionales

Ejercicio 3 {

Ejercicio 4

3 0

4

|
=

—
=]
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o=
e

o3| en

12 ? 1 | | | | N | [ | L 1
16

Ejercicio 5
5g o o 30 40 &
12 _ 6 _ 30 — 5=
20 - 3 20 - T TR
3 = Al T i =
15 2; 14 - o5 2 g 5

De estas fracciones, las que representan al mismo nimero racional que % son
105 7 4 gl = . e
20' 70' 14° 8" las gue representan al mismo ndmero que la fraccion 5 SO0 5e 75
3 7 imero B son'd 12 6 30
75 gs Y las que representan al numero 10 °°" 35 25' 26" 100"
3. Los nimeros racionales y los numeros naturales
Ejercicio 6

5 10 _ 1 2 6

a0 20 18 0 3 1 8 8 3 3
4 2 18 1 3 1 3 3 B 1
Ejercicio 7
8 5 2 1 126 f2 15 20
4 1] 2 19 1 1 3 15 4



4. Fracciones que representan un mismo nimero

Ejercicio 8

18 7 .
a —_— = — orgque 18 ¢ 14 — 36 & 7
] 36 14 Ry
b) E#i porque 12 = 6 £ 32 ¢ 5
32 (3]
c) eD, - - 15 porque 20 o 45 — 60 o 15
. 60 45
12 40 . . _
d HE L orgque 12 ¢ 100 60 e 40
] 507 10 O ==
15 3 :
el —_— = — yorque 15 o 4 — 20 e 3
20 4 =
7 135
f — = — orque. 7 = 60 — 12 ¢ 35
) 12 60 BRES
3 60
) = == orque 5 e 72 — 6 e B0
g 6 72 porg
h} %;&% porgue 7 =18 £ 9 e 21
12 28
i —_— orque 12 35 — 15 =« 28
] 15 35 POt 3
10 18
) —_ = — orque 10 = 27 — 15 » 18
i 15 27 B
20 25
k) — — orque 20 ¢ 25 25 o 25
= = 50 porq =
16 20 —
| —_—— — orgque 16 o 25 — 20 = 20
] 20 25 pore
m) i = 2 porque- 3 & 58 — 5 s 32
' 5 53 '

452



n) %—_—% porque 2 » 3x — 3 e.2x
0) ?L:,_?_ porque 2r e« 7 — Tr e 2
7r T
ab b .
p) <= o porgue ab ¢ ¢ — ac o B
) LU L Orgue m e an — n e am
d n ~ an ROIY o
a
r) a_b____ porque ab o x — xb ¢ a
xb X

Ejercicio 9. (Admite varias respuestas. Aqui se da una de ellas.)

5 15 4 8 12 24
. 15 45 : 5 20 18 54
d] 16 48 ) 6 24 ) 25 75

Si usted obtiene como resultado una fraccidn distinta a las dadas, compruebe que
ambas representan a un mismo ndmero racional.

Ejercicio 10. De acuerdo con sus respuestas del ejercicio 9, compruebe multipli-
cando en “cruz”. Aquf lo haremos con las fracciones de arriba.

a) 2915 = 5 6 b) 3¢ 8= 4 ¢ 6§ c) T o224 =12 o 14

d) 15 = 48 16 » 45 g) 5%24 = 6 20 f) 18 s 75 = 25 s 54

Ejercicio i1

a) 8 b) @ c] 3 d) 2
e) n f) x gl a h) ¥
il a + b j} aec k) a° ) a
m) x n a o) b

Ejercicio 12

5

[
=
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25 4 4 18
e) 13 f) 5 g_] El h) 5
4 . 2 4 5
= = K — I ==
i) 5 i S ] = ) 5
3 16 T r
m 5 ) 13 i b P) q
' C X 7 a
9 - r) - s) 3 ) 5
2 3 a 8
u) ? V), E w) b x) =
a+ b X
. 3
Il. Adicién de nimeros racionales
1.' La adiciéon de niimeros racionales
Ejercicio 1
8 6 9 5
a) ? b) "g- c) ? d) T
9 7 . 9 15
= 0 17
Ejercicio 2
7 11 20 18
a) 3 b) - c) 3 d) 5
1" 7 11 n+n _ 2n
T it 9 3 hl —5 15
a 20 o X+ X 2X a + x r + a
L b ) a a k) y L b
Ejercicio 3
Solucidn Comprobacidn
_ 6 3 6 _ 9
A x=g Tt
= 3 A 7 _ 8
b} b z 5 + 7 :
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I
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=G
|

oo|o1
—

b)

d)

f)

h)

j)

o

w|ro
0|~

ol o
IS IES

[~

3
&l@

=
[} B

¢l n %
dl a —?T
e) X %
f) y 0
g b=0
Ejercicio 4

a) 4+ %
c) -%- + %_
e) % + :g—-
0 I+t
D E o+
=+ 2
Ejercicio

a) n = %

e) = 915

100

-
na

-

c) x

gl s

d)

h)

Ejercicio 6

a)

| B

Rl

t.o|m o
cslco

:‘a|-r'--
't.o]m

o[
'c':|-h-

|o

-
o
&le

Blon

&lo




TR I S B
3 4 1 12 12
—_1—_- + 1 = S = o= E
3 4 4 24 24
Comprobacion.
T 14 . Py
15— oz Porgue Te 24 12 = 14
b)
E I S o 1 P ]
3 2 6 6 6
3 2 12 12 12
3 2 18 18 18
Comprobacién.
19 _38 @
= 5 porque 19 » 12 6 ¢ 38
19 5 I ; .
— = = por 19 » 18 = 6 » 57
= e porque » 18 L
3 4 6 9
9 12 18 27
12 16 24 36
5| 20 | 30 45
18 24 36 54
=i
12
=




— = '__8_ porque 19 24 = 12 = 38

o 36 porque 19 « 36 = 12 = 57

10 14

50 70

% | 12
70 98

4 g 56 , 90 146
S 2 =y ==t
5 7T 70 70 70

B 188 que 73+ 70 = 35 » 146
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Ejercicio 7

6 ., 1 _ 18 . 8 _ 926
L T
1 1 2 .3 _ 5
& T35 5 T"E T %
9 . 8 _ 27 . 80 _ 107
© T T3 % T
5 . 1 5 , 3 _ 8
g 3 2 6 6 6
23 12 12 12
k] .1.! -+ _.:I.. = 11 + ....Ei = .@

b)

d)

f)

h)

i

IS

o

o|w

& h’\:

16
20

21
14

2. Propiédades de la adicion

Ejercicio 8
a) —:53-+%

() %+n
b) %+%

@ x+ L
c) n+;—

(b) %+%
d) %-l-x

(a) %-&-%
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e]-:;-'*-x
@ s +r
5
f + =
) z 3
3
o 2L
(e) x Z
g r + s
Ejercicio 9
al] x 3 b) ¥ 3 el n =
d) x = 34 -e]_a_=% fl b=
Ejercicio 10
) L4345 kB 45 9
: 2 2 2 2 2
b]——5-+£ 2 5+ 6 + 2 13
3 3 3 3 3
g B A48 _ S+d+g _ 16
4 4 4 4 4
G B4 5 .8 _ 6+5+8 19
5 5 5 5 5
+ 3 +
AR R T I LN
6 6 6 6 6
f Aoy 8 12 4+ 9+ 12 _25
8 8 8 8 8
gy 8 428, 2 8 +23 +2 _ 33
10 10 10 10 10
W A5 12 13 _ 15 + 12 + 13 _ 40
12 12 12 12 12
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8 _ S5 +4+8 _ 17

i —_ = + = i)
) 25 25 25 25 25
38 38 38 38 38
g 10 12,8 _ f0+12+8 _ 30
76 ?6_76 76 76
D £42 43 _ 6+2+3 1
X X X X X
ml 0128 fo% @49 3
a a a
n) a b e _ atbte
y Y Y ¥

Ejercicio 11

Es posible que usted encuentre fracciones distintas a las gue se 'dan como so-
lugién. '

Compruebe si denotan al mismo nimero racional multiplicando en “cruz".

58 61 82 185
a] ﬁ b] Ei_ﬁ G) éz d] —"'—42
5 20 110 58
el 3 N <53 9 - 5%
20 379 149 23
T Ty k) 60 U

Ejercicio 12

7 ; 2] 5
a) 8 b) 5 c) =
g i1 PO e S ¢
o i1 {4V A
d = o) — [ H
n+ h 5 s g+ X
[
al = ) 7 i) 7
Ejercicio 13
a) Conmutativa b) Conmutativa
¢) Asociativa d) Elemento neutro
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e) Asociativa f) Elemento neutro
g) Conmutativa h) Conmutativa
i) Elemento neutro j) Conmutativa

lll. Sustraccion de nimeros racionales

1. El orden entre los numeros racionales

Ejercicio 1
a) a2 By 2 = 5 B sl o 2
3 > 3 3 < 3 37 < 3
3 1 s 5 2 7
d]—3—>? 91‘3—>_§- f3?<?
7 6 5 2 1 i
g =y M agon Uig<ay
pn 3 -~ 8 5 6 2 3
=<3 W 3 <3 Wim <%
m]—1->0' n) El<l 0}£>0
3 3 3 -
Ejercicic 2
2 3 1 3 5 2
el 5 05 b = > 7 A g
7 5 12 5 87 35
9 = B = > 5 A
23 10 19 24 . 8
9]'3->? h]z‘<'§' D et
. 23 11 . 236

2. Sustraccion de nimeros racionales

Ejercicio 3

o
S—
oW
r
Il
N
@

6 6
Lo o MRS Hs S = 2
9 porgue 9
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b)

c)

d)

e)

f)

a)

h]

)

k)

m)

n)

o)

p)

14 9 _ 5
15 15 15
@ - ¥ B
8 B 8
W, e id
35 35 35
7 19 _ 78
100 100 100
T4 _ 51 _ T8
B0 80 100
2 -0 9
5 5 5
6 6
_.___Q=_
7 7
o 1 . 9
4 4 4
v _ 17 _ 8
X X X
120 8 o 1
a a

X y _x—yY
b b b
a b _a—b
n n n
y X Y=
r r r
T -5 2
10 10 10
86 58 _ 28
100 100 100
8 _ B8 _ 3
10 10 10

462

porque

porque

porque

porgue

porgue

porque

porque

porque

porgue

parque

porgue

porque

porque

porque

porque

porque

5 9 14
75
8 8 8
35 35 35
78 + 19 _ 97
100 100 100
17, 5T _ T4
80 80 80
£ W
5 5 5
6 5]
7 7
Sy L Sie
4 4 4
2 4 T -
X X X
a a a
X g W =yl Y
b b b
a——-b_i_b_»(a—bj‘l--b
n L n
y — X x ly—x)+ x
r T r
10 10 10
28 58 _ 86
100 100 100
5 13 _ 18
10 10 10



Ejercicio 4

. 3 2 it 1 2 3
Al = = = = LS == = = =
3 5 20 '3 9 2F
LI y 13
9 35 15 30 d 5 — 3 20
e) 5 0 = 6 f) W - _i o bien —
8 8 12 3 12
5 1 1 10 Ao s B
9 3 2 18 ) 3 4 12
. 1T _ N 7 _ 33
il 3 — 7 2 5 g 3
2. - 7 14 3 ) 18
2 1 10 2
1 —— e — ] — o= e
m) 3 3 Pl 12 12
. 5 8 _ 14 9 1 _ 8
o) 12 10 120 Pl 10 2 20
5 2 12 5
A 3 3 - 7
. B 2 28 X y xb — ay
8] — — — = — ) — — — = ———
10 8 80 a b ab
7 _i12 580 .4 35 50
- 10 100 1000 10 100 1000
w5 _ 8 _ 420 68 _'600 _ 8000
"7 100 1000 100 000 100 1000 100 000

Si obtiene como resultado una fraccién diferente a las mostradas, compruebe us-
ted si ambas nombran al mismo niimero racional.
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IV. Ecuaciones

1. Resolucion de ecuaciones

[

Ejercicio 1

a) ‘ [’%+.I]+%=_1(5_9+%
Camprobacion: ( —:- -+ % ) + % = % ! %
EF BRSO
Comprobacion: ( % + -g— ) — -g— = %0 — %

Ejercicio 2

La soiu'_ci'dn_ es %

Ejercicio 3

al Restando % a los dos miembros.
b) Sumande — a los des miembros.
¢) Restando — a los dos miembros.
d) Restando —} ' los dos miembros.
€] Restando — a los dos miembros.
f) Restando —2— a los dos miembros.

g) Sumando = a los dos miembros.
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h) Sumando :3— a los dos miembros.

i) Sumando % a los des miembros:

Ejercicio 4

a'}n-z% b].x=-g— c}y=%
Al 5= ¢l y = flom=—
Q]XZ% h]}’:%a l]éi':%
R oy =+ 0 =2
mx=3  my=Z o o=1U
pox=2 @ a=% 0 =3

Si usted obtiene por solucion otras fracciones, pruebe si las fracciones nombran
al mismo nimero racional.

2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

Problemas

a) 'Resolucion.

i 5
o e e
IR
x — _3_.
4
Comprobacion.
3

T + 1? si es igual a %

Respuesta. El nimero que sumado con »;_— da % es %
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b) Resolucion.

Comprobacion:

Respuesta. El ndmero mayor es %
c) Resolucion.
1 5
X 4 — = —
4 8
el [ e
4 4 8 4
3
x — —
8
Comprobacicn.
Be gl o 81y 2 5
8 4 8 8 8
. 3 |
Respuesta. El nimero es —
d) Resolucion.
= 4
6 '3
6 6 3 6
9
x — —
6
Comprobacién.
2] 1 8 4

Respuesta.

466

El nimero es —g—



e) Resolucion.

X + _1_ — 1
2 10
x + l =, l = ._?... =i ..1...
2 2 10 2
- 2
x —_—
10
Comprobacion.
._2_ + l = i -+ i = L
10 2 10 10 10
. 5 2
Respuesta. El otro nimero es e
f) 'Resolucidn.
X — = =6
5
5 5 5
_ 34
X —_—  —
5
Comprobacidn.
5 5 <]
Respuesta. El ndmero es %1
Ejercicio 5
. 1 3 - L
a) Ecuacion. — + x = — Solucidn. X = —
3 4 12
Respuesta. Debe sembrar espinaca en % de su parcela.
b) Ecuacion x -+ L e Solucidn x = 2
| 4. 8 ; 8

Respuesta. Le faltan % de tinaca.
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¢} Ecuacidn.

Respuesta

d) Ecuvacion.

Respuesta.

e) Ecuacion.

Fespuesta.

1)  Ecuacion.

Respuesta.

g) Ecuacion.

Respuesta.

i _ 3 S G
gk 5 i ! Solucion. n =
. ~El ‘otro pedazo es % de pastel,
1 3 S 2]
£, = / 1 = =
X 7 1 Solucion X =
e o3
El cuerpo pesa e kg-

1 9 o 43
X 5 > Solucion X i

Se:sirvieron ‘11—% de bote.
2 7 A .3
efe = = 3 == Bl
X 5 15 Solucion, X 10

Por la planilla azul yotaron % de todos los alumnos.

c = B io ¥ =
> + ¢ 10 Solucion. " C

ol

En corregir cartas ocupa 1% de su jornada.

V. Multiplicacion de numeros racionales

1. La multiplicacion de niimeros racionales

Ejercicio 1
6
sl =
: 24
e) 24
: 100
i 24
1000
1

4468

) 1 e 2
b) 15 ) g G
90 28 1
) T5000 9 J5000 " 35
4D 90 5
12 90 =
D55 5 )
n) 0



Ejercicio 2

e ==

m)

q)

u) 1

b)

£y

i

n)

r)

V)

p)

e

2. Una interpretacién de la multiplicacién de racionales

Ejereicio 3

a)

c)

L S G

d)




Ejercicio 4

4 e 2 2
o) e el
a5 5 10
3 1 3
Sl i i
b) 4 3 12
2 5 10
S B N 8 s
D 5 R = g
2 5 10
) 3 8 24
e] i * _T_. 2_1
4 10 40
Problemas
12 6 1
a e S P
] 0 b]) T c) 3
1 1 17
d) — e] — it =
) 3 600 ] 50 ] 40
2 2 . 1
] = h) — il —
9 ) 5 8
Ejercicio 5
a)
calculo del drea > x 1 = 32
4 3 12
El area es-% de metro cuadrada,
b)

calculo del:area, % X

1

3

S

18

El drea es'% de metro cuadrado,

470




c)

calculo del drea, — X _5. w20,
' 8 24

s

El area es g de metro cuadrado.

d)

2 6

4

caleulo del 4rea, :

El area es %’- de metro cuadrado 6 2 metros cuadrados.

3. Propiedades de la multiplicacion de nimeros racionales

Ejercicio 6
a) Area = base X altura = 4 58 12
5 4 120
Area = altura X base = > x £ = 12
4 5 20
El 4rea del rectangulo es % de metro cuadrado.
b) Area = base X altura = i X 2 =8
5 4 20
Ar_e_a- = altura X base = A e 2 St
n " 4 5 20

El area del rectangulo es 2% de metro cuadrado.
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= o 7 g 63
= X R
c) Area base altura 1 5 20
- 9 T 63
== 4 = =) e SRl e
Area altura base 5 7 50
El drea del rectangulo es % de metro cuadrado.
Ejercicio 7
2 O 2 1 5
£ —_— —_ o — f 0
(e) S (c) - s (f) xe .
m X 9 2
al) = e =— [d)F == —
(] =
Ejercicio 8
a) x F by =z S c) g 2
: _ 28 i 8
_— —— B X = — —5 =
d) p Ts ) g f) a o5
Ejercicio 9
3) v o= [L x 2} x & =35 4 8 _ 315
3 4 6 12 6 72

vo= Lox (2x 8) = T 45 o 315
3 4 6 3 24 72

2 2 2 2 4

3 5 15 30
= 2 X |- X =] = o et S

Y (2 2) % iy i
c) v = E X 3 % i = 3_6 » i = ﬂ
4 4 5 16 3 80

4 4 5 4 20 80

4 4 4 16 4 © 64

4 4 4 4 16 64
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Ejercicio 10

Ejercicio 11

15 64 120 432
al & b} =3¢ ¢} =5 9 S0
84 24a 63x Bab
) =gs TS 9l Zoy h =06
. a‘x
l —
s

Ejercicio 12
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d) Xy el ()
4y r

Ejercicio 14

al y= 1 b) x = {4 c)

' o 2P = 10 -

d =z = el w 23 Tl
= 18

gl =

+

>

Ejercicio 15

b) %_ 4 2 7 a2 14

c)

@ |—=
o
ta
o
2
w
—
o

3 ' — =
d} E._.._.—“_T-____

e)

f a n at

|
l
I
|

3
g) 5 %-ax = 5ax

3.3
h]_s a+.b

Ejercicio 16
2

a) 3 si es el inverso multiplicativo de

2 g
porgue =5 X 5 1
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b) % no es el inverso multiplicativo de ?
ki 10
I oo WIS Y
porque — - = 1
c) % si es el inverso multiplicativo: de &
6 8
R sel S —
porque -= 5 1
T : T o3
d) 3 si es el inverso multiplicativo de 5
10 3 :
— X = ="1.
porque — 70 1
e) 14 no es el inverso multiplicativo de =
porque 14 X % £ 1.
f) l— si es el inverso multiplicativo de x
1 —
porque? e = iy
g) %’— si.es el inverso multiplicativo de }%
pt:n'cu.feE Wy == 1
n m
h) % si es el inverso multiplicativo de %
porque = X b= 1.
b a
Ejercicio 17
a = b 2 0 L 4 23
3 18 6 13
1 - 1
e) oy f) 100 a) 40 h) =
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200 n 1000
m) X n) & o) p)
q) X 8 r P
Ejercicio 18
_ 4 : . B . _ a
al X = b) ¥ : c) b 7z
: 5% 8 3b
— i A gl x = f =3 =
d n o I e 1y T
Ejercicio 19
g L (2412} 2z, 85 399
2 4 3 2 12 24
7 e SR A R I S e U
2 4 2 3 8 6 48 24
b 2 (2,2)_2,4_38
5 5 5 5 5 25
S o 5 5 25 25 25
2 4 5 2 20 40
L .E -+ L @.i. = E -+ E. = Ei = .6_2.
2 4 2 5 8 10 80 40
4 4 4 4
PR R R . I S
4 4 4 4 4
7 il 7 7 7 49
. : .
i o E + _4- & .E = 2_4 + E_ = g:
7 T 7 T 49 49 49




Ejercicio 20

1 S et 1
pi=i = e T :
2 4 gl 24 48
10 10 10| 10 \10 10 100 | 10 10 10 10 100
Ejercicio 21
6 17 , 12 17 a -
et = g — @ 2
S e Tl LIS g =l )
5 3 5 4 3 3 3
— =  — ' — — e e
el T "5 U s e B L
7 6 8 - : :
ol BN, Lt : s+ pixt
(b) < (1.0 7) (e) r's + r’x
_[d)(i +’_+i) i
3 3 3
Ejercicio 22
B -
Al o U ) = Sk oy
. 18 5. _ 18 18 18 5 18 18 90
Bl "2 * o 2y =08y 9, L W o (0 Aok, Il
s 7 R S s R
h \ 9 y 95 by
' '.::'- 5 z 5p
GIRE (I e i) =
g \Y 6 gy  6q
e] a %+r+%)=%aa+rs+—oa
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o 2 TSR e AT e 4\ 9
al gx v x5 (5 5 5) ' 5

' f I.
b) =
) %

=
I
7]
h-|§;_-
Il
o))
]
o

7
8

d) Sey+ Ley=y

w|~ A=

Jlu & wla Zlo """ =|x
S . L, AL
| ®|
| =
Ll
|
i

—_—— 0| sl T oo
S ES
+
t.n|-~
e
Il
|~
=

°
< |
Il
o=

. e B|w /-—-\
+ ol w
+

i
cs-'-‘r‘?

o

efl — &2

gl aex
h). . .

®
G

<[

g Ll L
k) @t x*

W= ——~

= ol
3

@+ b x + y

RHROMAAY

i et A B ff=S

A
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Vl. Division de niimeros racionales

1. La division de nimeros racionales

Ejercicio 1
g .2
g ey
.
.c:.]—5-~.1.2
. 8
o) T 73
12 . 5
9 % Ts
Lo R
E]:i-_ 3
& o F
KBS %
m n
. &, .. a4
NG E g
-
5 =2
q) b
3]_x_-y_
¥ X
Q
u]—+.x_
n y

_ 3e2 - i

5e2 10 b)
_ Te12 _ 84

5e3 i5 ol
_ 151 _ 15 _ -

1'e3 3 = )
_ 12e5 _ 60 _

12 =5 60 ‘ h)

4¢3 12 ’
_ 3s

Tr Y
:_1_‘n_= .ﬂ ]

T¢ m m 4

ab
= — = 1

ab P
_5p

a 2

X%

0 0

nx nx

=

il

7 _ 38 _ 2
97 63
3 _ 121 _ 12
33 g
__._.2 :..4_=‘;
4 et 4
Be2 _
- = 16
3a
2b
3a
Sm
mb
na
i:“]
a
10a 104

|

2. La divisién de racionales y la division de naturales

Ejercicio 2
a) 15 += 18
b)Y 5@ = 7
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1 1 6
1 .
T ey e
1 i 6
e o = 8 08 3
g} 8 =+ 8 - 3
o _23 . 9 _ 23e.1 _ 28
B 28 R e X 169 9
b 2 5 2 5 2
== = = h) 2 + § = — + — = —
gl 5 ; 1 > ) 1 1 5
4 9 4 9 4 9
i =4 1 T 3 I R I
1 1 6 1 1 13
Ejercicio 3
21 2 (6] 9
210 HER g0 dy ==
AT b) 3 DT ) 3
3 ac
e) = ) g) ) 7
b = p. X kj 22 B —
5y y m mii '
| ] vz ) un sl ) gi i
m pil == 0) — = — == —
z 3 7 v < gh h

3. La divisién de nameros racionales y los inversos multiplicativos

Ejercicio 4
15 : 3
= [ e
b 12 ] 32
20 o
I d) 36
c) 5 )
7 1 i 14 8 4 8 3 24
e Ul R il e e == f eI S et e LR ==
B) = 2 3 *27 3 ) 3 9 a2 38
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2 2 1 2 1
g) 0 T 70 } 5 3 45
i —— i ;
i] 100+ — = 10 «6 = 60 B = = g i =9y
B 8
1 7 1 13
i = T = —— =t 5 =13 — =
k) 3 7 3 3 117 13 ® TS 1
4. Una propiedad de la division
Ejercicio 5
G 8 .2 _30 18,6 _ 180 _ 30
’ 5 N 8 10 48 8
Mg T @ 20 16 160 |
s
g o .8 _ 504 _ 42
4 20 30 36 240 20
6
9 108 18 8 2160
Tih e it Ly R s
] 4 4 10 120 80 2]
12
5 60
3 15 30 150 15
@' 200 \
) 106 _ 200 _ i 100 _ 20000 _ A
v 50 50 5000
10 100
. 3 B 3
9) 4 8 4
a an’
h b ay b ayn ay
X bx' xn? Dbxn? bx
¥ ¥
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VIl. Ecuaciones

1. Resolucion de ectiaciones

Ejercicio 1
e 3
a)} Dividir entre oy
(o 5
b) Multiplicar por ==
c} Multiplicar po‘;' 2
d) Multiplicar por 1?
R 3
e) Dividir entre o
f) Dividir entre %

g) Dividir entre 3
h) Dividir entre 3
i) Dividir entre
i) Multiplicar por
k) Dividir entre
[} Dividir entre 6

m) Dividir entre 3

Ejercicio 2

a) X = by b = 15
_ 12 A
d) 3= 3 e) n 24
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q) x:gg h n \4 i) %
Doy =2 W r=10 ) =
m) x=% n) b ':f
Ejercicio 3
c) 4=%.y
4.%=(—52—;.y) .%
2.,
d) $—=%¢a
1.1:(1.3) 3
7 2 3 2
e) n'.%=j5
(no%)-%=6 %
n="2 =2
f) %=a-—65-—
S T T ———
3 5 6 5 = =5
2=
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aJ § o=
: 4 8
3 4 9 4
X8 — W — e ——
4 3 8 3
__ 36
X—.__
' 24
Ejercicio 4
- ] o _
a]x—-a— bl y = 12 el a
d) «x = el v = 14 " f) 4m
' 24 ]
_ 15 4 _ _
gl m = h) 3.m 2
: a B ; Am
= == =
L 3 Ny =5
a b 5 b
— o' o — = — e —
k) b a 3'.6
__5h
x = —
a
Ejercicio 5
a]x——‘S— b) = 40 c)a=1
8 Y 16
1 1
d = = =
) b o el e 0 £ 1
1
)] m = 20 h n = 16 i) = —
g ) 2 51
: | _ 1 X
J]Q"‘-{(i)' k.]H’?—F N x = 1
mit ¥ = A
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2. Resolucion de problemas por medio de ecuaciones

Problemas
ot 3
al Ecuacidn. X s 7 = I
Solucian. X =8B
Respuesta. Ese nimero es 8.
_ X 5
b) Ecuacién. -
= %)
2
: 5
Solucion. o=
6
Respuesta. Ese nimero es %
¢) Ecuacion. «x -E- L2
5 3
Solucion, X = 4
18
- - 10
Respuesta. Ese numero es 8
= X
d) Ecuacion. 7 = 1
8
Solucion, X = S
8
. » 7
Respuesta. El numera es =
el Ecuacion. 5n = i
Solucion. n = L
15
L 10
Respuesta. [Ese numero es T
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f)—FEcuacién. ¢ e = = §
Solucion. c = 12
Respuesta. El nimero es 12,
. : X _ 3
a) Ecuacion. - =
Solucion. X = 12
5
: 12
Respuesta. El nilimero es 1
o 2 1
h) Eecuacion. —ex = —
) U - a 5
5 s
Solucion. X = =
4
Respuesta. El nimero es 73
; o o]
i) Ecuacion. dn = 5
_ 8
Solucion. n 36
. 8
Respuesta. El ndmero es 3%
5
i) Eeuacion. —7;— =5
4
Solucis _ 15
Solucion. X 54
z .15
Respuesta. El nimero es 52
k) Ecuacion. —x‘z— = —g-
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Solucion. X = T
=1, 14
Respuesta. El nimero es i
o X 3
E ! i —
[ Ecwacion 5 q
Solucidn. X = 1—3
! - 18
Respuesta: El nimero es 5
Ejercicio 6
3
Ecuacion, Xo= e
al Ecuacion 3 7i
= _ 24 D
Solucién. x = == = 6§
Respuesta. El segmento AB mide 6 metros.,
b) Ecuacion. x e _;_ =2
Solucion. X = 4
Respuesta. lLa base mide 4 metros:
¢c) Ecuacion. x e 5 = %
Solucién. x = L
10
Respuesta. El objeto mide i% de centimetro.
d) Ecuacion.. 5x = %
Selucién. x = 3
- 10
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Respuesta. Cada barra pesa % de kilogramo.
e) FEcuacion. 300 0% = x
Solucién. X = 50

Respuesta. El iengrane mayor gira 50 vueltas.

O N 9 1 _
fl Ecuacion. 5 5 X
Solucion. ol
12

Respuesta. En la Luna el objeto pesa % de kilogramo.

VIil. Notacion decimal para los niimeros racionales

1. Fracciones y decimales

Ejercicio 1

a) 2 b) 3 e) .75
d) 05 e) 25 fl 45
g) 35 h) 1.375 i) 48

j) 25 k) 9.0 ) 1.0

m) 0.0 n) 5.0 o) 1.428571
p) 35 gq) .008 r) .75
s] 065 t) .08 u) 496
Problema

al No, porgue 63 es un decimal periodico 'y .63 no lo es.
b) Si.
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2. Decimales y fracciones

Ejercicio 2

o 5 3
a — By A== L
T T 9 7%
o 4 .9 . 85
4 X 9 4 85
) 0 e) T f) =
10 20 32
u rp 22 32
9 75 ) 10 5
. 89 50 182
I == k) 50 = — h ===
il 10 ) 5.0 T ) 0
. 28 83 s
T U 9
1 375 - 1618
T ST T
s) 2001 4 30 296 W BO.Q
100 100 100
Ejercicio 3
858 92 5008
A oo b) oo ) 000
g 238 e A o 48
1000 1000 1000
6400 1001 9.075
9) 1000 ) 1000 L 1000
1 409 6 007
) 5000 ) Fo000 ' 0000
30049 54 860 270475
10,000 10000

10 000
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3. Orden

Ejercicio 4

a) .8

d) .008

gl 6

i 8

I

m) 9 =

MO N

09

075

.80

900

b)

e)

h)

k)

n)

9 < 1 c) 32
2

0003 < 001 £

1 -

= < 6 0 .009

A8 = 2 y o7

ol < 10 0 0

TN N N Y

3.09

.09

007

4. Operaciones con nimeros racionales
expresados en notacidn decimal

Ejercicio 5

a)  7.94 b) 2228 ¢) 113.23
d) 52.079 e) 8859 f) 10491
Ejercicio 6

a)  13.11 b)  1.18 c) 282
d  5.03 e) 2554 f) AT
Ejercicio 7

a) 9954 b) 200 c) B289
d) 2091 e) 232 fy 78741
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Ejercicic 8
a) 2.1625 b) 7.05 c) 0375

d) 14.875 e) 023 f) 6.55714285

Ejercicio 9

a) 1266.6 b) 875 c) 881
d 4 e) 9592 f) 10428571
o) 9222 h) 4238571

Ejercicio 10

a) 1000 b) 1000 c) 100
d) 10000 e) 10 f) 100
g) 1,000 h) 100

Ejercicio 11

a) ! b) 1.5 c) 240
d) 12.0 e) 50.0 f) 60.0
g) 20.0 h) 7 i) 04
Problemas

a) 1242 millones de délares.

b) Pesa 200 gramos.
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¢) Se debe pagar $64.40

d) Pesa .555 gramos.

e] 8950 dolares equivalen a 80.55 rublos.

f) 101.75 rupias equivalen a 13.75 ddlares.

g) La diferencia es de 2.113 km.

hl Es mas alto en 2.706 km,

Hay 35.3 gramos de azufre.

==

i) Hay 3.36 kg. de hidrégeno.

k) La distancia es de 384000 km.

) Su velocidad es de 340 m en un segundo.

m) 7.8 gramos de hierro ocupan el velumen de 1 cm?.

n) De Jupiter al Sol hay 5.376 U. A.

)

o) De Pluton al Sol hay 5952 millenes de kilometros.

5. Resolucion de ecuaciones

Ejercicio 12

al x = 1.2 b, %= 3 c) x =48
d)l x = 20 e}l X = 78 fl x = A
gl x =3 hl % = 370 P = 2T
i) x = 35
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IX. Proporcionalidad directa e inversa

1. Proporcionalidad directa

Ejercicio 1
al 1. Recorrié 180 kilometros en tres haras.
2, Tard6 5 horas en recorrer 300 km.

120 180 240 300 360

60

Los cocientes son iguales.

Ejercicio 2

a)

b) Las razones % son iguales.
¢} Si existe proporcionalidad directa.
d) Bombea 5 litros por minuto.

Ejercicio 3

a] 7 b) 50

c) 12 d} 10, 75
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Ejercicio 4

a) 30 litros

d) 20 minutos

b) 90 litros

e) 30 minutos

c)

f)

125 litros

16 minutos

Ejercicio 5

a)
40

46

70

80

98

113

120

57

S

o

57

57

b) Las razones %

son iguales.

c) Si existe proporcionalidad directa.

d) 64
6 _ 4o
AR A6 5 AR
fl 39
ZY —

g) 39

€)

84 _
A6

1l

139.1

465, ZY = 38 X 46 = 179

Ejercicio 6

b) Medida de AE

d) Medida de Al

c)

e) Medida de AQ,

Medida de HI

Medida de AZ.

Ejercicio 7

a) 1. Si b)
2. Si

3. Si
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1. Si
2. No
3. No

c)

Si

No:

No




d 1. Si e) 1. Si

DS 2. 8i

3. Si 3. Si
Problema
a) Si b) Si c) Si

Ejercicio 8

Problema
; W\ = : 25 , _ .
La solucién de la ecuacion £53-§~ = +4x— es x = 5. Por lo tanto, el automovil
tardara 5 horas en recorrer 425 kilémetros.
La solucién de la ecuacién % = 3){—0 es x = 12. Por lo tanto, en 30 gramos

de sal hay 12 gramos de sodio.

Ejercicio 9

a) Debera contar 72 pulsaciones en un minuto.
b) Filtran 7 500 mililitros de sangre en una hora.

c) Respirard 1560 veces en 120 minutos.

d) Imprimird 70000 pliegos en 20 horas.

e] El radio de esa circunferencia mide 5 pulgadas.

f) La luz del Sol tarda 746.8 segundos en llegar a Marte.
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2. Proporcionalidad inversa

Ejercicio 10

a] 100 centimetros clbicos.

b) 50 centimetros clbicos.

c) 4 kilogramos.

d) 250 gramos.

Ejercicio 11

a)

b) Los productos p s v son iguales.

‘Ejercicio 12

a) 1333 centimetros cubicos.
b) 66.6 centimetros cubicos.
c) v = 40 centimetros ciibicos.

(=

d) v = 222 centimetros cibicos.

e] v 20 centimetros cubicos.
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f) 3333 gramos.
g) p = 13333 gramos.

h) p = 8 kilogramaos.

Ejercicio 13

a)

Rectangulo |

‘Rectangulo 1l

Rectangulo |l

Rectangulo 1V

b) Es igual en todos los casos:
¢) Esel area de cada rectangulo.
d) Si
e) Si
f] Si

Ejercicio 14

Rectangulo |

Recténgulo I |\ 8| 18 144
Rectangulo | 8 18 144
Rectangulo IV 6 24 :_”*1'4.41 |
Rectangulo v 3 | 48 144
Recténgulo VI 2 .?2 |
Recténgulo i | 1 | aall
Rectangulo VIl 5 238
Rectangulo  IX Ll 360
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Ejercicio 15

a) El tinaco se llena en 1.3 horas.

b) El terreno mide 42 metros de fondo.

c) Deberéd viajar a 104 kilometros por hora.

d) La velocidad del camién carguero fue de 504 km por hora.

e] Hace el mismo recorrido en 2.6 horas.

3. Problemas

a) Hay 1.8 kg, de calcio en el cuerpo de esa persona.
b) La construiran en 21.6 horas.

¢) Gastara 10.83 litros de gasolina.

d) Siete délares equivalen a 1904 escudos portugueses.
e) La pintaran en 12 horas.

f) Son necesarios 11.306 kg de covellina.

g) Se vaciara en 5.83 horas.

h) Habra 6.768 ka. de plata en 9 kg. de querargirita.

i) Ocupara 596.428 cm’.

i) Habra 1584 mg .de vitamina C.
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k)

)

Tendra 1.16 m. de altura.

Deben ponérsele 3.666 kg.

m) 406.25 pesos equivalen a 32.5 dolares.

n)

0]}

p)

Debe medir .213 metros de largo

La altura del guerrero debe ser de 34.5 cm.

Deben pagarse § 650.00.

X. Tanto por ciento

Ejercicio 1

a] 10 b) & c)] 120
d 9 e) b f) 5.4
gl 3 h)- 2

Ejercicio 2

a)

b)

c)

d)

e)

Un televisor comprado a plazos sale en $3 000.00.

DFbe devolver § 19 040.00.

Se debe pagar $389.30 por el tocadiscos.
Debe recibir $1400.00 de intereses:
México produjo 529 millares de toneladas de algodon en 1969.

La extension de Tlaxcala es de 3925 kilometros cuadrados, aproximadamenie.
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g) En el Distrito Federal, segin el Censo de 1970, habia 7 050 620 habitantes.
|
h) 1. Si pesa 60 kilogramos, tiene
39 kg de oxigeno,
10.8 kg de carbono,
6 kg de hidrégeno.
2. Si pesa 70 kilogramos, tiene
126 kg de carbono,
7.0 kg de hidrégeno,
2.1 kg de nitrégeno,
1.4 kg de calcio.
3. El muchacho de 40 kilogramos tendra

26 kg de oxigeno, .8 kg de calcio,
7.2 kg de carbono, 4 kg de fosforo y
4 kg de hidrogeno, 4 kg de otros minerales.

1.2 kg de nitrégeng,

Ejercicio 3

a) El total de utilidades fue de $ 92 500.00

b) Duré 90 minutos el programa.

¢) Se necesitan 18.18 kg de oro.

d) Cuestan $25.00

e) Pesaba 80 kg.

f) Pesa 65 kilogramos.

g) La poblacién era aproximadamente de 8.53 millones de habitantes.

h) Se necesitan 16 kilogramos de cincita.

Ejercicio 4

a) El 20% de la cincita es oxigeno.
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b)

c)

d)

i el

)

9

Ese banco paga el 4.5% anualmente:

El 70% del territorio se ocupa en la ganaderia.

Estd construido el 40% del terreno.
Dedica al estudio el 25% del dia.

Contendra 35% de algodon.

Se gesto el 20% del combustible en el viaje.
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