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Prélogo

Es un enorme gusto para el Instituto Mexicano de Ciencias y Humanidades el
incluir dentro de nuestras Publicaciones Electrénicas los tres libros bajo los
titulos Algebra I, Il y lll publicados originalmente en papel en el afio 1971 por
la UNAM Textos Programados los cuales son actualmente inaccesibles.

Consideramos que pueden ser muy utiles a los alumnos de las carreras
universitarias que estudian por primera vez estos temas utilizando Ia
instruccién programada.

En estos libros, reunidos en uno solo, los autores nos exponen en el formato
de instruccién programada los conceptos bdsicos acerca del anillo de los
numeros enteros, del campo de los nimeros racionales y de los numeros
reales.

Invitamos a los lectores a disfrutar de este bello texto.

Instituto Mexicano de Ciencias y Humanidades.
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PRESENTACION

Una de las técnicas modernas de la ensefianza es la instruccion programada.
Dentro de esta técnica el contenido de los textos se ordena de modo sistemdtico
y se adapta al ritmo de asimilacion de cada estudiante; existe la participacion
activa a lo largo del curso y se controla constantemente el aprendizaje mediante
el planteamiento de preguntas y la inmediata verificacion o correccion de las
respuestas.

El material de un texto programado se organiza empleando ideas simples, las
cuales se presentan en un orden que facilite la comprension del estudiante. Las
ideas o segmentos de informacién se ofrecen en cuadros légicamente coordinados,
con lo cual se evita que, en alguna de sus fases, la ensefianza llegue a ser dema-
siado fdcil o muy dificil, a la vez que se logra mantener abierto el camino para
que todos puedan adelantar segiin su propio ritmo de trabajo y COmprension.

Conforme van apareciendo los nuevos segmentos de informacion, se plantean al
estudiante cuestiones especificas que, por obligarlo a intervenir activamente, le
reafirman los conocimientos aprendidos, le estimulan y le mantienen atento. Pa-
ra ello, cada pregunta va seguida inmediatamente de la respuesta correcta. Asi
el estudiante se siente alentado por sus aciertos y corrige de inmediato sus errores.

Debido a tales caracteristicas el texto programado se adapta a la velocidad
particular de cada estudiante, lo que no puede hacer el maestro encargado de un
Zrupo numeroso.

Con la ensefianza programada no se pretende sustituir al profesor. Se utiliza
sélo como un instrumento auxiliar, util para iniciar estudios, subsanar lagunas,
desarrollar habilidades o complementar el aprendizaje y de llevar a un punto
optimo su eficiencia y aprovechamiento.

Este libro pertenece a la primera serie de textos programados que prepara la
Universidad Nacional Auténoma de México para ofrecerlos, a sus estudiantes y
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profesores, como parte de un programa general de modernizacion de los métodos
docentes y de superacion académica.

COMISION DE NUEVOS METODOS DE ENSENANZA

-

INTRODUCCION

Este texto de algebra consta de tres fasciculos.

El primero esta dedicado al estudio de los numeros enteros. En la parte
preliminar de este capitulo se discuten, en primer lugar, las nociones 1intuiti-
vas dc conjunto y de funcién, v, en seguida, el concepto de operacion y algu-
nas propiedades de las operaciones.

Mas adelante se trata el tema principal, que es el de precisar cuales son
las propiedades basicas de las operaciones con los enteros. Estas se mencio-
nan como los axiomas de los enteros. Después se demuestran, a partir de los
axiomas, otras propiedades de los enteros que el estudiante conoce vy, final-
mente, se discute el orden en los enteros y se observa que las propiedades del
orden, junto con las propiedades basicas de las operaciones, caracterizan a
€stos.

Se subraya que no importa la naturaleza de los elementos del conjunto de
los enteros, sino las propiedades de las operaciones y del orden.

El segundo esta dedicado al estudio de los nimeros racionales. Se pre-
sentan como una extension natural de los nimeros enteros, en donde los ele-
mentos distintos de cero tienen inverso multiplicativo.

Como propiedad caracteristica adicional se pide que todo racional sea co-
ciente de dos enteros. De esta manera se pueden interpretar los numeros
racionales como cocientes de enteros y deducir las reglas usuales para las
operaciones con fracciones.

Como en el caso de los enteros, se destaca una lista de proposiciones basi-
cas de las cuales se derivan las restantes. Asimismo se le da una importancia
especial al orden.

Finalmente, para preparar la introduccion de los nimeros reales, en este
capitulo se analiza la expresién decimal de los numeros racionales. Se de-
muestra que éstas son periddicas y que cualquier decimal periddica corres-
ponde a un ndmero racional. Esto ultimo permite identificar el conjunto de
los racionales con el de las decimales periodicas. '

En el tercero se estudian los nameros reales. Se muestra primero la
existencia de nimeros que no son racionales, y a continuacién, basandose en
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la interpretacion de los racionales como decimales periddicas, se definen los
reales como el conjunto de todas las decimales (periddicas o no). Se aceptan
varias propiedades basicas acerca de la existencia de las operaciones y del
orden.

Mas adelante se identifican los numeros reales con los puntos de la recta
numerica y se discuten las desigualdades y los intervalos.

Fmalmente, se introducen los conceptos de cota y frontera, los cuales per-
miten enunciar una lista de proposiciones basicas de los nimeros reales que
los caracterizan completamente.

Daremos a continuacion algunas instrucciones para el uso de este libro.

En este libro usted se encontrara con una serie de segmentos de informa-
cion o cuadros, en cada uno de los cuales tendra que elaborar una o més
respuestas.

Ejemplo:

Con frecuencia usaremos letras mayusculas para denotar conjuntos. Por
ejemplo, si 4 es el conjunto de los nimeros naturales menores que 6, entonces

A:{lz« ’ ’ ® }

J— —1

Como puede usted observar, en este segmento de informacion se da pri-
mero una expiicacion y a continuacion aparecen ciertos espacios en blanco
que usted debera llenar teniendo en cuenta la explicacion anterior y la infor-
macion general adquirida en los cuadros precedentes.

El segmento de informacidon termina con una linea delgada, y en la parte

inferior de ella aparecen las respuestas correctas.

Este es un texto programado en forma lineal. Para su aprovechamiento es
indispensable estudiar un cuadro tras otro, en el orden en que figuran, sin
omitir ninguno y sin pasar al siguiente hasta no haber llenado correctamente
los espacios en blanco del segmento de informacidn. Si la respuesta que us-
ted elabore no es la correcta, debera leer nuevamente con toda atencidén el
segmento de informacidn, analizar sus errores y elaborar nuevamente la
respuesta.

Desde luego, durante la lectura de cada scgmento de informacion debera
usted cubrir con ¢l cobertor anexo ¢l espacio inferior correspondiente, con el
objeto de no ver las respuestas antes de haber llenado los espacios en blanco.

Con el fin de que pueda conservar la ilacion légica de las demostraciones
que abarquen mas de un segmento de informacion, se utiliza, al margen, el
simbolo | el cual indica que la demostracién contintia en el cuadro siguiente.
Para 1ndicar el ultimo cuadro de la demostracién se anota al margen el
simbolo | .

XI1I

-

El anillo de los niumeros enteros

Entre los sistemas numeéricos mas conocidos para los estudiantes estan el de
los numeros naturales.

1.2.3.4,5,...
y el de los numeros enteros:
.. =4, -3, -2.-1.0,1.2,3,4, ...

En este capitulo estudiaremos estos sistemas. Supondremos que el lector
esta ya familiarizado con ellos, con sus operaciones y su orden.

El punto de vista que adoptaremos sera ¢l de analizar las propiedades ba-
sticas y ver como de éstas se pueden deducir las demas.

Para lo anterior ¢s conveniente discutir primero los conceptos de conjunto,

funcidn y operacion.
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CONJUNTOS

Uno de los conceptos que se usan con mucha frecuencia en matematicas
es el de conjunto. No se da una definicion precisa de él; se considera como un
concepto primitivo que intuitivamente es bien claro. Hay otras muchas pala-
bras que, seglin el contexto, significan lo mismo: coleccidn, clase, familia,
manada, jauria, etc. En matemdticas usaremos con mas frecuencia la palabra
conjunto, y los elementos de que conste se llamarin elementos del conjunto.

Los elementos del conjunto de vocales del alfabeto son

——

o ——

2

Una forma de denotar un conjunto es escribir una lista de todos sus ele-
mentos entre llaves. Por ejemplo, el conjunto de los planctas del sistema so-
lar es

-
|

1 Mercurto, Venus, La Tierra, Marie, Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno,

Plutén}
El conjunto de las letras que aparecen en la palabra “numero” es

{ > JE . . }

m

3

Al escribir un conjunto con la anotacién anterior se acostumbra no repetir
los elementos distintos. Por ejemplo el conjunto de las cifras que figuran en el
numero 123,251 es {1, 2, 3, 5.

El conjunto de letras que figuran en la palabra “matematicas” es
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Dos conjuntos son iguales si constan de los mismos elementos. Entonces,
al describir un conjunto con la anotacion anterior, no 1mporta el orden en

que se escriben los elementos; por ejemplo, el conjunto {2, 3, 1} también se

.y R A
puede escribir como {1, 2, 3, f3 I, 27,
( 3 ( )

1 | ) .x
{__,__:l___,fr_f: ll 5 R _hh__f y'lk - 1___f-

{1, 3,2}, {2, 1, 3}, V3,2, 17

d

Se puede describir también un conjunto mencionando algunas propiedades
que cumplen todos los elementos del conjunto y solamente ellos.

Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales impares menores que
12 es

1, 3,5,7,9, 11

6

Con frecuencia usaremos letras mayusculas para denotar conjuntos. Por
ejemplo, si 4 es el conjunto de los numeros naturales menores que 6, entonces

\
A=<1, , . ., "

-

- — —_————————— =

2, 3,4, 5

Indique cuales de las siguientes propiedades describen el conjunto
== {3, 6, 9, 12}. A es (diga si o no)

1) El conjunto de los numeros naturales divisibles entre 3.

3) El conjunto de los numeros naturales pares menores que 13.

— P

3

Otra notacion usada para describir un conjunto es la siguiente. Si, por
ejemplo, A4 es el conjunto de los numeros naturales pares, se escribe

A =— { n| n es un numero natural par},

lo cual se lee: 4 es ¢l conjunto de los nimeros n tales que #» es un numero
natural par.
El conjunto de los numeros naturales multiplos de 3 es:

A=1{n|

n es un numero natural muaitiplo de 3

2) El conjunto de los ntiimeros naturales divisibles entre 3 y menores que 14-



Indique qué conjunto de los descritos en 1) 2) 3) es el conjunto

{1, 4,9, 16,25

1) -{n | n es el cuadrade de un numero natural}
2) *{ n| n escl cuadrado de un nimero natural y n < 25
3) < nl n es el cuadrado de un nimerc natural menor o lgl,.al que 5 )
SI NO
S _
2) _
) I _
1) X
2) X
3) X

10

Sean 4 y B dos conjuntos. Se dice que B es un subconjunto de A s1 todo
elemento de B es también un clemento de A.
S1 A es ¢l conjunto

A=191,2,3,4,56,7,8,9;

indique cuales de los siguientes conjuntos son subconjuntos de A4

{2,3,5 7}
10,1,2,3,4,5,6,7, 8}
{1}

{2,3,5,77; {1}

rw

M_m%ﬂh pa il

11

S1 ¢l conjunto B es un subconjunto del conjunto A4 se escribe

A D B que se lee *“4 contiene a B> o también

B C A que se lee B esta contenido en A”

SiA=1{1,234,5 6,7, B=1<{1,23,57ryC=1{2 3,5} lene
los espacios libres con los signos de contencién adecuados.

A B C A A C
B C C B B A

U
M M
(M

12

St un conjunto 4 no estd contenido en un conjunto B se escribe
A& B
que se lee 4 no estd contenido en B o también

B 7 A

que se lee B no contiene a A4,

. L 3 f 1; Jf ‘1 s
Si A = y A, b, C, d, €7y B = 1 d, C, é’,ff, C = A, d, €r, D:'fLa, €,j}
diga cuales de las siguientes relaciones son correctas.

) A ¢ B, 2) A ¢ C, N A & D
4) B & C 5y B ¢ D, 6) C < D
YD ¢ C, 8) D & B, N D & A
10) C % B, 11) C 5 A, 12) B % A

3} Correcta
6) Correcta
9) Correcta
12) Correcta

2) Correcta
5) Correcta

8) Incorrecta
11) Correcta

1) Correcta
4) Correcta
7) Correcta
10) Correcta

T e ———
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Para indicar que un elemento x pertenece a un conjunto A4 se escribe

x € A.
y para indicar que un elemento x no pertenece 2 un conjunto A4 se escribe
x ¢ A
SiAd=-+13,579) entonces 3__ 4, 2__ A
S ¢

14

Sea P el conjunto de los numeros primos; indique cuales de las siguientes

afirmaciones son correctas:
1) 3 ¢ P, 2) 3 €
4H 12 ¢ P, 5) 100 &

P, )12 € P
P. 6) 107 ¢ P

15

Sid=191,2,3,4yy B—=12,3,4,5;
entonces 4 & B porque

¢ By c A
Ademas B & A porque
S y ¢

16

S1 A = {aj b, ¢, h, ]L y B = {h,‘/‘}- entonces A4 & B porque
| c Ay o

pcro B C A porque todo clemento de es un elemento de

—— —— — —— =g

—— i — e — —_————— e e ———r

a«aoboc, aoboc, B, B A

. _ . _ |

17

_—
Para denotar al conjunto que no tiene elementos se utiliza el simbolo & .
Diga cuales de las siguientes igualdades son correctas:
1) @ = {dias de la semana cuyo nombre castellano comienza con la letra 4 }
2) © = {nﬁmeros primos pares}
3) @ = {r[ x esentero, x<<7yx > 12}.

-— - — o — — — — —_—

) correcta, 2) incerrecta, 3) correcta

_ — _

18

M

En la descripeion de algunos conjuntos se acostumbra usar la notacion
<a, b, ...;

en donde los puntos suspensivos indican clementos que, segiin el contexto,
quedan bien determinados.

Por ¢jemplo, cuando escribimos
N=1{1,2 3,...},

ndicamos con esto que N es el conjunto de todos los naturales.
El conjunto

2, 4,6, ...

indica ¢l conjunto de los nimeros naturales

pares
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Otro de los conceptos mas utilizados en matecmaticas es ¢l de funciones. Lo
consideraremos tambié¢n como concepto primitivo.

Una funcién es csencialmente una regla que asocia a cada clemento de
cierto conjunto A4 un elemento de un conjunto B. A varios clementos de A se
les puede asociar el mismo elemento de B. ’

Consideremos la regla que a cada persona asocia su pais natal. Esta cs una
funcion en donde el conjunto A4 es y el conjunto B
es

el conjunto de las personas
el conjunto de los paises

20

Una funcion de un conjunto A en un conjunto B asocia a cada clemento de
A un elemento de B. Si se asocia a alglin elemento de A4 dos o mas elemen-
tos de B a esta regla no se la considera una funcion de 4 en 5.

Si A es el conjunto de jugadores de beisbol de la Liga Mexicana y B es el
conjunto de los 10 equipos de dicha liga, indique cuales de las siguientes reglas
son funciones de A en B:

a) la que asocia a cada jugador los equipos en que ha jugado;
b) la que asocia a cada jugador ¢l equipo en que juega;
¢) la que asocta a cada equipo un pticher.

f— = = - . - = - = - ————

b)

10

21

A ———

Se acostumbra denotar a las funciones con una sola letra, como por cjem-
plo,f, g,.... F, G...., o, U, ...

51 f ¢s una funcion de un conjunto 4 en un conjunto B, cuando s¢ quicren
destacar los conjuntos que intervienen se acostumbra escribir

f:A — B

0 también

A
A > B

Si f es la funcion que asocia a cada nimero entero # el namero #* - 1, y
s1 denotamos con Z al conjunto de numeros enteros y con N al conjunto de
los nimeros naturales, entonces f es una tuncion de Z en N y se puede escribir

22

St f . A > B es una funcion del conjunto A en el conjunto B, el ele-
mento asociado a un elemento x en A se denota con f(x). Por ejemplo
st A = B =7 es el conjunto de los numeros enteros y f es la funcion que
a cada numero entero # asocia el entero 2n, entonces

JQ3) = J=1) = flo) =
JE) = J(n) = J(2n) =

11
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Otra manera usual de indicar ¢l elemento y € B asociado a un elemento
x € A segin una funcion A —— B es escribir
X > )

-

St Z—— Z es la funcidn que asocia a cada numero entero x su cuadrado,
X%, entonces

3 —> , 2 4, —1

y, en general,

N

24

Sif: Z > /. es la tuncion dada por f(n) = n — 5, entonces cl asociado a
7 es ; el asociado a -5 es ; el asociado a § es y el asociado
a 3n €s

-

-10 0
3n—3

25

Sea f: A —— B una funcion del conjunto A en €l conjunto B. Al conjunto
A se le acostumbra llamar ¢l dominic de la funcién y al conjunto B ¢! codo-
minio de la funcion. En la funcion del conjunto de numercs naturales cn el
comjunto de numeros naturcles pares que asocia a cada natural »n el numero
par 4n,
el dominio es
y el codominio es

—_ - —_——— - - .
-_— — f—— e e e = e [

el conjunto N de los niimeros naturales
el conjunto de los numeros pares

] - i

12

26

Una funciéon queda descrita completamente cuando se especifica el codomi-

nio y la regla de correspondencia. Asi pues:
Dos funciones f:A——> By g:C ——> D son i¢uales si se cumplen las con-

diciones

a) A = C (es decir, los dominios de /'y g son 1guales).
b) B = D (es decir, los codominios de f v g son 1guales).
c) f(x) = g(x) paratoda xen 4 = C.

La funcién f:N —— N que asocia a cada natural » el natural f(n) =
(n+ 1) (n -+ 2) v la funcién g:N —— N que asocia a cada natural » el
natural g(n) = n* + 3n + 2 son iguales, pues

a) /'y g tienen el mismo
b) /vy g tienen el mismo

c)
a) dominio
b) codominio

¢) f(n) = g(n) (pues(n + 1) (n + 2) = n* + 3n 4 2)

27

Las funciones f:N —— Ny g:N —— N dadas por

fin) = (n 4+ 1) (n + 2)
g(n) = n* 4 3n + 1
no son iguales, pues no s2 cumple una de las tres condictones para la igualdad

de funclones.
La condicion que no se cumple €s

C)
| |

13
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En ocasiones, dos funciones estan dadas por una misma regla pero no son
iguales por tener distintos dominios o codominios. Por ejemplo, las funciones

17 > 7, o:N - 7

L

dadas por la misma regla

J(n) == —n, o(n) = -n

son distintas pues

———a ¢ m— ——
- —_— e, —— e T e - - .
-—— ———

29

Las funciones f1Z —— Z v g:Z —-> N dadas por

J(n) = n g(n) = n?
tienen la misma regla pero son __pues el de f
es del de ¢.
distintas, codominio,
distinto, codominio

. .

30

En una funcion f:4 —— B, el subconjunto de B formado por todos los
clementos f(x) que se obtienen al tomar todos los elementos x de A4 se le llama
la 1magen de la funcion /'y se denota Im f.

Es decir,

Imf=<{/f(x)|x€A4}|

Sea f:N —— N la funcidn dada por f(n) = 2n. La imagen Im fes el sub-
conjunto de N formado por

- —— = - - . n ——— ———  — ==

todos los numeros naturales pares

14

g

31

Otro concepto que utilizaremos es el de pareja ordenada. A pesar de que
este concepto puede definirse con precision utilizando los conceptos primitivos
de conjunto y funcion, adoptaremos aqui el punto de vista intuitivo.

Empecemoes con un elemplo; con tres elementos a, b, ¢ se pueden formar

fas siguientes parejas ordenadas:

(a.a), (a.b), (a,c), (b.a), (h. ). (h. )
(. ) (o ()

——— - . .. _—_t——,—,—,— - —_— e —  ame - m.r.am

——— fr—_— e —

(b.b), (b.c), (c,a), (¢,b), (c,¢)

———T L A -
- — - —r— [ S—

32

Se habla de parejas ordenadas porque se distingue el “orden” de los ele-
mentos de la pareja.

Por ejemplo, la pareja ordenada (1.4) es distinta de la pareja ordenada (4,1).

De esa manera se puede hablar del primer elemento y del segundo elemento
de una pareja.

El primer elemento de la pareja (1,4) es
pareja (1,4) es

y el segundo elemento de la

1, 4

33

Si A =14 ab,c,de;, escriba todas las parejas cuyo primer elemento sea a
y cuyo segundo elemento sea un elemento de 4.

(aa), (a, ), (_, ), (_._ ) . ),

Las parejas ordenadas cuyo segundo elemento es @ son

{ata)ﬁ (__._5 CT), (__: __),1 ( . ): ( . ).

. — —— . i . ———

—_—— - . - e e e — e —— e ————- —_—

(a,a), (a,b), (a,c), (a.d), (a,e)
(a,a), {b,a), (c,a), (d,a), (e,a)

L

15
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El primer elemento y el segundo elemento de una pareja pueden ser iguales.
Por ejemplo, la pareja (3,3).
Las parejas ordenadas cuyo primer elemento esté en A4 — {1,2,3} y cuyo

segundo elemento esté en B = {2:,3,4} v que tengan 1guales sus dos elementos
son

C. ) (.

(2,2) (3.3

39

Como se puede observar, se ha utilizado la notacién (a,b) para representar
a la pareja ordenada cuyo primer elemento ¢€s a y cuyo segundo elemento es

b, y la notacién { a.b para indicar el conjunto que consta de los elementos
avyb.

Si 4 =1{1,23}, las parcjas ordenadas cuyos elementos estan en A4 son
nueve:

(1,1) (., ) ()
(2, ) () ()
(., ) () ()

y los subconjuntos de 4 que tienen dos elementos son tres:
(R P G N ¢

(1,1) (1,2) (1,3)
(2,1) (2,2) (2,3)
(3,1) (3,2) (3,3)

L2y {1L3) 23]

L p— -r —_ N
m. | Y]

16
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PRODUCTO CARTESIANO

Si A y B son dos conjuntos, el producto cartesiano de A4 y B, denotado
A X B es el conjunto que conste de todas las parejas ordenadas (a,b) tales
que el primer elemento pertenezca a A y el segundo a B, es decir

A X B={(ab)|ac A b € B}
El producto cartesiano de 4 = {1,2} y B = {a,bjc} €S

N

A% B={(La), (Lby, (_, (. _)(_, (.

e - ——— — ————r— T _— i e ————— —_—,— —_——_—

_ (La), (1,b), (1,¢), (2,0),(2,), (2,¢)

]
]
i
r
!
|
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Con mucha frecuencia se utiliza el producto cartesiano de un conjunto 4
por si mismo que se denota 4 X A = A*

El producto cartesiano del conjunto 4 = {—1,0,1} por si mismo €s

Azz{( 11 1} (_]ﬁo)a ( ’ ):-( » )5( 3 )'ﬂ( 2. )?( b )
(., -

r—m— _ A e e ————

| “(.:]j_l)’ (-1,0), (~1,1), (0,.-1), (0,0), (O,1), (1.-1),
(1,0), (1,1)

[
|
;
|

30

En los ejemplos anteriores hemos considerado productos cartesianos de con-
juntos finitos. Sin embargo se usaran con mas frecuencia productos carte-
sianos de conjuntos infinitos, como por ejemplo, N X N, Z X Z 'y mas ade-
lante R X R (en donde R sera el campo de los numeros reales).

Por ejemplo,
N ¥ N = N = ‘;_(:‘H,f?) | Hn € N};
7 < 7 - 7 = F |

L(mn) | mn € Z;

-—r -
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OPERACIONES BINARIAS

Si A es un conjunto arbitrario, una operacion binaria en 4 es una funcién
A X A——> A, es decir, una funcién que a cada pareja ordenada de ele-
mentos de 4 asocia un elemento de A.
St A = N es el conjunto de los numeros naturales, la funcidn
© : N X N > N dado por la regla

o (mmn) =m -+ n
€s una operacion bmaria en el conjunto de los nimeros naturales.
Este ejemplo muestra que la operacion de suma entre ntimeros naturales es

un caso especial de operacion binaria.
En este ejemplo, o (2,4) = , © (4,2) = , © (1,5) =

T .

40

El producto entre nimeros enteros es una operacién binaria en Z, es decir,
una funcion de

Z X L Z

41

-

La diferencia entre nimeros naturales no es una operacion binaria en N
ya que ¢ — b no siempre esta en N, es decir, la funcidon « dada por o (a,b) =
a — b no tiene por codominio a N.

“Indique cuales de las siguientes reglas son operaciones binarias en N.”
a) (a,b) > ab
b) (a,b) > b — a
c) (a,b) > a -+ 3b
d) (a,b) -

S =

42

Eligiendo arbitrariamente un signo, por ejemplo ¢l signo o, podemos escribir
a o b en lugar de ¢ (a,b), y diremos entonces que la operacion esta denotada
por o. Si la operacion se denota, como por ejemplo en el caso de la suma de
enteros, por +, en lugar de ¢ (a,b) escribiremos a —- b y procederemos en
forma analoga con cualquier simbolo que usemos para la operacion.

En la operacién binaria * dada por ¢: 4 X A —— A escribiremos en lugar

de © (a,b), -

43

Si en Z definimos una operacion binaria mediante (a.b) — a* + b° y deno-
. F . . 3
tamos la operacion con A, es decir, a A\ b = a* + b, entonces

1 A1

|

1
o W A
|

O W
> > >

2, 25, 25, 8

14

Si en N definimos una operacion binaria mediante la regla (a,b) — a + 2b

y denotamos esta operacion con { ], entonces
a b =
b a =
2 [13 =
a 3 =
1 ] =
a a —

— L ——r— e

a+ 20, b+ 2a, 8, a -+ 6, 3, 3a




45

U

Sea / la operacion binaria en Z dada por

a N\ b = ab’
Entonces

2 N 3 =

2 A 3) A 2=

Para mayor fluidez del lenguaje, cuando no se preste a a confusiones, en lu-
gar de decir ““‘una operacion binaria en un cenjunto A’ diremos simplemente
“‘una operacion en 4”, o simplemente “una operacion’.

47

Una operacion binaria o en un conjunto 4 se dice que es conmutativa si
adob = bo a

para todos los elementos a, b en A.
; Cuales de las siguientes operaciones en Z son conmutativas?

a) (a,b) — a + b
b) (a,b) — a — b
c) (a,b) — a + 2b
dy (a,p) — 2a + 2b
e) (a,b) — 2ab

f) (a,b) — a* b

20
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Una de las propiedades que tienen muchas de las operaciones, que se con-
sideraran mas adelante, es la asociativa. Una operacion * en A es asociativa si

(a*b) *c=a * (b * )

para todos los elementos a, b, ¢ en A.

Por ejemplo, en los numeros naturales, la suma y el producto son opera-
ciones asociativas. En este caso, se tiene

(@ 1+ b) + ¢ =
(ab) ¢ =

para todos los elementos a, b, ¢ en N.

-—a

T S —

a+ (b+c)
a (bc)

49

Desde luego, hay operaciones no asociativas. Por ejemplo las operaciones
*en Z dada por a * b = a — b no es asociativa pues

(3*5) *2 = =

!

3% (5%2) = —

|

que no son 1guales.

(3—5-2=22—_4
3 (5—2)=3-—3=0

511,

A menudo usted habra notado que se usan expresiones como 3 + 5 -+ 9.
;Cual es su significado? La podemos interpretar como 3 + (5 ++ 9) o bien
como (3 4 5) + 9.

Pero como la suma es asociativa
B+35)4+9=3+6+9y3+ 5+ 9es éste, valor comun.
; Cual es el significado de 4-8-5 en N?

e

4+:8:5=4-(8-5 —=(4-8)-5

21
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En el conjunto Z de los numeros enteros hay un elemento, el 0, que tiene Hay operaciones que no tienen elemento neutro. Por ejemplo la operacion
las propiedades en Z, dada pPoOr la regla
n+0=ny0+n=n m*n=m—n
para todo numero entero . no tiene elemento neutro.
Si * es una operacion en un conjunto 4 y A4 tiene un elemento, digamos e, En etecto, si e fuera un elemento neutro con respecto a esta operacion,
con la propiedad 1) 1 *e= por ser e neutro
e*a=aya*e=a | y demas
para todo elemento a de A entonces se dice que e es un elemento neutro con | 2) 1 *e=1—e¢ por la definicion de *.
respecto a dicha operacion. De 1) y 2) se obtiene que

En el conjunto de los enteros, un elemento neutro con respecto a la suma

es el nimero l =1—e¢
) N ) de donde e = 0
0 Pero
__ _ _ 3) e*l = por ser e neutro
y
4) e*l1 =0*1 =0—1 = |

D2

-

por la definicién de * y el hecho ya comprobado de que ¢ = 0.
Las afirmaciones 3) y 4) son contradictorias, puesto que 1 #
Por lo tanto no existe ningin elemento neutro.

et -

En los niimeros naturales, 1 a=a-1 = a, por lo cual 1 es un elemento
con respecto a la multiplicacion.

neutro

>3

Si /\ es la operacidon en Z dada por la regla :

mA\n=72m-+ n,
se tiene que |

a N\ 0= # a (en general) |
y
0N a= l
Por lo tanto 0 no es elemento de Z con respecto a la opera- !
cion /\. {
2a - a |
neutro

23

22
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W

Si un conjunto A tiene un elemento neutro e con respecto a cierta opera-
cién, éste es Unico; es decir, hay un solo elemento neutro. En otras palabras
una operacidon en A no puede tener mas de un solo elemento neutro.

En efecto, supongamos que e y ¢ son dos clementos neutros con respecto
a la operacion *. Entonces, ya que e es elemento neutro,

e ¥ a — para toda a en 4

-

y, en particular

Ademas, siendo ¢’ también elemento neutro,

1) a * e = para toda a en A4
y asl,
2) e * e =

De 1) y 2) se sigue que

e e,

lo cual demuestra lo afirmado.

06

En los numeros enteros Z: las ecuaciones de la forma
m -~ X = R

(0, equivalentemente, x + m = n) tienen siempre solucion.
Por ejemplo en las ecuaciones

34 x =2 la solucidn es
2 4 x = -3 la solucion es
-3+ x=0 la solucion es
x + (-7) = -2 la solucion es
x + 3 = la solucion es

24

S
U —————
Si * es una operacion en un conjunto 4 se dice que la ecuacion
a¥*x=2>»,

con a, b en A tiene solucién si existe un elemento c en 4 tal que a * ¢ = b.
Analogamente la ecuacton

x *a=2>=b

con a, b en A tiene solucion si d en A tal que

existe un elemento

23

M_-—__-w

Hay operaciones para las cuales las ecuaciones
a*x =25

no siempre tienen solucion |
Por ejemplo, al considerar la operacion —+ en los numeros naturales N la

ecuacion
2 - x =1

|

no tiene solucidn (en N), pues la solucion es x = -1 ¢ IN.
Indique cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion en Ny cuales
no tienen solucion en N.

a) 3 -+ x=2

b) 2+ x =23

c) S+x=71

d 7+ x=>75

e) 8§ +x =10
a) no tiene c) si tiene
b) si tiene d) no tiene

e) sitiene

M

25
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Si en los numeros enteros Z consideramos la operacion /A dada por
m /\ n = m— n, (m,n € 1)

en las ecuaciones

3 A x = 2 la solucion es
2 A x = 3 la solucion es
x A\ 2 = 3 la solucion es
x N\ 3 =2 la solucion es
(-3) A x = (-2) la solucion es

60

ey e I T

Para la opzracion de multiplicacion en Z las ecuaciones

m x — H

no tiene solucion para toda m, n en Z. De hecho hay solucion solamente
cuando m divide a n, o bien, cuando n = 0 (en este caso todo entero es so-

lucion).
; Cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucion?

a) 2 x = 4

by 3 x =4

¢y (1) x =7

d) 0x =5

e) (-2) x = 0.

a) c) ¢)

6]

e L -

Consideremos una operacion asociativa * en un conjunto 4 con respecto a
lo cual A tenga un elemento neutro e. Si las ecuaciones

a* x = e, X *aga=ope

tiene una solucidon comun. esta es unica, En otras palabras; si

a ¥ b= ¢ b * a— ¢
a ®* ¢ = e ¢c Fag—e
entonces b = c.

Demostracion
Las hipotesis son que 6 y ¢ son soluciones, es decir:

a *b =e b *a=ye (1) (1)
a * c e c *a=e (2) (27)

Se tiene entonces
c=¢e¢e *c=Mh*a) *c=5b%F(a Fc)y=5b%*e=>

a) b) C) d) c)
Indique por qué son ciertas las 1gualadas
a) por sei e el elemento con respecto a *,
b} por la hipotesis (. ),
c) por la propiedad de la *,
d) por la hipotesis ( ),

con respecto a *.

¢) por ser e el elemento

RN U R —— . e —— —— s = fm

neutro, 1°, asociativa, 2, neutro

—_

02

Consideremos la operacion de + en Z. Como ya sabemos en Z hay un
elemento neutro con respecto a esta operacion, que es el 0. La solucion de

la ecuacion
a-+x =20

se denota por —a y se llama el inverso (aditivo o con respecto a la suma) de a.
El inverso aditivo de 3 es la solucion de la ecuacion

y se denota por

. RS —— p—

——r—— - [E—
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-

[a solucién de la ecuacion
-5 + x =0
== y se llama el “aditivo de -5.

——— e — ——— ——

——— - . RN TR = —— —

~(=35) = 35 INVErso

64

Como se vio antes, si se tiene una operacion asociativa * en un conjunto
Ay A tiene elemento neutro con respecto a *, cuando las ecuaciones

a*x=e xX*a=e
tienen solucion comun, ésta es unica. En este caso se dice que a tiene inverso
y a este unico elemento de A que es solucion se le llama el inverso de a (con

respecto a *).
St [] es una operacion asociativa en 4 y e es el elemento neutro de A4 con

respecto a [ ], el mverso de a € A existe si las ecuaciones

tienen solucion comun.

al]lx=e X a = ¢e

—_—— - ——— T —— - = A e——— A A o
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DISTRIBUTIVIDAD

81, como en el caso de los numeros naturales N se tienen dos operaciones,
la de suma y producto, podemos considerar propiedades en las que figuren

ambas.

Por ejemplo
34+ 5)=34-+43+35,

y, en general, si a,b,c € N,
a(b 4+ c) = ,

propiedad que se conoce con el nombre de distributiva (del producto con res-
pecto a la suma). '

ab + ac

28

!
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Supongamos ahora que @ y « son dos operaciones en un conjunto 4. Di-
remos que ¢ distribuye por la izquierda a @ st
a*(bDc)=1(a=b)D@*c
para cualquiera a, b, ¢ € A. Analogamente se dird que » distribuye por la
-1 derecha a @ si
| (a@b)yec=1(ae*c)®D Do)
La propiedad distributiva por la 1zquierda de ¢ con respecto a o €s
a @b c)=

y la propiedad distributiva por la derecha de (P con respecto a © es

(@ b)®c=

C e e e

(@D b)*(a@ c)
(@D c)s (b® o)

67

LOS NUMEROS ENTEROS

En la seccion anterior se analizaron propiedades relativas a operaciones bi-
narias. Ahora destacaremos cudles de estas propiedades satisfacen las opera-

ciones de suma y producto de numeros enteros.

PROPIEDADES DE LA SUMA

AXIOMA 1. La suma de mimeros enteros es conmutativa; es decir, sl

a, b € Z, entonces

29
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AXIOMA 2. La suma de nuimeros enteros es asociativa; es decir, si |
a,b,c 7., entonces ‘

(@ -=bh) + ¢ = | ~ J

69 i

AXIOMA 3. Existe en L un elemento neutro para la suma, el 0. Es decir,
s1 @ € 7., entonges

a—0=0-1q=

—_———_— ————ee— - = mm—tm s — A a . —

Tl

AXIOMA 4. Para cada entero a, existe en 2. su inverso aditivo que se denota
por —a. Este elemento tiene las propiledades

a -+ (—a) = ,r
(—a) +- a =
0
0 |
S—— SR l
71

PROPIEDADES DEL PRODUCTO

AXIOMA 5. E/ producto de numeros enteros es conmutativo; es decir, si
a, b € Z, entonces

AXIOMA 6. El producto de numeros es asociativo; es decir, st a, b, ¢ € Z,
centonces

. (ab)c ==

73

e

AXIOMA 7. Existe en Z. un elemento neutro para el producto, el 1. A este
niimero se llama también el elemento idéntico (respecto al producto) y, si

a € 1, entonces

al =1a =

-

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

AXIOMA 8. En Z el producto distribuye a la suma; es decir, st a, b, ¢ € Z,
entonces

N
et
>
1
™
 —
|

31
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AXIOMAS DE ANILLO

Si, como en ¢l caso de los niameros enteros, se tiene un conjunto con dos
operaciones (que por comodidad llamaremos suma y producto) las cuales cum-
plen los axiomas 1-8 gque acabamos de discutir, es decir:

a) la suma es conmmutativa, asociativa, tiene elemento neutro y cada elemento
tiene inverso aditivo.

b) el producto es conmutativo, asociativo y tiene elemento neutro multiplica-
tivo (lamado también idéntico),

¢) el producto distribuye a la suma,
entonces se dice que dicho conjunto, con las dos operaciones es un anillo con-
mutativo y con elemento idéntico.

De acuerdo con esto se puede decir que Z con las operaciones -+ y * es

—
-

un anillo conmutativo y con elemento idéntico

-

76

Los nimeros naturales no son un anillo conmutativo con elemento idéntico
porque la suma no cumple los axiomas y 4.

—_—

32
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Ademas de los niimeros enteros existen otros muchos anillos.

Daremos a continuacion un ejemplo.

Sea A un conjunto con dos elementos

A = {a,b};

Definamos en A una suma con la tabla:

— lal b

a \a| b

b | b| a
Esta tabla nos indica que

a + a=a

a +b=2>

b+ a=0>=

b+ b =a
El producto lo definimos con la tabla

® ‘ a l b

a | al a

b | al b,
la cual nos indica que

aea=udqa

ae*b =

be*a=

b b — ¥

33
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La suma definida por la tabla es conmutativa; en efecto, las parejas posibles
x, y de elementos de A son |

X=4a, y=uda
xX=a y=20,
XxX=05b, y=a
x=b, yv=25>b

=

Ahora bien, observando la tabla en cada uno de estos casos verificamos que

X+ y =

para toda pareja x, y de elementos de A. v

y T X

79

La suma definida por la tabla es asociativa. Para demostrar esto tendremos
que verificar que para toda terna X, y, z en A4 se tiene que x + (y - z) =

(x -+ y) + =z

Consideremos pues todas las ternas posibles que son

a, a, a b,

a, a, b b, ., _

a, b, a b,

a, b, b b, !

34

I i iy UV i - e, 1'11.L3._- o el . oma - .

o()

Por comodidad repetimos la tabla

+lalb
a |alb.
b | b a
Calculamos ahora x + (v + ) y (x + y) + z para todas las ternas posi-

bles que tenemos escritas, y, efectivamente se tiene que la suma es asociativa,
ya que

a+(a—a =a-+a=1(a+a + a
at+(a+bhP=a+b=(@+a + b
a+(b+a)=a+ b=
a + (b + b) = =

I
—

b+ (b+a=5b+b=(0b+10b) ta
ht-(b+b=bta=({b-+b+5b

S )

ol

La suma definida por la tabla satisface también las propiedades restantes
caracteristicas de la suma en un anillo; éstas son: La existencia del elemento

para la suma y la existencia, para cada x € A, de su

aditivo.
No verificaremos que estas propiedades se satisfacen. v

e Fr W A=

neutro
INverso

35
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Repetimos ahora la tabla del producto

o | a | b
alala
bl alb
El elemento 1déntico es b, pues para toda x se tiene hx = xb = x: en efec-
to. de la tabla se deduce que
ab =
ha =
bh == . 4

33

Las propiedades del producto que restan por demostrar para ver que éste
es el producto en un anillo conmutativo son:

a)
b)
Estas se cumplen pero no lo demostraremos. i
Asociatividad
Conmutatividad

A ————

o4

Finalmente, para comprobar que 4 = {a, b} con la suma y el producto da-
dos por las tablas es un anillo, falta demostrar la distributividad. Como en el
caso de la asociatividad esto se prueba directamente (utilizando las tablas)
comprobando ocho igualdades, algunas de las cuales son:

a(b -+ b) = a= ab -+ ab
a(a + b) = = aa + ab |
b (b -+ b) — — bb + bb. ]
a
b

36
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PROPIEDADES DE ANILLO DE Z

Hemos observado con anterioridad que en los enteros la suma y el producto
satisfacen los axiomas de anillo conmutativo; veremos ahora como, a partir
de éstos, se pueden deducir algunas de las propiedades de los enteros.

LEY DE CANCELACION (1ZQUIERDA) PARA Z.

TEOREMA. Sia, b y ¢ son enteros y a + b = a + ¢ entonces b= c.
Demostracion.
Dividiremos la demostracion en varios pasos. Por hipdtesis,
1) a+b=a- c;
ahora, existe —a tal que
2) (-a) +a=0,
por lo que
3) (-a) 4 (@ + b) = (-a) + (a + ¢)
impiica
4) ((~a) +a) + b= ((-a) + a) + c.
de donde por 2)
) 0+H=0+c¢
y entonces
0) —
lo cual termina la demostracion.
La jgualdad 2) es una consecuencia de la propiedad del

mmverso aditivo

e ————————

06
3) implica 4) por la propiedad es decir
(-a) + (a + b) = S
(—a) + (a + ¢) = . |
asociativa
(-a) + a) + b
(@) + a) + ¢

37
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5) implica 6) pues
0+ 0= —- y Como se recuerda en los enteros al multiplicar O por cualquier entero se
0+ ¢= o obticne 0.
— — B —— . - T Veremos ahora que a partir de los axiomas podemos demostrar csta pro-
b, ¢ piedad.
TEOREMA. Para toda a € Z se tiene
Oa = 0.
| Demostracion
33 e
') 0a = (0 - 0)a = 0a -+ Oa
No todas las propiedades se demuestran utilizando dnicamente los axiomas | ( l”) (2',)
stno que en ocasiones utilizaremos propiedades ya demostradas; como por | |
ejemplo, la ley de cancelacion por la derecha se puede deducir de la ley de y por el corolario anterior
cancelacion por la izquierda y la propiedad conmutativa. 2) Oa = O

lo cual completa la demostracion.

LEY DE CANCELACION (DERECHA) Ya que O es elemento neutro la igualdad (1°) es cierta pues

|

S1 a,b,c son numeros enteros y a + ¢ =— b + ¢ entonces a — b. En efecto, if T i T
. . . ’ . — |
por la propiedad conmutativa y la hipdtesis tenemos ¢ + a = ¢ + b y por i 0=0+0
a,b ! 91
_;' La igualdad (2) es valida por la propiedad del producto
respecto a la suma. _ |
39 B
distributiva

COROLARIO. St a Vv b son enteros y

a +-b=a

entonces b— 0.
Demostracion. Por hipotesis

a+b=a=a—+70

y por la ley de cancelacion se tiene -

92

LA W, " Y . e e e VA

Otra consccuencia de la ley de cancelacion es el

COROLARIO. L inverso aditivo del inverso aditivo de un nimero entero
e L | | ¢s a. Es decir.

h, 0 (—a) - !

——— . _ . . — - —_————— T - — - —_—

m

39
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O

Demostracion. Por la definicion del inverso aditivo de un entero, se tiene

que
(~a) + a = __ = (-a) + (—~=a)).
De aqui se obtiene
a = —(-a)
por la ley de . y

0, cancelacion

O

94
U

Demostraremos ahora las llamadas “reglas de los signos™. La regla que

dice (-) (+) = (-) debe interpretarse como Sigue:
TEOREMA. El producto del inverso aditivo de un entero a por un entero b

es igual al inverso aditivo del producto ab.
Es decir,

(—a) b = - ¢

~(ab)
__—__———-—————-—-‘—‘-———"—————_———"_——__————_‘————_—_
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Demostracién. Por la ley distributiva

(-a) b + ab =

Pero (-a) + a = 0 por ser -a el
(~a) b+ ab = ((~a) + a)b=0b6=0

Por lo tanto ab es el inverso aditivo de (—a) b, es decir

(~a) b = ~(ab). |

de a. De lo anterior

(-a) + @) b

inverso aditivo
| -

40
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Como caso particular del teorema anterior, cuando a = 1, tenemos que
(-1) b =

9

La regla tradicional de que (-) (-) = + debe interpretarse como sigue:
TEOREMA. E/ producto de los inversos aditivos de dos enteros a y b es igual
al producto de los enteros a y b. Es decir,

(_a) ("‘b ) — : w‘r

ab

98

Demostracion. En la demostracion del teorema anterior vimos que
(—a) b -+ ab = 0.
Por otro lado, en forma semejante tenemos:
(~a) b + (-a) (-h) = (-a) (b + (b)) = (-a) 0 = 0.
Por lo tanto,
(-a) b + ab = 0 = (-a) b + (-a) (-b).
Por la ley de , ab = (—a) (-D).

i -

]

cancelacion

99

Como caso particular del teorema anterior, cuando @ = b = 1 tenemos que

1) 1) = _.

_— = == —— ——— - - - —_— . - . . —_———— ——— - —

4]
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RESTA O DIFERENCIA

En lugar de considerar la resta de nimeros enteros como una nueva opera-
cion es mas conveniente definir ésta utilizando la operacion de suma y los

inversos aditivos.
DEFINICION. Si a b, € Z la diferencia a — b es el entero

a—>b = a -+ (-b).

Por ejemplo.
7—8 =7+ (-8)
(-3)— (4 =(3) +4 yaque —(4)=__.
a —{-b) =a + b ya que —(-b) = .
-a b = -a + (-b)

b
101
Con esta definicion de resta es claro entonces que

alb—c¢)=ab—ac

pues el primer miembro de la 1gualdad es
a(b+ (-c)) = ab + a(-c)

por la propiedad y el segundo miembro es
ab + (—(ac));

estos dos enteros son iguales, ya que
a(-c) = - (a c).

distributiva

42
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Justificaremos ahora algunas de las reglas “mecanicas” utilizadas desde la

ensefianza secundaria. Por ejemplo, se recuerda que — (a + b) = —a — b,
0, como se decia, “para quitar paréntesis precedidos de un signo menos, se

les cambia el signo a todos los términos incluidos en el™.
Observemos que esta formula puede escribirse:

—(a + b) = —a— b = (—a) + (-b)
Ahora, en forma precisa lo anterior se diria: el inverso aditivo de la suma
de dos nimeros enteros es igual a la suma de sus L

— —_— —_—

inversos aditivos

W
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Una manera de probar la férmula anterior es la siguiente:
Por un teorema anterior,

—(a + b) = (-1) (@ + b)
y por la propiedad distributiva (axioma 8)
(-1) (@ + b) =
nuevamente poi el mismo teorema,
- a+ (-1) b = (-a) + (-b).
Aplicando ahora la definicion de diferencia tenemos

(—a) + (-b) =

Combinando todas las igualdades anteriores se obtiene ¢l resultado. !
__
-1)a + (=) b
—a — b

. - —

13
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f

Justificarem : |
rse un £ 05 ahora la.regla conocida como “en una igualdad puede pa- . .
0 termino de un miembro a otro cambiando su sieno” Analogamente, S|
Por ejemplo si eno .

a—b=c¢c
a—+ b=_c | | entonces
entonces ; a=c¢+ b
a=c—b | 4 En efecto, por la definicion de resta,
En efecto, ya que b es un entero, 4 tiene inverso aditivo — b. Ya que a—b=a+ (=)
. atb=c - | De la igualdad
s¢ tiene |
| a+ (—b) =
@+ b0) +(=b) =c+ (—b) - obtenemos
por la asociatividad de la suma podemos escribir | @+ (—b)+b=c+b
a b = : |
o cve f + (b + ) =c¢+ (— b); T y por la asociatividad de la suma
P que b + (— b) = y a+ 0= se tiene a+ (—b)+b)=c+ b
- a. : ¢+ (— b); A Como — b es el inverso aditivo de b, se tiene (— b) + b =
nalmente por la definicion de resta _‘ y por otro lado, a + = a, de donde, a = ¢ + b.
a=c¢—5b ' ' )
0 0
(—_ b): O} ) .

_
e L e
106
-

No todas las propiedades de las operaciones en los enteros son consecuencia
de los axiomas de anillo.

Por ejemplo, el producto en Z tiene la propiedad siguiente:

AXIOMA 9. Si a. b son nimeros enteros diferentes de cero, entonces ab es
diferente de cero.

Esta propiedad se menciona diciendo que en Z no hay divisores de cero.

Otra manera de expresar lo anterior es:
Sigq, b € Zyab=0 entoncesa =0 obien b = __.

44
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La forma de comprobar que esta propiedad no es consecuencia de los axio-
mas de anillo, es exhibir un anillo conmutativo en donde s/ haya divisores de
cero. es decir, que existan dos elementos a,b # 0 tales que ab —

106

Construyamos a continuaciéon un anillo conmutativo en el cual haya divi-
sores de cero.

Sea A= ~a, b, c,d y consideremos la operacion de suma dada por la
tabla

+ a b ¢ d

a | a ¢ d
b b ¢ d a
s ! C c { b
d d a b ¢
Segun esta tabla,
' a4 + ¢ =
(b + a) -+ ¢ =
c +— d =
d - d = . J
( ¢ b, (

109

Definamos en A4 un producto mediante la tabla

a b ¢ d
a | a a a a
b | a b ¢ d
. a ¢ a c
d | a d ¢ b
Segun ésta,
ac —
(ba) ¢ =
d? = dd —
be —
bd — )

110

La suma definida por la tabla es asociativa. Para demostrar esto tendre-
mos que verificar que (x + y) + z = x 4 (y + z) para toda terna x, y, z € A.
Verificaremos esto unicamente para algunas ternas:

{f(a+c’)+d: =
La+ (c+d) =

d+ ¢)+b = —

~<
(e +b) = -

|

((b+b)+ c =

4
b+ b+ o) = = . |

———— e me ==L E, . FTS— [— ———

c+d, b, a+b, b, b+b, ¢, d+d-c, ¢c+c,a b-+d a
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[a suma en A es conmutativa. Para probar esto se¢ deben verificar doce
toualdades, algunas de las cuales son:

a-1-b = | = b + a
¢ +-d= = d + _
d+ b = =
a -+ C = —=
Omitiremos la comprobacion de los casos restantes _ ;

——— . [EE———

e — e e == — _—— —

b, b, ¢, a. b+ d, a-+ ¢c=c¢c= ¢+ a

__-M
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e —

Con respecto a esta suma el elemento neutro es a, puesto que:

113

-

También con respecto a esta operacion todo elemento de A tiene inverso

aditivo. En efecto:
. dedonde -a=a

a -+ ada = a
+ d = a, dedonde -b=2d
¢ + =gq, dedonde -c = __
d+ =a dedonde -d= __. 4
c, ¢, b, b

48
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Es también facil comprobar que el producto en 4 es conmutativo y aso-
ciativo. Omitiremos esta comprobacidn para abreviar.

Con respecto al producto el elemento idéntico es h. En efecto:

ba = a
hh —

be
bd — | i

f

115

——————— e ———— e

Es tambien directa la comprobacion de quz este producto distribuye a la
suma. Omitimos csta comprobacion.

Con todo lo anterior se ha demostrado que el conjunto 4 con las dos ope-
raciones definidas es un anillo conmutativo.

Sin embargo en este anillo si hay divisores de cero, es decir, existen elemen-
tos X,y € A, x # 0, y # 0 tales que xy = .

Por ejemplo: ¢ # 0y cc = que es ¢l . )

0, a, elemento neutro

-r J—

- an e ———— . -
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DOMINIOS ENTEROS

DEFINICION. Si A es un anillo conmutativo en el cual se cumple el axioma 9
se dira que A es un dominio entero.

Segun esta definicion podemos afirmar que Z es un

—_— - —— — —
- - - ——r—r rma -

dominio entero

49
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__—___—_—___—______—_._-

Sea A un dominio entero y a. b € A tales que ab == 0 y a # 0] entonces
h— __.

0

M
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rm— - ___________________________._—_—_-—-——-_—-—-———*_

En los dominios enteros. en particular en Z, vale la ley de cancelacion para
la multiplicacion.

TEOREMA. Sia # 0 v ab = ac entonces b = c. _

Demostracion. Sup(;ngamos ab = ac. Entonces ab — ac = 0, de donde
a(b—rc)=—0.

Y como a # 0y en Z no hay divisores de cero, se tiene que

h— ¢
b

|
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ORDEN

Otras pro piedades que conviene destacar en el anillo de los numeros enteros
son las de orden. Dados dos numeros enteros sabemos cual de ellos es el
mayor.

Como de costumbre emplearemos la notacion a > b para indicar que el
entero a es mayor que el entero b, esto mismo tambi¢n puede indicarse €scri-

biendo b < a.
Por ejemplo, ya que 3 es mayor que 2, escribiremos > __obien __ <

_ . e e e e e ————— - ———,— e — . = - - - ——

e —— A ————— e

50
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ENTEROS POSITIVOS

Examinemos primero los enteros positivos, es decir, los enteros mayores que
cero, que podemos caracterizar como los @ € Z tales que a >

——— e = e — — e o — - —

121

Destacaremos primero ciertas propiedades de los enteros positivos.
Los enteros positivos tienen la siguiente propiedad:

AXIOMA 10. La suma de dos enteros positivos es un entero positivo, es de-

cir, sia, b € Z v a > 0,b > 0 entonces > 0
a—+ b
122
AXIOMA 11. EIl producto de dos enteros positivos es un entero positivo, es de-
cir, sta, b € L va>0.b >0 entonces >
a, b, 0
123

Analicemos ahora otra propiedad béasica de los enteros positivos. Veamos
primero un ¢jemplo. En el conjunto de enteros

{2, -1, 0, 5, -3}
observemos que:
2 es positivo
—1 no es positivo pero —(—-1) = 1 si lo es,
0 no es positivo ni -0 = 0 lo es,
5 es positivo y
-3 no es positivo pero —(-3) = 3 si lo es.

En el ejemplo anterior los nimeros distintos de cero o son positivos o bien
sus 1nversos aditivos son

—_e— s

poSitivos

B e S ——————————————— A A

51
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La propiedad observada antes es una propiedad general de los numeros en-

teros y se conoce con el nombre de ley de tricotomia.
AXIOMA 12. Para todo entero a # 0 se cumple una y solo una de las dos

propiedades siguientes:
1) a es positivo
11) —a es positivo.
Dicho de otro modo, para toda ¢ € Z se cumple una y solo una de las tres
condiciones siguientes:

1) a >
1) —a >
m) a = 0.

0, 0

125

Para la siguiente lista de enteros -7, 16, 5, 24, 14, -9, 8, 1001 tenemos que

|

a > 0 cuando « . . ,, . ,
~a > 0 cuando a ,

|

16, 5, 24, 14, & 1001, -7, -9

126
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La razon por la que se ha tratado primero los enteros positivos es la si-
guiente:

Si en un anillo conmutativo A se considera un subconjunto P tal que

1) sia, b € Pentonces a -+ by ab pertenecen a P, y

2) vale la ley de tricotomia,
entonces ¢s posible definir un orden en 4 como sigue:

a > b s1 'y sOlo si a—b € P

Este orden tiene las propiedades usuales y ademas los elementos P son los
elementos > 0.

Asi, pues, si en los enteros conocemos el subconjunto de los positivos pode-
mos definir el orden como sigue:

DEFINICION. Si a y b son enteros, decimos que a es mayor que b, y lo deno-
tamos a > b o b < a, si a— b es un entero .

Eq;ivalentemente, decimos que a > b si existe un entero positivo ¢ tal que
a=>b + c.

positivo

_ - .

127
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Por ejemplo:

7 > 35 porque 7 =5 4
6 > 0 porque 6 =0 4+
I > -1 porque — = —1 + 2;
-2 > 3 porque -2 =
2& 65 15 _'3 +1
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Usando la definicion equivalente se verifica que:

6 es mayor que 2 ya que 6 — 2 es .
— 1 es mayor que -1000 ya que -1 — (-1000) = es

— —

positivo, 999, positivo

—_
- ————
—ar
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Verificaremos ahora que el orden entre los enteros satistace la propiedad

transitiva, es decir,

TEOREMA. Sia, b, c € Zya > by b > c enionces a > C.
Este teorema se puede enunciar, sin emplear simbolos, como sigue:

Si a, b, y ¢ son enteros tales que

——— e —

a es mayor que b, y b es mayor que ¢, entonces a ¢s mayor que ¢

-

130
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Demostraremos ahora el teorema anterior;

a>b significa que a — b es y
b > c¢ significa que b — ¢ es ;
ahora, 1a suma de positivos es por el axioma 10; por lo tanto,
a—c=f{a—>b)+ (b—c)es ,
de donde se obtiene la conclusién del teorema ya que @ — ¢ positivo significa
=
positivo, positivo, positivo, positivo a c

o T e e vy | TR b T g

S A B
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Otra propiedad basica del orden es:
TEOREMA. Si a, b y ¢ son enteros v a es mayor que b entonces a + ¢ es mayor

que b - c.
Empleando simbolos esto se puede escribir como sigue:
Sta, b.c € Z ya > b entonces

— - = - B e — -— - ——— - . - —— = PR f m————— —_— . . R — f o — . —_——— i — e —

a-+-c¢c>b -+ ¢

— . e e em e - - ——— . — —_———,,em—r e, —,—_—_— —— e — e - - = —
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La demostracion del teorema precedente es como sigue:
Ya que a > b se tiene que a — b es , Y COMo
(a+c)—((b+c)=a—>b
entonces a + ¢ __ b + ¢ lo cual prueba el teorema.

T e o lm—— o — = — - - o=, P - —_— e e e —_— e m h rmmm e ———

positivo, >

- m— — =" " - - FTTE = e e — T e L T T T e 4

153

Un resultado interesante que es consecuencia de los axiomas 11 y 12 es el
TEOREMA. E/ cuadrado de cualquier entero distinto de cero es un entero po-
sitivo, es decir:

Sta € L ya # 0 entonces >

— — o ————— f—— —_—— —_——— - o T —- ¢ r—ra—— m - - - . ———— e . - . e .. . [ — . ——— - = i u— [ R

as, 0

134

DEMOSTRACION. Por el axioma 12, como a # O se tiene que ¢ >
o—-a > . S1 sucede lo primero entonces, por un teorema anterior,
a> > 0; si sucede lo segundo entonces, ya que
P = (a)p = () (-a),
a* es el producto de dos positivos y, por el mismo teorema, a*> > 0. En cual-
quiera de los dos casos se tiene lo afirmado por el teorema.

- - —— — O el [ . P e gme— fm — = =- o —r—

0, O

—_— e - . _—— E,——————— i e = . . —_— —_———— - ' . .
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De los resultados anteriores podemos afirmar que expresiones como a* + b7

son siempre positivas o cero para toda pareja de enteros a y b.
ler. caso: Si a = 0 y b = 0 entonces a* + b* = . !

—— — ——— —_ & . e e —_——rrr —_—r— —_y —T————_——_—— — ——

0

136

20. caso: Sia = 0y b # 0, entonces, por el teorema anterior,
a’ -+ b = b* >

Sia+#0yb =0, entonces a* + b* = > por el mismo teorema.
y
0, a4, O
137
3er caso. Sia # 0y b # 0, por el teorema mencionado a* y b* son
y la suma a? + b? es positiva por el axioma . }
posIt1vos, 10
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Consideremos ahora la propiedad de que “si a los miembros de una desi-
gualdad se les cambia el signo, entonces cambia el sentido de la desigualdad™.
Con precision, sia, b € Z y a > b entonces —a __ —b. |

—

139

Para probar que —a << —b hay que probar que
lo cual es una consecuencia de @ > b porque esto significa que a — b es

~-b — (—a) es positivo
posttivo

- —_— e —— — — — [ —_———
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La propiedad de que “‘s1 se multiplican los dos miembros de una desigual-
dad por un nimero positivo entonces la desigualdad no se altera™, es impor-
tante.

Enunciando esta con precision tenemos el

TEOREMA. Sia, b, ¢ € Z con a > b y ¢ positivo, entonces ac

—— — — — — —— — - — ———— ——— L LEEm L " BRSO e F A o T — - E—— —er

~>bc
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La demostracion del resultado anterior es la siguiente:

Ya que a > b la diferencia , €S positiva; pero ¢ tambi€n lo es por
hipotesis. Ahora, por el axioma 11, el producto (¢ — b) ¢ = ac — bc es
, ¥ por definicion de orden se obtiene que > lo cual
demuestra el teorema.

a — b
positivo
ac bc

57
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La ley de tricotomia anterior se expresa en términos del orden en la forma
siguiente:

TEOREMA. Si a y b son dos enteros distintos entonces a > b 0o b > a.

Otra manera de expresar lo anterior es que para cada pareja de enteros
a,b una y solo una de las tres condiciones siguientes se cumple

1) a = b

1) a b

i) a b
=, <

143

DEMOSTRACION: Sean a y b dos enteros, por lo tanto a — b es un entero.
Por 1a ley de tricotomia

a— b = O bien
a—b > o0 bien
a— b 0.

Si a — b = 0 entonces a = b; st a— b >0 entonces ¢ _ b y si final-
mente < 0 se tiene que , lo cual termina la demostracion.

e e EEA U W L am s - —_— e Emamrw —r = e e m o — - ——— -

0,0, <, > a — b,a < b

e e - et o — e
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Veremos ahora una aplicacion de la ley de tricotomia.

Si a y b son dos enteros tales que a es positivo y el producto ab es también
positivo, entonces b es positivo.

Usando simbolos lo anterior queda como sigue:

Sia, b€ Lya> __ yab > entonces > . i

58
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Para demostrar lo anterior observemos primero que por la ley de tricotomia
se satisface una y so6lo una de las siguientes condiciones

1) > (
2) =
3 -b > 0.

St se prueba que ni 2) ni 3) se cumplen tendra que cumplirse que b > __.

{

- —_————— - - == - E—_—_——— — =% f e - Em—m - _—_— o e ——— - —_— —_—— J—

R — ] - - . ———
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Veremos que efectivamente no se cumple 2), es decir que no vale _ = __
S1 b = O se tendra ab = ___y por lo tanto ab no puede ser mayor que cero.

147

Ahora veremos que 3) no se cumple; es decir, que no vale > 0.
Si b > 0 como a > 0O se obtiene

a(-b) = — (ab) > .
Pero sabemos que ab > 0, lo cual contradice lo anterior por la

Con esto se termina la demostracion.

- — P m m——— e - - [ [ [ LR i ¥ ST -t mare—

_— P - b et —— — — ——— ——— -_ - - —

-b, 0, ley de tricotomia

e P— ——— —
RSP M —————— S —— — —— .. —_— e — - - A E—— e n T e ————— —
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~— i =

En ocasiones, para demostrar que ¢ > b se demuestra que a*> > b2, pero
hay que tener cuidado porque en general la desigualdad a2 > b? no implica
que a > b, como se ve en los siguientes ejemplos:

(— 2)*> > (— 1)? pero -2 no es mayor que —1.
(— 3)? > 22 pero -3 2.

no €s mayor que

149

Sin embargo, si a y b son positivos y a? > b? entonces a > b.
Para probar esto utilizaremos la proposicién anterior.
Observemos primero que

a* — b* = (a— b) (a -+ b)

y que por hipotesis a> — b? es , COmMo a + b es por
el axioma 10 y las hipotesis de que a y b son , la proposicion ante-
rior implica que

positivo, positivo, positivos, a — b es positivo

60
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Hasta ahora hemos visto que Z es un dominio entero ordenado. Sin em-
bargo Z no es el unico dominio entero ordenado. Por ejemplo, el campo
ordenado de los numeros racionales que estudiaremos en el capitulo II es
también un dominio entero ordenado.

A continuacion daremos una propiedad adicional de Z, llamada el principio
del buen orden, que junto con los axiomas de dominio entero ordenado ca-
racterizan a A, es decir:

El unico dominio entero ordenado que satisface el principio del buen orden
es L.

PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN. Todo conjunto no vacio de positivos tiene un
elemento minimo.

S1.5 # @ es un subconjunto de Z, un elemento minimo de S es un elemento
so € S tal que 5o < s para todo elemento s € S. Claramente solo hay uno.

Por ejemplo el elemento minimo del conjunto de los enteros pares mayores
que cero €s

01
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| PRESENTACION

Una de las técnicas modernas de la ensefianza es la instruccion programada.
Dentro de esta técnica el contenido de los textos se ordena de modo sistemadtico
y se adapta al ritmo de asimilacion de cada estudiante; existe la participacion
activa a lo largo del curso y se controla constantemente el aprendizaje mediante
el planteamiento de preguntas y la inmediata verificacion o correccion de las
respuestas.

El material de un texto programado se organiza empleando ideas simples, las
cuales se presentan en un orden que facilite la comprension del estudiante. Las
ideas o segmentos de informacidn se ofrecen en cuadros logicamente coordinados,
con lo cual se evita que; en alguna de sus fases, la ensefianza llegue a ser dema-
siado facil o muy dificil, a la vez que se logra mantener abierto el camino para
que todos puedan adelantar segun su propio ritmo de trabajo y comprension.

Conforme van apareciendo los nuevos segmentos de informacion, se plantean al
estudiante cuestiones especificas que, por obligarlo a intervenir activamente, le
reafirman los conocimientos aprendidos, le estimulan y le mantienen atento. Pa-
ra ello, cada pregunta va seguida inmediatamente de la respuesta correcta. Asi
el estudiante se siente alentado por sus aciertos y corrige de inmediato sus errores.

Debido a tales caracteristicas el texto programado se adapta a la velocidad
particular de cada estudiante, lo que no puede hacer el maestro encargado de un
grupo numeroso.

Con la ensefianza programada no se pretende sustituir al profesor. Se utiliza
solo como un instrumento auxiliar, 1itil para iniciar estudios, subsanar lagunas,
desarrollar habilidades o complementar el aprendizaje v de llevar a un punto
dptimo su eficiencia y aprovechamiento.

Este libro pertenece a la primera serie de textos programados que prepara la
Universidad Nacional Auténoma de México para ofrecerlos, a sus estudiantes y
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profesores, como parte de un programa general de modernizacion de los métodos
aocentes )y de superacion académica.

COMISION DE NUFVOS METODOS DE ENSENANZA

INTRODUCCION

Este texto de algebra consta de tres fasciculos.

El primero estd dedicado al estudio de los numeros enteros. En la parte
preliminar de este capitulo se discuten, en primer lugar, las nociones intuiti-
vas de conjunto y de funcidn, y, en seguida, el concepto de operacién y algu-
nas propiedades de las operaciones.

Mas adelante se trata el tema principal, que es el de precisar cuales son
las propiedades basicas de las operaciones con los enteros. Estas se mencio-
nan como los axiomas de los enteros. Después se demuestran, a partir de los
axiomas, otras propiedades de los enteros que el estudiante conoce vy, final-
mente, se discute el orden en los enteros y se observa que las propiedades del
orden, junto con las propiedades basicas de las operaciones, caracterizan a
éstos. |

Se subraya que no importa la naturaleza de los elementos del conjunto de
los enteros, sino las propiedades de las operaciones y del orden. |

El segundo esta dedicado al estudio de los numeros racionales. Se pre-
sentan como una extension natural de los nimercs enteros, en donde los ele-
mentos distintos de cero tienen inverso multiplicativo.

Como propiedad caractetistica adicional se pide que todo racional sea co-
ciente de dos enteros. De esta manera se pueden interpretar los numeros
racionales como cocientes de enteros y deducir las reglas usuales para las
operaciones con fracciones.

Como en el caso de los enteros, se destaca una lista de proposiciones basi-
cas de las cuales se derivan las restantes. Asimismo se le da una importancia
especial al orden.

Finalmente, para preparar la introduccion de los numeros reales, en este
capitulo se analiza la expresion decimal de los nimeros racionales. Se de-
muestra que éstas son periodicas y que cualquier decimal periddica corres-
ponde a un numero racional. Esto tltimo permite identificar el conjunto de
los racionales con el de las decimales periddicas.

En el tercero se estudian los numeros reales. Se muestra primero la
existencia de nimeros que no son racionales, y a continuacion, basandose en

X1



la interpretacion de los racionales como decimales periddicas, se definen los
reales como €l conjunto de todas las decimales (peridédicas o no). Se aceptan

varias propiedades basicas acerca de la existencia de las operaciones y del
orden.

Mas adelante se identifican los numeros reales con los puntos de la recta
numérica y se discuten las desigualdades y los intervalos.

Finalmente, se introducen los conceptos de cota y frontera, los cuales per-
miten enunciar una lista de proposiciones basicas de los niimeros reales que
los caracterizan completamente.

Daremos a continuacion algunas instrucciones para el uso de este libro.

En este libro usted se encontrara con una serie de segmentos de informa-
cion o cuadros, en cada uno de los cuales tendra que elaborar una o mas
respuestas.

Ejemplo:

Con frecuencia usaremos letras mayutsculas para denotar conjuntos. Por
ejemplo, si A4 es el conjunto de los numeros naturales menores que 6, entonces

A=1{1__,

Como puede usted observar, en este segmento de informacién se da pri-
mero una explicacion y a continuacidn aparecen ciertos espacios en blanco
que usted debera llenar teniendo en cuenta la explicacion anterior y la infor-
macion general adquirida en los cuadros precedentes.

El segmento de informacion termina con una linea delgada, y en la parte
inferior de ella aparecen las respuestas correctas.

Este es un texto programado en forma lineal. Para su aprovechamiento es
indispensable estudiar un cuadro tras otro, en el orden en que figuran, sin
omitir ninguno y sin pasar al siguiente hasta no haber llenado correctamente
los espacios en blanco del segmento de informacion. Si la respuesta que us-
ted elabore no es la correcta, debera leer nuevamente con toda atencidn el
segmento de informacidn, analizar sus errores y elaborar nuevamente la
respuesta.

Desde luego, durante la lectura de cada segmento de informacién debera
usted cubrir con el cobertor anexo el espacio inferior correspondiente, con el
objeto de no ver las respuestas antes de haber lienado los espacios en blanco.
- Con el fin de que pueda conservar la ilacidén 16gica de las demostraciones
que abarquen mas de un segmento de informacidn, se utiliza, al margen, el
simbolo | el cual indica que la demostracion contintia en el cuadro siguiente.
Para indicar el ultimo cuadro de la demostraciéon se anota al margen el

simbolo | .

XII
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El campo de los nimeros racionales

En el fasciculo I se estudiaron los nimeros enteros, caracterizandolos como
un dominio entero ordenado en el que se cumple el axioma del buen orden.
Se observo que, exceptuando el | y el -1, los nimeros enteros no tienen In-

VETsO multiplicativo.

LL.os numeros racionales, que estudiaremos en este fasciculo, constituyen un
anillo que contiene a los enteros, y en donde todo numero distinto de cero

tiene mverso multiplicativo.

Definiremos primero el concepto de campo y describiremos los nameros
racionales como el campo minimo que contiene al anillo de los nimeros en-

teros.

Se estudiara ¢l orden en el campo de los racionales como extension del or-
den en los enteros. '

En la parte final se estudia la expresion decimal de los numeros racionales.
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AXIOMAS DE CAMPO

Un campo es un anillo conmutativo 4 en donde el producto tiene la si-
guiente propiedad adicional:
Axioma 9. Sia € A y a # 0 entonces existe un elemento a € A tal que

aa = 1.

El elemento &’ recibe el nombre de inverso multiplicativo de a.
Ya que el producto es conmutativo y que ag’ = | se tiene tambien que

aaq =

Por lo tanto si @’ es un inverso multiplicativo de un elemento a # 0, enton-
ces a’ es solucion de las ecuaciones

ax =1 vy = |

Ad

Al estudiar las operaciones binarias se demostrd que si la operacion es aso-
ciativa y hay elemento neutro, en caso de existir solucion de las ecuaciones
ax =1 v xa=1.
esta es unica.
Por lo tanto, en un campo, el inverso multiplicativo de cada elemento a,
(a # 0) es

[epp— [— - - r me — —-— ——— P E r e o mmEm o mm  Er e —— e - — . - m m e m t —— ———— — —— ] s - rmmm—— = me - - —r——

anico
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S1 a es un elemento distinto de cero en un campo A4, al inverso multiplica-
tivo de a, que segun vimos es unico, lo denotaremos con a .
Asi, por ejemplo, ya que

l* 1 =1 setiene 1" =

Y ya que

i

-1 1) =

se tiene (—1)-1

Recordemos que un dominio entero A es un anillo conmutativo en cl cual
se cumple el axioma 9, el cual afirma que no hay divisores de cero en A; es
decirque sia, b € A4, a # 0, b # 0 entonces

ab O

S1 en un anillo conmutativo 4 se cumple el axioma 9°, entonces se cumple
tambien el axioma 9.

En efecto, supongamos que ab == 0 con a # 0; por el axioma 9 existe
a'l € A tal que

al a =

Ya que ab = 0 se tiene

(*) al(ab) =al*0=0
y por otra parte

(**) al(ab) =(a'a)b =1+ b= b.

De (*) y (**) se obtiene

h —
1, O

{

La siguiente igualdad se usara con mucha frecuencia.
Si a es un numero ractonal distinto de cero entonces
— (@) = (-a)”
Esto permite omitir los paréntesis y escribir simplemente
—q !
Como el inverso de un numero racional x # 0 es el numero y tal que
x y = 1; para demostrar la féormula enunciada basta comprobar que

(=(a')) (-a) =

Lo anterior es consecuencia de la propiedad

(—x) (=y) = xy,
cuando se toma
X =
,V vm—
o - o
a

DIVISION

En lugar de considerar la divisién en un campo como una nueva operacion,
podemos proceder en forma analoga al caso de la resta; asi pues, la division
se puede definir utilizando el producto y los inversos multiplicativos.

Definicion. Si a, b son elementos de un campo v b # 0, se define

a
= a b’
b
. a
En otras palabras. el cociente S cs el producto de «a por ¢l
de b.
INVErso multiplicativo
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Al elemento que resulta de dividir @ entre b (b # 0) se le llama el cociente
de a entre b.

Por ejemplo:
I

T:l. = 1 * 1 =

y recordando que (-1)!

se obtiene

" T - - —— L d el & - — — — — —

= L -1, (<D (1), |

.y . a
Observemos que en la definicidon del cociente - con a, b en un campo A,
hemos considerado dnicamente el caso en que b sea distinto de cero, pues por
.., a . :
definicion — = a b~' y b! existe solo cuando b 0.
£

12

De la definicion de cociente se obtiene que st @ # 0 entonces

[
{
ya que
R _
- = —
(1) (a)’!, a

13

Asi como en el caso de¢ la suma, en donde sucedia que el inverso aditivo
del inverso aditivo de un elemento a es a, también vale esta propicdad para
los iversos multiplicativos.

Proposicion. El inverso multiplicativo del inverso multiplicativo de un elemen-
1o a #0 es u Es decir,

o bien

f—— e

e ————— . T e e — ==

NUMEROS RACIONALES

Uno de los ejemplos mas importantes de campo es el de los nimeros racio-
nales. Este campo que denotaremos con Q tiene la propiedad adicional si-
guiente:

Axioma 12. El campo Q de los numeros racionales contiene al anillo Z de
los numeros enteros y ademds todo racional r se puede expresar como cociente
de dos enteros, es decir,

a

o= "B . a,b & Zj b #O
Ya que Q contienc a Z y Z es infinito, Q lo es también. Por lo tanto el
campo Z, no puede ser Q pues Z, tiene solamente elementos.

- —_—




15

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS RACIONALES

Verifiquemos ahora algunas propiedades de los numeros racionales que se
obtienen como consecuencia de los axiomas de campo y de la definicion de

a
-~ como ¢l producto ab!:

b

= ab! (b # 0)
I. Ya que 1-! = 1, para todo nimero racional a se obtiene

q _
= =

y, en particular
b
=

ael

16

2. S1 a es un numero racional distinto de cero.

]
— == (1
a-l

pues, por definicion de cociente,
]

—_—

—_————

a ! - -
y lo que se quiere probar resulta de que
(a 1)1 =

- ———— P - .- - ——— — —— _ ————— e — —.— - _—w = e— e — L] f———

1 (a1)!
(a

17

3. Probaremos ahora que si ¢ y b son niimeros racionales y ¢ # 0, entonces

b b
-a  a
En primer lugar, por definicidn,
b
_a -
(-b) (-a)™
13
Ademas, como (—a)' = —(a!), se obtiene que
—b - 5
P (-b) (-a)! =
(=b) (—a))
19

y finalmente lo que se queria probar resulta de
(-b) (@) = b at =

— - J— - [ [ - - e

b
—

20

4. Demostraremos ahora la formula usual para sumar dos fracciones cuyos
denominadores son iguales.
Consideremos a. b, ¢ € Q y ¢ # 0. Entonces, por definicion,

a b
o e Y. P — ;
de donde.
(d / |
+
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Ahora bien, por la lev distributiva
ac’' -+ bct =

25

22

Finalmente. se obtiene la formula
a b __a+b

pues, por definicion,

23

5. Probaremos ahora que st a, b y ¢ son numeros ractonales y a, ¢ # 0,
entonces

ab b
ac ¢
En efecto, por definicion.
ab
ac
(ab) (ac)!
24
Ahora bien,
(ac)! = a! ¢!,
de donde, el resultado enunciado se sigue de que
ab
L — abat el = pel =
ac
b
C

6. La formula para encontrar la suma de fracciones con denominadores ar-
bitrarios se obtiene ahora como una consecuencia del caso

zlgzaic’ (b £ 0).

Si a, b, ¢, d son nimeros racionales con ¢ # 0y d # 0, entonces
a b ad + bc

! —

c d
Para comprobar esto usamos primero ¢l hecho de que
a ad b bc

" d Y dT cd’
por lo que
a b ad be

| .
¢c d cd ' cd’
finalmente, la féormula que se quiere probar es consecuencia del caso anterior,
pues

ad = bc
cd ' cd

el

ad + bc

26

M

La férmula para el producto de fracciones se puede verificar faciimente
aplicando las leyes conmutativas y asociativa. Esta se expresa como SIgue.
Si a, b, ¢, d son numeros racionales con b, d # 0, entonces

a C ac

b d  bd°
En efecto, la formula es consecuencia de

__C_I___I __c__: -1 -1}y — -1 -1
i (ab™) (cdy=ab'1c)d

acbhb'ld! = (ac) (b d'V)y = (ac) (bd)!

- — — B —

11
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POTENCIAS

Para cada racional a y cada natural » definimos inductivamente la enésima
potencia de a, a", como sigue:

al = a,
a® = a"'a st n>1.
Asi por ejemplo,
a" = aa, a’* = a*a, a’ == , %7 =

aba, asa

28

La definicion anterior podria expresarse también como sigue:
a = a-a...aq (n factores).

conviniendo en que a! = a.
Asi, por ejemplo, 217 es el producto de
2, es decir,

factores todos i1guales a

217 = 2.2,..2

™~

17 factores

17

12

29

—_—————— —

Se tienen las siguientes propiedades, llamadas a veces “leyes de los expo-
nentes’:

Si a, b son nimeros racionales distintos de cero y #, m naturales arbitrarios,
entonces

a® hn
at a™
(an)m — ghm
Para la demostracion de estas propiedades se utilizan los axiomas de aso-
ciatividad y conmutatividad.
La formula

|

(ab)"

+
anm

|

a b® = (ab)
se sigue de las igualdades
a® b = (aa...a) (b+b...b)

-
v~ —y- o

= (ab) (ab).. .(ab) =

n factores n factores n factores

(ab)"

30

hﬁ——-—_-_—-—_““m

La formula
at g — ghtm

es consecuencia de las igualdades

a® a® = (aa...a) (aa...a) = aa...a =
n factores  m factores factores
n-+ m a’rm

La formula
(an)m — ghm
se deduce de las igualdades
(@)™ = q"q"...¢" = qgea...a =
v v ), 1 v J
m factores factores
nm atm

m
13
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“_-————-——-—_M

Observe que, en general,

a™ 75 (an)m
Por ejemplo,

3
22 = 22...2 = 22...2

4

L

23 factores factores

y, por otro lado,
(22)3 = 22 22 22 = 2.2...2

-

-—

factores

33
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Podemos extender la definicion anterior para exponentes enteros.
Si @ es un ntimero racional distinto de cero, se define:

a’ = 1,
al = (a)! = 1,
a
2 — -1y2 — 1
ac = (t’l ) = —'EZ—
y, en general
a® = (gH)? = ;—;(n - 1,2,3, ..).
Asi, por ejemplo,
a> = : (# 0)
37 =
(1/2)% = =
[ S
a> 37 (1/2)2

14

34

Las “leyes de los exponentes” que se enunciaron para exponentes naturales
siguen siendo validas cuando » y m son enteros arbitrarios.
Asi, pues,sia € Q,a # 0y n, m € Z, entonces

ant pn — ’
al v =— :
(an)m —
(ab)”
qhm
alln‘l

39

Estas formulas pueden demostrarse observando que si n €s un entero ne-
gativo,w” = -n >0y
a = (g~ )™’
Por ejemplo, para la primera formula se tiene que
a® bt = (a—l)n’ (b-l)n’
y como #’ es un numero natural, podemos aplicar la ley correspondiente y
obtener |
(@ (o)™ = .,
lo que permite escribir las 1gualdades siguientes:
a® b* = (a! b)» = ((ab)")™ = (ab)". .
Basandose en esta idea se recomienda al lector elaborar demostraciones de
las demas formulas. |

(a—l b~ l)n*

e

15
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Otra propiedad, de frecuente uso, que conviene mencionar es:
S1 a es un nimero racional distinto de cero y »# un entero, entonces

(—a)® = g" S1 n es par
(-a)* = -g° Sl » s impat.

Por ejemplo,
(-2
(-2
7y
(101)100 =
(-a)'s
(-2

230

!

;

|

|

|

_D27 _73 1071 100 _q15 720

37

La demostracion del caso par es como sigue:
Sea n = 2m con m € Z. Entonces

(o) = (ap™ = (@)™ = (@) @)™ = (@) = a¥™ = an

El caso impar puede obtenerse del caso par pues, sin = 2m + 1
(m € Z), entonces

(-a)* = (—q)2™! = (—g)m (—~a) = (~a) = -@2m*1 — _gn

T —ETETE  y———— = .. e

-y —_— —ra— ™

a?m

e e e ————

16

33

Como caso particular se tiene que

" 1 sines par

D" = <
. —1 sinesimpar.
En efecto,
(-1)" = 1" =1 s1nes par
Y
()™ = —-1* = -1 si1 n es impar.
Por ejemplo,
(—1)77 =
(-1)%
ysin € Z, (1) = , pues 2n es
(1)1 == , pues 2n+1 es
-1 ] ] —1 par impar
39

Resolvamos ahora algunos ejercicios en los que se utilicen las llamadas “le-
yes de los exponentes™.
Ejercicio 1. La expresion 3° « 3-7 como potencia de 3 es

40

Ejercicio 2. El producto 5-1 5* 5% es 1 pues

§5-10 &§4 56 — 5-10+4+6

V=

|7
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Ejercicio 3. Sia, b, c € Q y abc = 2 entonces a°> b° ¢> = 32, pues

a b = = 25,

(abc)’

4.2

Ejercicio 4. Si a es un numero racional tal que a'> = 4, entonces

(@’)’ (@®)y°® =1/,

Esto es consecuencia de que

(@) =
y
(a-6)6 —
y el producto de a* @’ = . Pero como al® = 4, aP =

43

Usando las leyes de los exponentes pruebe que

(@)t (@h)! =1

(@)Dt (@)l =a'a=1

18

41

Ejercicio 6. St a, b, ¢ son numeros racionales tales que
al bl ¢l = 2

demuestre que

atbtct=(abey*={abey) = (albtcl) =2t =16

e

45

Al operar con numeros racionales aparecen con cierta frecuencia algunas

relaciones conocidas en la ensefianza elemental con el nombre de “productos
notables™.

Algunas de ¢stas son:
(a + b)Y = a* + 2ab + b?
(@ + b) (@a— b) = a* — b~
(a+ b)(@*—ab + b*) = a’ + b
(a— b) (@*> -+ ab + b*) = a — b°.
El lector puede comprobar que éstas se deducen facilmente de los axiomas
de campo como se vera a continuacion.

m

46
Ejemplo.
(a + b)) = (a + b)(a + b) (por la definiciéon de potencia)

= a(a+ b) + b(a-+ b) (porlaley distributiva)

= g2 + ab + ba + b? (por la ley distributiva y
la definicion de potencia)

= a* + ab + ab + b* (por la ley conmutativa del
producto)

= a? + 2ab + b~

(Aqui se ha usado la ley asociativa sin hacer mencion explicita de ella).

M

19
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Ejercicio
En forma semejante al ejemplo anterior demuestre que
| (a + b) (a — b) = a* — b?
explicando las propiedades que se utilicen en cada paso.

(@a+ b) (a—b) = a(a—b) + b(a— b) (ley distributiva)
= a*-ab + ba — b? (ley distributiva y
definicion de potencias)

a*—ab 4 ab — b*  (ley conmutativa)
a’ — b2

m

|

[
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S
Ejercicio
Demuestre que
(a+b) (@*—ab + b)) = a> + b3
exphcando las propiedades que se usen en cada paso.

(@+ b) (@°—ab+ b)) = a(@®>— ab + b*) + b (a* — ab + b?)
(ley distributiva).
= @’ — a’bh - ab®* + ba® — bab + b3
(ley distributiva y definicion de
potencias).

a’ — a*h + a*b + ab?> — ab? + b3
(leyes conmutativas de la suma y
del producto y definicién de po-
tencias).

— a3+53
“““
20

|
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Ejercicio
Demuestre que
(a—b) (@* + ab + b)) = a® — b’
explicando las propiedades que se usen en cada paso.

- — —_— e — —— —_—— - e —

(@a—b) (@* + ab + b*) = a(a* + ab + b?>) — b(a®> + ab + b?)

(por distributividad)

= a’ + a*b + ab* — ba* -— bab — b’
(por distributividad y definicion
de potencias).

= @ 4+ a*b — a*b + ab? — ab* — b>
(por conmutatividad de la suma y
el producto y por definicion de
potencias)

— P B

50

Un caso particular del ejercicio anterior es cuando a = 1. Es este caso,

(1-b6) (1 +b+ b)) =

1 — b’

21
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Esta relacion se puede generalizar a cualquier exponente natural » como
sigue:
i—b A +b+b24+ ... +0)=1—>b"
Por ejemplo,
(I—56) A+ b+ b+ b)) = ,
(1—b) A+ b4 b2+ b+ b = :

(1—b) (1 +b+ b2+ ...+ b10) =
| — b
| — bS
[ pli

52

Para demostrar la relacion anterior apliquemos primero la ley distributiva:
1—bA+b+ ... +b¥) =
={1+b6+ ... +56)—b( ).

(14 b+ ...+ b1
M

03

Aplicando nuevamente la ley distributiva tenemos

b(l b ... L b)) = . |

b+ b2+ ...+ b°
W

o4

Finalmente observamos que la diferencia
1+b+ ... +H)—bB+b>+ ...+ b")

es precisamente el resultado deseado; es decir,

Y
-

| — b
e e e e A ————————————————————e S
22,

29

51 1 — b # 0 podemos multiplicar la relacién
I—baA+b+ ... b)) =1—5p"

por - _}_ 3 Y obtenemos la igualdad
1 -5
1 —b

1 4+6+4 ... + b1

56

Las sucesiones de la forma
a, ab, ab?, ab?, ...
se llaman progresiones geométricas (de primer término a y de razoén b).
La formula anterior indica que si una progresién geométrica tiene como pri-
mer termino 1, la suma de los n primeros términos de dicha progresion geo-
meétrica es (s1 b # 1)

R R
Por ejemplo
l + 3+ 3°+ ... + 3% = :

1}-1 | | oL 4 :
2 22 20

1 — 37

1 —3

]

1 57

1

! 2

23
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Ejercicio. La suma
I l ]
es la suma de dos progresiones geométricas:
s=(1 4+ 244+ ...+ 25 4 ( )
Aplicando la férmula para la suma de progresiones geométricas se obtiene
= ~+-
R O
3 9 38
|
] — 29 t— 39
| —2 1
T

53
Ejercicio. Pruebe que
[ 1 L 1111
10 100 T T 109 100000000

aplicando la férmula para la suma de una progresion geométrica.
Por la formula,

1 1 1
[ . ! ! — —
R R (R T __ |
1 I
100  10'—1 999999999 111111111
| 1 ~101—10% 900000000 100000000
10

m
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EL ORDEN EN EL CAMPO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Para definir ¢l orden en el campo de los ntimeros racionales procederemos
como en el caso de los niimeros enteros; es decir, primero diremos cudles son
los niimeros racionales positivos y después daremos la relacion de orden.

Consideremos el subconjunto de Q formado por los ndmeros naturales que,
como de costumbre, denotaremos con N. Recordemos que N es el subcon-
junto del anillo de los enteros que consta de los enteros positivos.

Definicion. Un numero racional a es positivo si existe un nimero n € N tal
que na € N,

. 2 » .
Por ejemplo, = €8 positivo, pues podemos encontrar un natural, digamos 3,
tal que
2
3o—=
3 S

60
También podemos usar otros nimeros naturales para ver que-—i— €S positivo.
Por ejemplo 6 € Ny
2
. 2= 4
6 ; S
y 2
lo cual demuestra también que 3 €8
N
pOSItIvVO

m#ﬁ“

61
, . -3 . ..
El numero racional —-es positivo, pues, por ejemplo, podemos tomar
7 € Ny
-3
T o —— —
_ — _ — e F_7 3 E —_— S — —
N
m
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-

Con esta definicion resulta que si un nimero racional a es entero positivo,
es decir, si @ € N, g es también positivo considerado como numero racional,

vaquet.a=ac€ Nyl &N | |
Por lo tanto, al hablar de un namero entero positivo no €s necesario acla-

rar si es positivo como entero o como racional.
Al conjunto de los numeros racionales positivos lo denotaremos con Q.

Lo dicho anteriormente puede expresarse con la relacion de inclusion

N Q

63
e
Los numeros racionales 1%, 252 , Tlﬁ : E-,]s, 7 son positivos
porque
10 '1%=3 € N (con 10 € N)
L 252 = € Nfon__ € N)
( )
( )
( );
5 27 5
1
Lo = 100 € N
100 00 1 € N (con & N)
5'_—;:1€N(con 5 ¢ N)

1. 7=7 €& N (con 1 &€ N)

M

20
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Repitiendo la definicidn de racional positivo, podemos escribir que

r € Qf

s1 y solamente s1 existe n € tal que

65

Una vez establecido cual es el conjunto de nuimeros racionales positivos
podemos proceder en forma completamente analoga al caso de los nimeros
enteros, y definir una relacion de orden como sigue:

Definicion. Si tr y s son numeros racionales se dice que r es mayor que S (o
bien que s es menor que r) si la diferencia 1—s es un numero positivo.

En este caso escribiremos r > s 0 también s < r.

Por ejemplo,

'2->i a gque < 1 *—i es
3~ 2 AN T T T
31 33
~9 0 7% 9% cs
positivo, >, 391 ( i’g —
66

Podemos repetir la definicidn anterior escribiendo:
S1r,s € Q entonces

r > s s1Yy solo si €s positivo.

27
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De la definicidén anterior resulta que los numeros racionales positivos son
aquellos numeros a tales que a > 0, pues, segun la definicion @ > 0 s1 y solo
st a— 0 es , €s decir, st y soOlo s1 a es positivo.

positivo

W |

63

O bien, en forma mas breve,

a > 0 s1y solo si1aes

positivo

e P R e S et e S e e
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Recordemos que las propiedades del orden en los ntiimeros enteros se de-
mostraron a partir de tres propiedades basicas de los enteros positivos. Estas
son:

a) La suma de dos nimeros positivos es
b) El producto de dos nimeros positivos es
c) Vale la ley de tricotomia. |

POSitIvo
posnwo

W

70

Demostraremos ahora que los racionales positivos cumplen también estas
tres condiciones basicas.
a) Sia, b € Q* entonces a + b € Q.
Demostracién. En primer lugar, ya que a, b € Q*, por la definicion de
racional positivo, existen m, n € N tales que |
ma € y € N. ! |

N nb

e —r e e e e e

28
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Como m, n € N, su producto mn € N. Ahora,
mn (a + b) = n(ma) + m (nb)
el cual pertenece a N pues es una suma de productos de elementos de N. Lo
cual nos indica, seglin la definicién de Q°, que 4

a b & ‘ B

Q+

m

{2

b) Sia, b € Q¢+, entonces ab € Q.
Demostracion. Como antes, ya que a, b € Q*, existen m, n € N tales que

ma € Ny nb &€ N,
y mn € N.

Ahora, (mn) (ab) = (ma) (nb) que pertenecen a Q, pues ma € Q*y
€ Qr, lo cual prueba que ab &

nb
Q+

e ————— i

{3

_____'—_-—___—*-__-———_————_-I——_-—__—_-—_._

¢) Ley de tricotomia. Si ¢ € Q, entonces vale una y solamente una de las
tres condiciones siguientes:

1) a € Q
1) a=20
i) —a € Q-.

En otras palabras, si g es un racional diferente de cero, entonces
a €S positivo
0 bien
€S positivo.
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Para demostrar esta propiedad utilizaremos la ley de tricotomia para los
numeros enteros.
Demostracion. Observemos primero que si a € Q, entonces existe n € N
tal que na € Z, es decir, tal que na es un numero entero.
Ahora bien, segin la ley de tricotomia para los nimeros enteros vale una
y solamente una de las tres condiciones siguientes:
1) na € N
') na = 0

iii’) . b

~(na) € N

ﬂ
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Continuando la demostracion vemos ahora que la primera condicion es equi-
valente a que @ € Q*. La segunda equivale a que a = 0 y la tercera, escrita
en la forma n(-a) € N, equivale a decir que — a € . v

Con esto queda demostrada la ley de tricotomia. o

Q+
e Y WP ———————SSSA———— e S
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Habiendo comprobado ya que los racionales positivos cumplen las propie-
dades basicas a), b), y ¢), es posible, como en el caso de los enteros, probar a
partir de éstas las demés propiedades de orden. Por esto no mencionaremos
ahora ya explicitamente dichas propiedades del orden en los racionales, pero
haremos uso de ellas.

Siguiendo la costumbre llamaremos negativos a los racionales distintos de
Cero (ue no son positivos.

De esta definicion se sigue que el conjunto de los nimeros racionales quede
partido en tres subconjuntos:

el de los racionales positivos,
el que consta Unicamente de O y
el de los racionales

negativos

B —————————— e

30

I

Usando esta terminologia, la ley de tricotomia puede enunciarse diciendo

que s1 @ es un numero racional, entonces se cumple una y solamente una de
las siguientes condiciones.

1) a es positivo
1) a = 0
111) a es

negativo

L —————

73

Asi como un numero racional a es positivo si y s6lo si @ > 0, es claro que
igual que en el caso de los enteros.

Un numero racional a es negativo si y solamente si a << 0.

m

79

“-—__-m—___—“

Observacion. En ocasiones se dice equivocadamente que —a es negativo por
el simple hecho de que figura el signo —.

Debemos recordar que el simbolo -a indica Unicamente el inverso aditivo
de a y este simbolo, —a, no nos da absolutamente ninguna informacién rela-
tiva al orden.

En el caso de que el orden cumpla la ley de tricotomia (como en el caso
de los enteros y los racionales), si a es positivo podemos efectivamente afirmar

que —a es negativo. Pero, desde luego, si a es negativo, —a es positivo.
Por ejemplo,

. 2 .
SI a = 7> A es negativo,

SI a , —{ €S

positivo

31
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Una propiedad del orden que no se considero al hablar de los enteros es la

sigulente:
1

S1 a es un numero racional y a > 0 entonces — > 0.
Yaquea#&%# 0, Si—;-< 0, ; > 0 y entonces
( 1 )a 0. Pero
o —

(4ye=

lo cual es una contradiccion. Luego, por la ley de tricotomia

L o

q —

ol

El lector atento habra observado que para definir el orden en el campo Q
de los numeros racionales se necesita unicamente tener el subconjunto Q+ de
Q para el que se cumplen las tres propiedades basicas.

En general, si K es un campo y K contiene un subconjunto P tal que

1) Sia, b € P,entoncesa +-b € P
11) S1 a, b € P, entoncesab € P
i) Vale la ley de tricotomia; es decir, si @ € K se cumple una y
solamente una de las condiciones siguientes:
a)a € P
b) a=20
c) —a € P,
entonces se dice que K es un campo ordenado y que los elementos de P son
los elementos positivos de K.

Igual que en el caso de Q, st K es un campo ordenado se define la relacion
de orden:

a > b s1ysolamente si a — b €

32
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EL POSTULADO DE ARQUIMEDES

A continuacion demostraremos una propiedad muy importante del campo
de los numeros racionales conocida con el nombre de postulado de Arqui-
medes:

TEOREMA. Si a y b son dos numeros racionales positivos, existe un entero
positivo n tal que

na > b.

En este enunciado los numeros a y b se supone que son racionales

y €l nimero » es un

posit1vos
entero positivo

L __________________________________________________________ T RN
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Primero demostraremos este teorema para el caso particular de que a y b
sean enteros positivos.

Se pueden presentar dos casos:

Primer caso: a > b. Entonces se puede tomar n = 1 y resulta que
1+a>0b.

Segundo caso: Supongamos ahora que g < b. Consideremos el conjunto

M=<b—ka|lke€ Nyb—ka>0}
que consta de enteros no negativos. '
El conjunto M no es vacio, pues el elemento

b—1lea=b—ac M
ya que, segun la hipotesis b —a ___ 0.

i

>
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e e

Observemos ahora que para toda k € N,
b—ka >b—{(k+1)a.

En efecto,
(b—ka)— (b —(k+1)a) =
b—ka—b-+ ka—+ a=a>

segin la hipotesis.

0

_#ij—wﬂ

85

e
Por el axioma del buen orden en los enteros, el conjunto M tiene un ele-
mento minimo, digamos
b — ma

y COmMOo
b—(m-+ 1)a b — ma

b—(m -+ 1)a ¢ M pues b-ma es el elemento minimo de M.

<

——_M——-—-—__—#——_—*—F_M

36

-
Por consiguiente

b—(m-+1)a <0
y tomando n = m + 1 obtenemos b — na < 0, de donde na __ b, con lo
que queda probado el teorema cuando a y b son enteros.

34
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La demostracidn del teorema se sigue ahora facilmente del caso particular
probado.

Sean ahora a, b racionales positivos. Por la definicion de racional positivo,
existen m, n € N tales que

ma € N
nb € N
y tambi€n, desde luego,
a = mnhna € N
b = mnb € N.

Aplicando a los enteros positivos @’ y b’ lo antes demostrado, existe ¢ € N
tal que

qga’ > b’,
de donde,
gmna > mnb
y multiplicando por %z , que es positivo, se obtiene que
qa b.
P
33

Al aplicar el postulado de Arquimedes al caso particular en que b = 1 ob-
tenemos el siguiente corolario que sera de gran utilidad en el estudio de la
estructura de los niimeros racionales y reales.

Corolario. Si a es un numero racional positivo, existe un entero positivo n
tal que

1

0 < — < a.
n

En efecto, tomando b = 1 el postulado de Arquimedes asegura la existencia
de un numero entero positivo n tal que

na >1>0
Multiplicando la desigualdad anterior por—i—, que es positivo, obtenemos el
resultado deseado:
]
0< —<a
n
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Otra consecuencia del postulado de Arquimedes es el siguiente:
Corolario 2. Si a es un numero racional positivo, existe un entero positivo m

tal que

]

0<10m<a.

Fl resultado anterior es claro, pues por el corolario 1 existe un nimero
natural » tal que

0 < < a.
Basta entonces tomar m de tal manera que n << 10™ lo cual implica
1 1
10m n’

de donde,

O<-—1~—<~—1—-<a
10m™ n

con lo que queda probado el corolario 2.

i
— <
n
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NOTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS RACIONALES

En esta seccion recordaremos como se extiende la notacion decimal de los
nuameros enteros a los niumeros racionales.

S1 A es un numero entero no negativo (en notacion decimal) y ¢ un entero
entre 0 y 9, mas precisamente, 0 < a << 9, la notacion

A.a simboliza al nimero racional A4 - 1% . O sea,
Por ejemplo
a
A-a= A 10
3.7 = -+
101.1 = +
10.0 = +
7
|
3 - 10
1
I
101 4 T
0
I —_
10 4 T 10

36
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Cuando el entero A es 0, se acostumbra abreviar la notacion escribiendo
simplemente .a en lugar de 0.a. Por ejemplo

2

2 _
10 o
1 1
— | —
: 0 1 10 10
5 p— ——l—— —=
0.9 9
D d
1 -—
0 - 10 10
92

Siguiendo la costumbre, para abreviar el lenguaje, a los enteros a tales que
0 << a <9 les llamaremos cifras.

Recordemos ahora que si 4 es un entero no negativo y by, b2, ..., by son
cifras, el simbolo A4.b1 b2 ... bt denota al nimero racional
b1 b2 br
I I I
A - TR TR T O sea,
b1 b b
A bib.. . b=Ad+5+55+ ... ot
por ejemplo
— 1 I 6 I 1
12.161 = 10 4 0 T 702 T 10
7.2945 = + -+ + -
(. SR SRR
10 104 10° ° 107

37
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-

Asi, pues, agregando a la notacion decimal de los enteros no negativos un
punto, llamado punto decimal, podemos expresar ademas de los enteros no

negativos, algunos racionales no enteros.
Al simbolo

A. a1 az ... aGn
se les llama la expresion decimal finita del nimero racional
dn
A+t
Por ejemplo, la expresion decimal de
5 9
12 L

I
10 ' 100 © 1000

S

12.159

§

94,

N
Los algoritmos (procesos) para calcular la suma y el producto de decimales
finitos son bien conocidos. Basta agregar a los algoritmos de suma y produc-
to de enteros, en notacidén decimal, las reglas para el punto decimal.
Por ejemplo

2.5 + 2.3 = :
33X = .2 =

4.8
.06

38
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Podemos verificar, en los ejemplos anteriores, la validez de los algoritmos.
En efecto,

>
2.5 =12 1 103/2.3: + :
por lo que
2.5+2.3=2{150{2—|— = 4 - = 4.

3

“ 110

3 &
10 10 4.8

96
Que .3 X .2 = .06 es igualmente facil de verificar:
3
de donde
3
3 X 2 = 10 X = _ = .,

Estos ejemplos dan una idea clara de como pueden demostrarse las “reglas
para el punto decimal” en la suma y producto de expresiones decimales.

2
10
2

6
10 100

m

_.06

39
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Es importante observar que dos decimales finitas distintas denotan nimeros
racionales distintos y reciprocamente.

Por ejemplo las decimales finitas distintas

2.137 y 2.127
denotan respectivamente a los racionales

2+ + + y 2+ + +
que son
103 7 127
10 100 1000 10 100 1000
distintos
08

Otro hecho que conviene destacar es que no todo miumero racional positivo
tiene una expresion decimal finita, como puede verse en el siguiente

TEOREMA. Sea r = - un niimero racional con Py q enteros positivos primos

q

entre si. Entonces si r tiene una expresion decimal finita, q es de la forma 2" 5°
(r, s enteros no negativos).
Es decir los Unicos posibles factores primos del denominador son 2 y 3.

Demostracion. Sea r = A. a1 a2 ... an. Entonces
p g G @ can 1004 + 10" a1 + ... + an
o 10 o102t ottt o Ton 10"

Aqui, los tnicos factores primos del denominador son 2 y 35, y al cancelar los
factores primos del numerador y denominador para expresar r como cociente
de dos enteros primos entre si, es claro que los unicos factores primos po-
sibles del denominador son y

40
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Utilicemos el teorema anterior. De los siguientes niimeros racionales
2 3 3 1 1 1

57 7°10° 147 3’ 2
no se pueden expresar como decimales finitos los siguientes:

b b

31 1

[

7 14° 3

100

El reciproco del teorema anterior es valido. Para ver esto, demostraremos
primero un resultado auxiliar,

C

Lema. Todo numero racional v de la jbrmaTO—t donde c es un entero positivo

tiene expresion decimal finita.

Demostracion. Sea
¢ = c¢n 10 4+ cpog 1021+ 0 4 ¢ 10 4+ <o

donde cada ¢; es una cifra. Entonces
r = cn 10%-t 4+~ cpog 10021 4 L0 4 e 100t 4 o 10

Ahora, si n < 1, obtenemos

r=0.00...0 chcn-1...C1Co
\ W, |

v
n-t Ceros

la cual es una expresion del namero
racional r. v

decimal finita

W

41
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Finalmente si n > ¢, entonces
r = A.Cr-1 Cr2 ... C1 Co,
de donde, 4 = ¢n 10™* + ... 4 ¢t es un entero no negativo.

En esta forma hemos probado que r puede expresarse como decimal finita
y ¢l lema queda demostrado.

Como ejemplos del lema tenemos:

2750
o= 2.75
45301
105
37 |
108 W
.45301
.0037

102

Podemos ahora enunciar y demostrar el teorema reciproco del anterior:
Teorema. Si un numero racional r es de la forma

C

I = man (c, m, n enteros no negativos)

entonces r tiene expresion decimal finita.
Demostracion. Podemos escribir

multiplicando convenientemente numerador y denominador por una potencia
de 2 o de 5, y entonces ¢l teorema es consecuencia del lema anterior.

Ejemplos.

2743 2743 X 35 13715

x5 2x%® ¢ 2hb

314521 B B

22 x 53 o o

12

52 —— — —
314521 X 2 629042 d

e = gy = 629.042

12 x 2¢ 48
22 x 52 1060 48

e ——
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Como hemos observado, existen racionales que no se pueden expresar COmo
decimales finitas. A estos numeros les asociaremos una expresion que !lama-
remos decimal infinita.

l
B!

R

Consideremos. por ejemplo. el racional -, . Como sabemos, éste no tiene

expreston decimal finita

Para asociar a este numero una decimal infinita procederemos como sigue:
L . .

Multiplicamos el numerador por 10 y e! producto lo dividimos entre 3.

El cociente es y el residuo ¢s

3 ]

104

Multiplicamos ahora este residuo por 10 y dividimos el producto entre 3.
El cociente es y el residuo es

105

Continuando este proceso obtenemos la sucesion de cocientes
3. 3, 3, , e

l

3

y entonces al numero racional — le asociamos la decimal infinita

3333, ..

106

1

6

Multiplicamos el numerador por 10 y el producto lo dividimos entre 6.
El cociente es y el residuo es

Apliquemos el mismo algoritmo al nimero racional -
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Multiplicamos ahora este residuo por 10 y dividimos el producto entre 6.
El cociente ahora es y el residuo es

1038

Continuamos el proceso, como en el ejemplo anterior, y obtenemos un co-
ciente y un residuo |

109
Ahora se ve facilmente que la sucesion de los cocientes es:
1‘5 6! 6? ! 3 > ¢
: o . 1
y la decimal infinita asociada a & ©8°
6 6 6

.1666. . .

414

El proceso anterior es el de la “division sin residuo”™. Consideremos el nu-
. 2
mero racional —-.
| 7
Escribamos como usualmente

7|2
Como 2 es menor que siete multiplicamos 2 por 10, es decir, “agregamos
un ceio al 2” y dividimos el resultado entre 7 obteniendo un cociente y un
residuo, escribiendo el cociente precedido por un punto decimal.
Jcoclente

7 50

\

residuo

= - Am.arEm. W e o—— . =

N DD

111

Al residuo obtenido le agregamos un cero y dividimos el namero asi obte-
'nido entre 7, colocando el nuevo cociente a la derecha del anterior y el nuevo
residuo debajo del cero que sigue al residuo anterior

2
7020
60

45
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Repitiendo el proceso obtenemos lo siguiente: ; De esta manera obtenemos la expresion decimal del racional - %
28 :
7120 -. ; . ,
60 '1 5 = 285714285
40 ’ S ) o
i
5
5
115

En cl ejemplo anterior, los puntos suspensivos (... ) indican que el ““pe-

113 rodo™ 285714 se repite una y otra vez. Para indicar esto se usa la notacidén
; 285714 = .285714285714285714 . . .
Repitiendo el proceso van;zs‘\f;ces. { Otros ejemplos de esta notacion son los siguientes
60 | § - 8 = .
40 2.15 = 2. )
50 : 1 ﬁ
10 ! —‘6“' — .16 =— .
0 | - — —- — N i
0 ' 33333
0 8§ 8§ 8§
R, 1 51

B 1 6 66
o e L S _ - L L e o

1 4285

3

2
6
4
5

46 47




El mismo procedimiento anterior se puede aplicar para cualquier numerador
no negativo y denominador positivo. Por ejemplo:

116

e —

2.94

17 | 50
160
070
020

48

117647058823529

03
13
11
03
12
0]
10
15
14
04
06
09
05

16
e —
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"__—-——_——————_-_-..—_.__.___._____________

El algoritmo de la “divisién sin residuo” aplicado a un racional que tenga
expresion decimal finita conduce a la misma expresion decimal finita seguida
de un ntmero infinito de ceros.

Por ejemplo, aplicando el algoritmo a %—7-%% obtenemos

14.

25| 372
122

14.8800. ..

220
200
000
00

419



113

WM

Resumiendo lo anterior:

El algoritmo de la divisidn sin residuo asocia a cada racional no negativo r
una expreston decimal:

A.aiaas ...,
en donde A4 es un entero no negativo (en su expresion decimal) y las ai son
cifras. Escribiremos entonces

r=Aaaa ...

En todos los ejemplos anteriores puede observarse que esta expresion dect-
mal es periddica. Este resultado es general:

Teorema. La expresion decimal de un nitmero racional es periodica.

En efecto, st r = -—?es un nuamero racional (m, n enteros no negativos), el
namero de distintos residuos posibles que aparecen en la division sin residuo
es menor o igual que n. Por consiguiente, despuds del n-simo paso necesaria-
mente se debe repetir alguno de ellos y a partir de entonces el proceso se vuel-

ve periodico.

h e e — ke w —— m——— ————— = = m — - - ——————
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El teorema anterior sugiere la siguiente pregunta:
Dada una decimal periodica

A.a1 a ... an blbl...bm,
;existe un nimero racional r tal que

r=A.arax...an b1 b2 ... bm?
Los dos teoremas que siguen responden esta pregunta.
Teorema. Las decimales periddicas del tipo

B,

Aara...an9
no aparecen al uplicar la division sin residuo a los niimeros racionales.
Por ejemplo, de las expresiones decimales

3.249939, 3.2429, 5.397, 9,
las del tipo mencionado en el teorema son:

uwﬂ-“ﬁM-m-.mw. R

o Bl

Sy .

120

Demostraremos unicamente que no existe ningin numero ractonal r = v

tal que

a

b
(un argumento simple permite reductr el caso generai a €ste).

— .9

{d

Observemos primero que si @ > b, entonces la expresion decimal de 5 €S de

la forma
A.alaz...an...
con A > 0.

., a
Por lo tanto. ya que la expresion de 5 CS 0.9, se debe tener que

121

De la desigualdad anterior se sigue que
—95 << — 9a
y sumando |0a obtenemos

10a — 96 < 10a — 9a = a.
Pero como 10a — 9b = ri, tenemos que

¥ qa. !

Hhi
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Ahora, por definicion,
rr < b
y multiplicando por -9 ambos lados de la desigualdad obtenemos
— 9 < — 9r1.

Sumando 10r; a los dos miembros de la desigualdad se obtiene
10r1 — 96 < 10r1 — 971 = r1.

Pero como 10r1 — 9b = r; tenemos que
2 Fi \L

<

123

Con lo anterior hemos probado que el residuo r2 que se obtiene al dividir
10ry entre b es menor que r1.

En forma analoga se prueba que el residuo r3; que se obtiene al dividir 107,
entre b es menor que rs.

En esta forma obtenemos la sucesion de residuos ri, 12, r3, ... que cum-
plen las condiciones

a>rn>rn>rn>...=0.

Ya que en esta sucesion puede haber solamente un numero finito de tér-
minos, s¢ tiene que necesariamente algin residuo rn = 0. De donde, la n + 1
a
b

males son . |

cifra decimal de — serd cero, en contra la hipotesis de que todas sus cifras deci-

52
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e

Teorema. Toda decimal periédica con periodo distinto de 9 es la expresion

decimal de un numero racional

Para abreviar haremos la demostracién tinicamente en el caso en que la

decimal sea de la forma

.bl bl...bm.

(Un argumento simple reduce el caso general a éste.)

Demostracion
Consideremos primero el entero

by 10m-1 L pp 10m2 - . .. 4+ bm

que en notacion decimal se escribe b1 b2 ... bm (recuérdese que b €s una
cifra para cada i), es decir,

b1bz.*.bm=b110m‘1+...—i—bm

Por ejemplo, si la decimal es .321, el entero que se considera s
3 x 10 4+ 2 x 10 + 1,

que en notacion decimal es

321
Wﬁ_

125

e
Demostraremos ahora que el numero racional

ro— bl « .o bmq
T 101
tiene como expresion decimal
b1 ... bm
Por ejemplo,
21321 gy
10>-1 999  °
En efecto,
999 | 3210
---0
-0
-0
321
999 | 3210
2130
1320
321
M

53
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Calcularemos ahora en general la expresién decimal del racional

bI - bm
10m—1

}-‘

para lo cual consideraremos la igualdad

[0 (b1 10™1 ++ [0 +bmt 10 + bm) = (10™ ~1) by —+ b 10™-!
by 10m=2 ++ . 4 bm 10 -+ b,

Ya que estamos suponiendo que no todas las cifras bi. . ... hm son iguales
a 9, entonces
by 10m-1 2 hn 10 L by < 9 (10m-! + 10™-> — ... + 1)

Ahora bien, usando la férmula que se vio anteriormente para la suma de
una progresion geométrica, se tiene que

|Om-! + j0m-2 L L] =

127

Substituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

by 10m°1 - by 10™2 -y 10 - by < 10M — |,
Los resultados anteriores indican que al dividir 10 X b1 ... bm entre
10m — 1, el cociente es b1 y el residuo es b2 b3 . .. bm br.

Por consiguiente, la primera cifra decimal de la expresion es b

Para calcular la segunda cifra decimal hay que multiplicar 10 por el resi-
duo anterior b2 b3 ... bm by v dividir entre 10m — |.

En forma semejante al caso anterior obtenemos que el cociente by y el resi-
duo es f

54
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Asi sucesivamente, obtenemos como cocientes
b‘},bé,...jbm,bl,b?_,...
Por consiguiente la expresion decimal de

_bl “ .. bmﬂh
10m — ]

€S ,
que es lo que se queria probar.

—_—_——— . — e i —— _———_—— - —

m e o aroma - .
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Hasta aqui hemos hablado tnicamente de la expresion decimal de un nu-
mero racional no negativo. Para completar y tener una expresion decimal

para todo numero racional daremos la expresion decimal de los racionales
negativos.

Si r es un numero racional negativo, — r es un nimero racional positivo y
tiene una expresion decimal:

—r=A.a1a: a . ..

Entonces, por definicion, la expresion decimal de r es

— A.a1 a as .

Por ejemplo, la expresion decimal de

1

5 ©S

i €S
3

55



En la Imprenta Universitaria, bajo la

direccién de Jorge Gurria Lacroix, se

terminé la impresion de Algebra II. El

campo de los numeros racionales, €l dia

31 de agosto de 1971. La composicidn

se pard de tipo Times 10:11. Se tiraron
10 000 ejemplares,



Bajo el tema genérico de Algebra los
profesores Humberto Cérdenas Trigos, Emilio
Lluis Riera, Francisco Raggi Cérdenas y
Francisco Tomds Pons, prepararon |. El anille
de los nimeros enteros, |1. El campo de los
niimeros racionales, 11. El campo de los
niimeros reales, folletos que ahora, cada uno
por separado, ofrece a los lectores la

coleccion de Textos Programados de la UNAM.
Los autores, ampliamente destacados en el

campo de los ndmeros como los podrdn demostrar

estos trabajos, son investigadores de tiempo
completo, titulares de sus respectivas
materias en la Facultad de Ciencias de la

Universidad Nacional Auténoma de México.
Con estos textos pretenden, ademds de que se
conozcan —en la aparente aridez del élgebra—
las riquezas que esta disciplina ejerce

dentro de las ciencias, establecer un nivel
intermedio a fin de que sirvan al mayor
niimero de estudiosos.

Por tanto se puede afirmar, sin lugar a
titubeos, que serdn (tiles a los estudiantes de
nivel preparatorio, a los del primer afio de

las carreras profesionales —como complemento
de sus cursos de matemadticas—, asi como a
cualquier persona interesada en temas

de esta naturaleza.

TEXTOS PROGRAMADOS

Publicados

Quimica orgdnica, José Luis Mateos Gomez (22 edicion)

Introduccion a la estadistica descriptiva | y 11, Octavio A. Rascon Ch.

Introduccion a la administracién, José Antonio Fernandez Arena (22 edicién)
Introduccion a la I6gica deductiva y teoria de los conjuntos |, Javier Salazar Resines

Introduccién a la fisiologia, Carlos Alcocer

Algebra 1, 11, lll, Emilio Lluis, Humberto Cardenas, Francisco Raggi vy Francisco Tomas
Introduccion a la Iégica deductiva y teoria de los conjuntos |1, Javier Salazar Resines

De préxima aparicion

Geometria analrtica, Guillermo Torres, Alejandro Odgers

Frsica general, Francisco Medina Nicolau

Introduccién a la teoria de las probabilidades, Octavio A. Rascén Ch.

En preparacion

Introduccion a la psicologia, Enrique Garcia

Contabilidad de costos, Miguel Tanjian
El dtomo y la molécula, Raul Cetina

La célula, Antonio Villasana y Armando Gémez Poyou
Introduccién al estudio del derecho, Fernando Flores Garcfa

Sistemas econémicos, Guillermo Ramirez

Departamento de Distribucién de Libros Universitarios

Insurgentes Sur 299
México 11, D. F.
Teléfonos 533-45-16 y 533-42-19



algebra Il

EL CAMPO DE LOS NUMEROS REALES

Humberto Cardenas
Emilio Lluis
Francisco Raggi
Francisco Tomas

LM TEXTOS
HIM PROGRAMADOS




~n

"ALGEBRA

e



COMISION DE NUEVOS METODOS DE ENSENANZA a’l ebra

Il CAMPO DE LOS NUMEROS REALES

HUMBERTO CARDENAS
i EMILIO LLUIS
' FRANCISCO F. RAGGI
FRANCISCO TOMAS

— . — . o —— ————— — - - ——

TEXTOS
PROGRAMADOS

LII"I UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

; qm DIRECCION GENERAL DE PUBLICACIONES
MEXICO, 1971




CONTENIDO

Reconocimiento. . . . . . . . . . . . . . ... ... ... VI
Preéentacién........................ IX
Introducctén . . . . . ... ... o0 L L. ... X
El campo de los nimerosreales. . . . . . . . . . . . . . .. 1
La recta numérica. . . . . . . . . . . . .. ... .. ... 17
Intervalos. . . . . . . . .. ... ... .. ... ... .. 20
Desigualdades. . . . . . . . . . ... ..o 26
Densidad. . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. .. 34
Cotasyfronteras . . . . . . . . . . ... ... .. .... 39
Propiedad de la existencia de fronteras. . . . . . . . . . . . . 47
Raices de namerosreales. . . . . . . . . . . .. ... ... 50
Exponentes fraccionarios. . . . . . . . . . . . . ... ... 54

Apéndice. . . . . . . . . . .. . 0 e oo .. 6]

Primera edicién: 1971

D R © 1971, Universidad Nacional Auténoma de México
Ciudad Universitaria, México 20, D. F.

DIRECCION GENERAL DE PUBLICACIONES

Impreso y hecho en México



.l
i

e

Pl k.

BT S L

L aliE T T WCR B

RECONOCIMIENTO

Este texto se elabord en la Comisidon de Nuevos Métodos de En-
sefianza. En su realizacion participaron, ademas de los autores,
las siguientes personas:

.

ENRIQUE GARcCIA G.
; Instituto de Ingenieria — Coordinador Técnico

GUADALUPE Lucio
Ayudante

JORGE DE LEON
Correccion de estilo



PRESENTACION

Una de las técnicas modernas de la ensefianza es la instruccion programada.
Dentro de esta técnica el contenido de los textos se ordena de modo sistemdtico
vy se adapta al ritmo de asimilacion de cada estudiante; existe la participacion
activa a lo largo del curso y se controla constantemente el aprendizaje mediante
el planteamiento de preguntas y la inmediata verificacion o correccion de las
respuesias.

El material de un texto programado se organiza empleando ideas simples, las
cuales se presentan en un orden que facilite la comprension del estudiante. Las

ideas o segmentos de informacion se ofrecen en cuadros logicamente coordinados,
con Vo cual se evita que, en alguna de sus fases, la ensefianza llegue a ser dema-
siado fdcil o muy dificil, a la vez que se logra mantener abierto el camino para
que todos puedan adelantar segiin su propio ritmo de trabajo y comprension.

Conforme van apareciendo los nuevos segmentos de informacion, se plantean
al estudiante cuestiones especificas que, por obligarlo a intervenir activamente, le
reafirman los conocimientos aprendidos, le estimulan y le mantienen atento. Pa-
ra elo, cada pregunta va seguida inmediatamente de la respuesta correcta. Asi
el estudiante se siente alentado por sus aciertos y corrige de inmediato sus errores.

Debido a tales caracteristicas el texto programado se adapta a la velocidad

particular de cada estudiante, lo que no puede hacer el maestro encargado de un
Zrupo numeroso.

Con la ensenanza programada no se pretende sustituir al profesor. Se utiliza
solo como un instrumento auxiliar, til para iniciar estudios, subsanar lagunas,
desarrollar habilidades o complementar el aprendizaje y de llevar a un punto
optimo su eficiencia y aprovechamiento.

Este libro pertenece a la primera serie de textos programados que prepara la
Universidad Nacional Auténoma de México para ofrecerlos, a sus estudiantes y
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profesores, como parte de un programa general de modeirnizacion de los métodos
docentes y de superacion académica.

COMISION DI NUEFVOS MLETODOS DE ENSENANZA

INTRODUCCION

Este texto de algebra consta de tres tasciculos.

El primero estd dedicado al estudio de los numeros cnteros. En la parte
preliminar de este capitulo se discuten, en primer lugar, las nociones intuitivas
de conjunto y de funcidén, y, en seguida, el concepto de operacion y algunas
propiedades de las operaciones.

Mas adelante se trata el tema principal, que es el de precisar cuales son
las propiedades basicas de las operaciones con los enteros. Estas se mencio-
nan como los axiomas de los enteros. Después se demuestran, a partir de los
axiomas, otras propiedades de los enteros que el estudiante conoce y, final-
mente, se discute el orden en los enteros y se observa que las propiedades del
orden, junto con las propiedades basicas de las operaciones, caracterizan a
estos.

Se subraya que no importa la naturaleza de los elementos del conjunto de
los enteros, sino las propiedades de las operaciones y del orden.

El segundo esta dedicado al estudio de los numeros racionales. Se presentan
como una extension natural de los numeros enteros, en donde los elementos
distintos de cero tienen inverso multiplicativo.

Como propiedad caracteristica adicional se pide que todo racional sea co-
ciente de dos enteros. De esta manera se pueden interpretar los numeros
racionales como cocientes de enteros y deducir las reglas usuales para las
operaciones con fracciones.

Como en el caso de los enteros, se destaca una lista de proposiciones basi-
cas de las cuales se derivan las restantes. Asimismo se le da una importancia
espectal al orden.

Finalmente, para preparar la introduccion de los nimeros reales, en este
capitulo se analiza la expresion decimal de los numeros racionales. Se de-
muestra que éstas son periodicas y que cualquier decimal periddica corres-
ponde a un numero racional. Esto altimo permite 1dentificar el conjunto de
los racionales con el de las decimales periddicas.

En el tercero se estudian lfos nUimecros reales. Se muestra primero la
existencia de numeros que no son racionales, y a continuacion, basandose en
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la interpretacion de los racionales como decimales periodicas, se definen los
reales como el conjunto de todas las decimales (periodicas o no). Se aceptan
varias propiedades basicas acerca de la existencta de las operaciones y del
orden.

Mas adelante sc identifican los numeros reales con los puntos de la recta
numerica y se discuten las desigualdades y los intervalos.

Finalmente, se introducen los conceptos de cota y frontera, los cuales per-
miten enunciar una lista de proposiciones basicas de los nimeros reales que
los caracterizan completamente.

Daremos a continuacion algunas instrucciones para el uso de este libro.

En este libro usted se encontrara con una serie de segmentos de informacion
o cuadros, en cada uno de los cuales tendra que elaborar una o mas respuestas.

Ejemplo:

Con frecuencia usaremos letras mayusculas para denotar conjuntos, Por
cjemplo, si 4 es el conjunto de los numeros naturales menores que 6, entonces

A == {15 s k. ’ }

. S . _ e T e e
il i A nier S T e

m

Como puede usted observar, en este segmento de informacion se da pri-
mero una explicacion y a continuacion aparecen cicrtos espacios en blanco
que usted debera llenar teniendo en cuenta la explicacion anterior y la infor-
macion general adquirida en los cuadros precedentes.

El segmento de informacion termina con una linea delgada, y en la parte
inferior de ella aparecen las respuestas correctas.

Este es un texto programado en forma lineal. Para su aprovechamiento es
indispensable estudiar un cuadro tras otro, en el orden en que figuran, sin
omitir ninguno y sin pasar al siguiente hasta no haber llenado correctamente
los espacios en blanco del segmento de informacion. Si la respuesta que us-
ted elabore no es la correcta, debera leer nuevamente con toda atencidn el
segmento de informacion, analizar sus errores y elaborar nuevamente la
respuesta.

Desde luego, durante la lectura de cada segmento de informacién debera
usted cubrir con el cobertor anexo el espacio inferior correspondiente, con el
objeto de no ver las respuestas antes de haber llenado los espacios en blanco.

Con ¢l fin de que pueda conservar la ilacion 1égica de las demostraciones
que abarquen mas de un segmento de informacidn, se utiliza, al margen, el
simbolo |, el cual indica que la demostracion continda en el cuadro siguiente.

Para indicar el ultimo cuadro de la demostracion se anota al margen el
simbolo | .

XII
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El campo de los numeros reales

Hasta ahora hemos tratado Unicamente con numeros racionales. Estos, con
sus operaciones de suma y producto, constituyen ya un campo. Sir:t embargo,
este conjunto de nimeros no es lo bastante amplio para las aplicaciones. Por
ejemplo, ya desde la época de los griegos se hablaba de “segmentos incon-
mensurables”, es decir, de segmentos cuya medida no es un numero racional.

Un ejemplo simple de éstos es la diagonal de un cuadrado de lado uno.
Como se recuerda, usando el teorema de Pitagoras, se encuentra que €ste seg-
mento mide /2, el cual veremos que no €s un numero racional.

PROPOSICION. No hay ningun nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Para la demostracion veremos primero el siguiente

LEMA. Si a es un numero entero par entonces a~ es par y si a es impar enton-
ces a* es impar. |

Demostracion. Supongamas primero que ¢ €s par; ¢ntonces podemos escCri-
bir

a = 2n

para alguna n en Z. Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad
obtenemos

y
ad- == ’

lo cual indica que a” es par. {

4n*
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Para continuar la demostracion supongamos que a es impar. Entonces po-
demos escribir

a—= 2n-+1
para alguna » en Z. Elevando nuevamente al cuadrado obtenemos

as =

lo cual indica que a* es impar.

<

4n* + 4n -+ 1

2

Una consecuencia inmediata de este lema es el

COROLARIO. Oi a es un entero, entonces a* es par si y solo si a es par.

Demostraremos ahora la proposicion por reduccion al absurdo. Suponga-
mos que 4/2 es racional. Entonces podemos escribir

5 _ P
) = L
v q

con p, g enteros y sin factores comunes. De aqui se obtiene.

(1) 29° = p,
por lo que p* es par. Del corolario anterior resulta que p es

par
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Ya que p es par podemos escribir

p=2r
con p’ € Z. Substituyendo esto en (1) obtenemos
27 = 2Qp')y = .
y dividiendo entre 2, se tiene que
q* = :
lo que indica que ¢* es par y por el corolario resulta que g €s , 1o que
contradice la hipotesis de que p y g no tienen factores comunes. J
|
4p°2
2p’*

1

Resumiendo lo anterior, vemos que “‘no hay suficientes’” niimeros raciona-
les. Para suplir esa deficiencia se construye un campo mas amplio, el cual
tiene, entre otras propiedades, la de que todo nimero positivo posee raiz cua-
drada. Este es el campo de los nimeros reales, que a continuacion trataremos.

Para definirlo, daremos primero los nimeros reales positivos.

Por definicion, el conjunto de los reales positivos es el conjunto de las deci-
males infinitas diferentes de cero (periddicas o no), omitiendo unicamente,
como en el caso de los numeros racionales, las decimales periodicas de perio-

do 9.
A este conjunto lo denotaremos con R*. Es decir,

R* ={ Aaiayay ...
De la definicidn anterior se sigue inmediatamente que
R+ D> Q
en donde, Q* denota el conjunto de los racionales positivos.
Es facil ver que hay decimales no periédicas. Por ejemplo, en la lista si-

gulente
.01001000100001 . . .

12537337537 . ..
. 20220222022220 . . .
16666 . ..

las decimales no periodicas son

. ] = e — -

.0100100010000]
.20220222022220 . ..

i ,

4

D

_—

Para completar ¢l conjunto de los nimeros reales consideremos ahora el
conjunto R~ de las decimales infinitas precedidas de un signo -:

R~™ = {—A.m aas ... ;.

-

La union de estos dos conjuntos y el conjunto que consta del racional 0
nos dara el conjunto de los nimeros reales. Asi que, un ntimero real es

a) una decimal infinita, o bien
b) el numero 0, o bien
¢) una decimal infinita precedida de -.
(Como se menciond anteriormente no consideramos decimales de periodo 9

y de aqui en adelante cuando se hable de decimales se sobreentendera que
excluimos éstas).

Definicion. EI conjunto de los numeros reales es
R =R uU {0} U R

lomando en cuenta que el conjunto de los nimeros racionales puede con-
siderarse como la union

Q=Q v 0; U Q,

en donde Q~ es el conjunto de las decimales periddicas precedidas de un -
se sigue de la definicion anterior que

¥

R o Q.

(Sera R = Q? La respuesta es

afirmativa, negativa

negativa
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En lo anterior hemos hablado unicamente del conjunto de los nameros rea-
les. ;Podremos definir en este conjunto operaciones de suma y producto que
extiendan Ja suma y el producto de los nimeros racionales? La respuesta a
esta pregunta es que si es posible dicha extension. Ya que la demostracion
de esta propiedad estd fuera de los objetivos de este libro, s¢ omitira. A con-
tinuacién enunciamos con mas precision la propiedad mencionada.

PROPIEDAD BASICA 1. Se pueden definir dos operaciones + y « en el con-
junto R de los nimeros reales de tal manera que:

a) estas operaciones extienden la suma y el producto de numeros
racionales.

b) R con estas operaciones resulta un campo.

A este campo se le llama el campo de los niumeros reales.
A continuacion analizaremos con mas detalle el significado de las condicio-

nes a) y b).

{

e

La condicion a) significa lo siguiente:

Si tomamos dos numeros reales ¢ y b que, en particular, sean racionales.
su suma con la operaciéon de Q resulta igual a su suma con la operacion de
R. Analogamente, su producto, con la operacion de Q resulta igual a su pro-
ducto con la operacion de

Esto se acostumbra expresar diciendo que Q es un subcampo de R.

—— —— —_- - - - - -

——r -

o

La condicién b) significa que la suma y el producto en R satisfacen los
axiomas de campo,; es decir;

AXIOMA 1. La suma de numeros reales es conmutativa; es decir,

a -+ b =

AXIOMA 2. La suma de numeros reales es asociativa,; es dectr,
(@ + b) + ¢ =

AXIOMA 3. Existe en R un elemento neutro aditivo que es el 0; es decir,
a+ 0 =

AXIOMA 4. Para cada real a existe en R su inverso aditivo (denotado por —a)
con la propiedad

a + (-a) =

AXIOMA 5. El producto de numeros reales es conmutativo; es decir,
ab =

AXIOMA 6. El producto de numeros reales es asociativo, es dectr,
(ab) ¢ =

AXIOMA 7. Existe en R un elemento neutro multiplicativo, el 1; es decir,

a'].:

AXIOMA 8. En R el producto distribuye a la suma; es decir,
a(b + c¢) =

AXIOMA 9. Para cada real a # 0 existe un inverso multiplicativo (denota-
do por a’') tal que

dd-




Recordemos que hemos definido los niimeros reales como las decimales in-
finitas (R*) y las mismas, precedidas de un signo menos (R7), ademas del O.
La razon por la cual se eligio esta notacion para los elementos de R~ es
que, segun la operacion de suma en R, e/ inverso aditivo de un elemento
a = A.aia a3 ... de R es precisamente el elemento -A. a1 a, as . . . .
Omitiremos aqui también la demostracion de este resultado.

10

Ahora estudiaremos el orden en el campo de los niimeros reales.

Asi como las operaciones de Q se pueden extender a R, es también cierto
que el orden en Q puede extenderse a un orden en R de tal manera que R
resulte, con dicho orden, un campo ordenado.

Para ver esto consideramos primero el orden lexicogrdfico en el conjunto
R*. Explicaremos a continuacion en qué consiste este orden.

Sean a, b € R" y escribamos, con la notacidén usual,

a=A ara, as ...
b= B. b1 bbs...

Caso 1. S1los enteros A y B satisfacen la condicion
A > B
entonces decimos que, en el orden lexicografico,
a > b

Por ejemplo,
3.042.... > 2.998 ...
pues

3 2

11

Caso 2. Ahora bien, si

A=B vy a > b
entonces decimos que, con este orden,
a > b.
Por ejemplo,
2.8756 ... >2.7993 | ..
ya que

...\L....

=

g 7
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En general, si
A= B, a = b, ..., an1 = bn1 y an > by entonces se dice que, con el
orden lexicografico, a es mayor que b v se escribe a > b.

En otras palabras, dados dos reales positivos a v b, se dice que a es mayor
que b si la primera cifra en que difieren es mayor en a que en b (aqui la parte

entera se considera escrita, como de costumbre, en notacion decimal). J
Por ejemplo, 362.141 ... 359.355... pues 675.
=
13

De esta definicion se sigue que si
a—=A.aax...anan: ...
b—=A.a a...dn bni1 .. .,

entonces
(n.1 > bn.i
implica
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Este orden lexicografico es precisamente el que extiende el orden de los ra-
cionales, y con este orden el campo de los numeros reales es un campo orde-
nado. Enunciamos este resultado como la

PROPIEDAD BASICA 2. En el campo de los numeros reales se cumplen las con-
diciones siguientes.

a) R+ se puede tomar como conjunto de positivos, es decir,

R* satisface los postulados de positivos que son:
1) la suma y producto de positivos es positivo.
2) la ley de tricotomia.
b) E! orden derivado de R* (es decir, a > b sia— b &€ R*) es tal que
1) restringido a los racionales es el orden de los racionales.

2) restringido a R* es el orden lexicogrdfico.

—_— -- e

4 s . EcEmmew - —_ =r e —r————
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De la propiedad anterior se obtiene inmediatamente el siguiente corolario:

COROLARIO
1) A .aa ... > 0
2) A .ara ... < 0
3) 4A.aa... > —-B.bib...
4y -A . aaz... > — B . bt by... siysdlosi
B.bibh... > A . a a:.
Por ejemplo,
3.15... -15.73 . ...
— 27.356... > =27.37...,
ya que 27.37 ... 27.356.
>
e

10
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A pesar de que la propiedad basica |1 asegura la existencia de las operacio-
nes de suma y producto en R, no hemos visto hasta aqui método alguno que
permita calcular sumas y productos de nameros reales.

Con el fin de encontrar un método para efectuar operaciones con reales
veremos como se pueden “‘aproximar’ los nimeros reales con decimales fini-
tas, y como las sumas y los productos de estas ultimas “aproxtmaran’™ a las
sumas y los productos de los reales.

E— - —_— e e  e—— L
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Veamos pues qué se entiende por una aproximacion de un namero real por
una decimal finita.

Consideremos primero algunos casos especiales. Una decimal finita &’
aproxima a un numero real a (por defecto) con una aproximacion de centési-
mas, o bien hasta la segunda cifra decimal, si

: 1
0 <a—a < e
0, equivalentemente, si
. I p) 1
a < a<a + Jo2
Por ejemplo, el reai
a — 26.3517 ...
¢s aproximado por la decimal finita
a = 26.35
con una aproximacion de va que

26.34 << 26.357 ... < 26.35 + .01 = 26.36;

tambicn, en este caso, 26.35 aproxima a 26.3517 ... hasta la
cifra decimal

—— —_—— _———_— —_—

11]
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Definicién. Se dice que la decimal finita @’ aproxima (por defecto) el real a
hasta la n-ésima cifra decimal si
1
10"

0 <ag-—a

A

0, equivalentemente,
1

o

a < a<a -+

Por ejemplo, el numero real
T = 3.141592653 . ..

es aproximado (por defecto) por la decimal finita

= 3.1413592
hasta la . cifra decimal, pues,
3.141592 < < 3.141593
sexta 3.141592653 . ..

—
—— -—r—
———
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Los ejemplos anteriores son casos particulares del siguiente resultado:

Si
a= A .a1a...an Qn.1 . . .

es un numero real positivo y

a’:A.alaz...an

entonces @’ aproxima a a hasta la n-ésima cifra decimal; es decir,
0 < < . J

e -‘H"'-.-

_'_'—-__—-—'__—_n_—_______________—

Demostracion. Como se recuerda, la desigualdad 0 < a —a < 1

es equivalente a 10"
: 1
a < a<a -+ x
1on
Observemos primero que
>
a < a
puescomoa’ = A .ai...anya=A . ai...an an.1 ...

todas las cifras decimales de o’ son menores o iguales que las correspondientes
de a.

s 1 .
Para demostrar que ¢ < o’ - [on Supongamos primero que
ar=a = ... = an = 9;
cnionces
2 ! 1
a — [On — A + l

que es evidentemente mayor que a.

Supongamos ahora que alguna de las cifras decimales de @’ es menor que
9y sea i tal que
a<<9ya, =a.2=...=an=9;
entonces

]

a -+ Ton = A .a...(a + 1)

y por la definicion de orden

RN

Por ejemplo, st a = 27.139995 .. . y a’ = 27.13999
entonces

, 1
T/ > 4

27.14000
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La siguiente proposicion da un procedimiento que permite calcular decima-
les finitas que aproximen la suma y el producto de numeros reales posItivos
tanto como se desee.

PROPIEDAD BASICA 3. Sia y b son numeros reales y a’, b’ son decimales fini-
tas que aproximan a y b hasta la n-ésima cifra decimal; es decir,

3

a a
b — b

0
0

AWA
AWA

entonces la suma y el producto de a y b quedan aproximadas por @’ + b’
y a’b’, respectivamente, del modo siguiente:

2
0 <(a+b)—@+b)< o
y a -+ b 1
0 < ab—ab < o | TS |
1 |
10m 10"

14

22

La demostracién para la suma es inmediata; en efecto, sumando miembro
a miembro las desigualdades

se obtiene

La demostraciéon de la féormula para la aproximacion del producto es un
poco mas elaborada, y la omitiremos (se usa, como antes, Unicamente el he-

cho de que R es un campo ordenado). !
Por ejemplo, si queremos calcular la suma de _
a=3.1415. .. y h = 1.10110001 . . .
con aproximacion hasta milésimos, basta tomar
& = 3.1415 y p = 1.1011

que aproximan a y b hasta la cifra decimal, y por la formula de
aproximacion referente a la suma, se tiene que

0 < (3.1415 ... + 1.1011601 ...) — (3.1415 + 1.1011) él—g;
C moif"—l- btenem
y O 104-&‘ 10 Y Ot OS

3
0 < (3.1415 ... & 1.1011001 ...) — 4.2426 <

103
lo cual indica, segtin la definicidn de aproximacion, que 4.2426 aproxima a la
suma hasta las

cuarta
milésimas

—_

_ -

15
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%

S1 queremos ahora calcular el producto de los mismos numeros reales con
aproximacion de un centésimo, basta tomar
a = 3.14] y b = 1.]0]

que aproximan ¢ y b hasta la
macion del producto se tiene que

0 < (3.1415...) (1.1011001 ...) — (3.141) (1.101) <
3.141 + 1.010 1

citra decimal, y por la férmula de aproxi-

S 103 TR
y como
3.141 + 1.101 1 4243 4243 |
05 T106° 106 102 ~ 100

y como ademas
(3.141) (1.101) = 3.45824],

al substituir, se tiene que

O <<ab—3.458241 < ]—(l)-j ;
lo cual indica, segun la definicion de aproximacion, que 3.458241 aproxima al
producto ab hasta la cifra decimal.

Observemos que también 3.45 aproxima al producto gb hasta las centési-
mas.

tercera segunda

. — s - - .
- — —_— e ——— e e e - _
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Resumiendo, en esta seccion hemos construido el campo ordenado de los
numeros reales R. Este contiene al campo ordenado Q de los numeros ra-
cionales como subcampo ordenado (es decir las operaciones y el orden de R
extienden las operaciones y el orden de Q).

R consta de todas las decimales infinitas (exceptuando las de periodo 9).

CEEr R R B -k — —— — e et e - —_— - — —_—

16
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LA RECTA NUMERICA

|a representacion geométrica de los numeros reales es de primordial impor-
tancia en la geometria analitica y el calculo diferencial e integral.

El hecho de que podemos pensar ¢n los numeros reales como puntos de una
recta, permite interpretar geométricamente muchas de las propiedades de los
nimeros reales; e inversamente, muchas situaciones geométricas se¢ pueden
expresar algebraicamente.

Consideremos una recta y dos puntos O, U sobre ella. A uno de ellos le
asoclamos el nimero 0 y al otro el nimero 1.

O U
-—————-——-—.——-—-.-——-—-—-—_—————_—_—-—-
O 1

,Como podriamos representar todos los nimeros naturales como puntos de
esta recta? Lo usual es colocar segmentos congruentes con el segmento OU
uno tras otro, y a sus extremos asoclarles los nimeros naturales con su orden

natural.

0O U Q P
___._..__._.__..__a___l_—i——-d———‘———l———‘——'_‘.'_‘
O 1 2 3

,A qué numero corresponde el punto P? (Y el punto Q?

—rw———T

—— . T e —— _——

— . aa L Tur-mw

1 7

— - - e —————
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St al punto P le corresponde en la forma anterior cierto numero natural »,

decimos que #n es la coordenada del punto P.
En la recta

o VUV @ P - -
-_____.___.__.__.__..——-l—_—h———l—-‘—_‘—_"
O 1 2
la coordenada de P es y la de Q es

En la misma recta indique los puntos R y S cuyas coordenadas son respec-
tivamente 7 y 10.

o VY Q@ P R S

T o U o
O l fa 4 o & 7 8 9 10

17
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En forma analoga podemos ahora representar sobre una recta el conjunto
de todos los numeros enteros:

C A O U b
VLR VN S TR e e e ey
4 -3 -2 - O | 2 3 4

En la figura anterior,

la coordenada de A es :
la coordenada de B es ,
la coordenada de (C es

-3
4
-6
28
En la recta
O U
—__.__—a_ﬁ—-—h-—‘_.-———h*._—_
0 1

indique los puntos 4, B, C, D, E de coordenadas -7, 7, 3, -1y -5 respectiva-
mente.

A E O 0 U C 8
.—-—-—.——-ﬂ———-—-———.—-'-——-.——'-—.—'—‘—‘—"_"__.
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -l o 1 2 3 4 5 6 7
18
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En lo anterior hemos representado sobre la recta unicamente los niameros
enteros. Describiremos a continuacion como representar sobre la misma los
numeros racionales.

Sera suficiente mostrar vaiios cjemplos.

. 3 .
Para representar el racional 3 procedemos como sigue:

Dividimos el segmento OU en tres partes 1guales y obtenemos un segmento

00.

o @ U P
N N —— . . e )
-2 . -1 O 1 | 2 8 3
3

A continuacion marcamos sobre la recta numérica, a la derecha de 0 ocho

segmentos, uno tras otro a partir de 0 y todos congruentes con OQ. El cex-
tremo derecho P del dltimo segmento es ¢l punto que, por definicion, represen-
8

ta al racional 2—

-

S1 ¢l namero racional es negativo sc procede en forma semejante, pero los
segmentos se colocan a la 1izquierda del punto O.

Por ejemplo, los puntos que corresponden a los racionales

3 1 5 9
4 27 27 4
son los siguientes (marqueios):
0 U
e A S A | P I S A —$ P VT i I GU— —
0 U
I a— PO W P | o : i | \ ;
-3 ) 0 1 1 2 2. 3 4
9 % 2 2

19
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p—r—NEE s a L i

Es claro como, de esta manera, se puede representar cualquier numero ra-

cional en la recta numeérica.
En lo que se refiere a los niimeros reales aceptamos como axiomas geome-

tricos de la recta numérica los dos siguientes:

AXIOMA 1. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto R de
niimeros reales y el conjunto de puntos de la recta. En esta correspondencia,
los puntos correspondientes a los nimeros racionales son los obtenidos con el

método explicado anteriormente.
AXIOMA 2. Si A y B son puntos de la recta que corresponden a dos nime-

ros racionales a y b v si ¢ es un numero real tal que
a << ¢ << b,

entonces el punto C correspondiente a c estd en el segmento AB; es decir,
¢ € AB.
Si el punto A de la recta corresponde al nimero real a, diremos que a ¢s la

coordenada del punto A.

- —————— - . =

a1

MM_W—M

INTERVALOS

Estudiaremos ahora ciertos tipos de subconjuntos del conjunto R de los
nGmeros reales quesonde gran importanciaen el calculo diferencial ¢ integral.
Puesto que hemos identificado los nimeros reales con los puntos de una
recta, estos subconjuntos los podremos pensar como subconjuntos de dicha

recta.

Estos subconjuntos estaran determinados por desigualdades, y algunos de

ellos recibiran el nombre de intervalos.

Supongamos que a y b son dos nimeros reales tales que @ << b. 51 x ¢s un

numero real y
a<x y X < b
escribiremos simplemente, como de costumbre,

a << x < b.
Asi pues, por ejemplo,
2 <X <D
significa que
2 < y
X X <3

20

32

Sta. b € Ry a < b, al conjunto

XER|a<x<b;
se le llama el intervalo abierto de extremos a y b y lo denotaremos con (a, b).
Por ejemplo. el intervalo abierto con extremos -1 v 1, es

(-1, ) =<x € R < < ’
-1 x 1
33
Ya que la relacion a << a es falsa, el intervalo abierto (a, b) no contiene a
su extremo a. Analogamente b € (a, b) pues la relacidn < es falsa.
b b
34

En la recta numeérica. ¢l intervalo abierto (a, b) con extremos a, b lo re-
presentaremos como sigue:

g b

y ¢ste consta de todos los puntos del segmento indicado, excepto los extremos
ay b.
Marque en la recta

~ 3 -2 - | O | 2 S q

los intervalos abiertos (-2, 0) y (I, 4).
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En forma anidloga se definen los intervalos cerrados. St ¢ y h son numeros ambicn s¢ pueden definir intervalos semiabiertos como, por ejemplo,

reales y a << b, ¢l intervalo cerrado con extremos a v b ¢S , X € R | a2 x << h Jf“-, (¢ << D)
; vER I ax T l)j ¢l cual se denotara pot la. b) y
y se denotard con [a, b). WERa<y<h) . , |
Por ejemplo ﬁ ¢l cual podemos denotar por (usando una notacion andloga).
-3, 1] = f veR' T L e
' (a, b]

3 x| L

36

O U S

Tambien reciben el nombre de intervalos los conjuntos del tipo siguiente:

Si (a, b] es un intervalo cerrado, los extremos a v b pertenecen al intervalo, FERI xS
. -~ X AY *Hj; (!

_ ., L VT . ¥ — |

pues «a satisface la condicion @ <~ a = by b satisface la retacion ¢ < _ =< b. _

“ye R x>ay (@ € R)
T T T T o o bien, del tipo

b x &€ R x < a 'r

e ——— NYE R x<ua . (¢ € R)
| Estos se Hlaman intervalos infinitos, y s¢ usara la notacion
. 3
37 XY E R x=a; = la, ow0)

f Y& Ry

>’ (! ;F — (a'r m)
X € R| x<la; —= (- o, d]
| <

rx < R x aj;' = - 00, d)
— ~— ——— Asi, por ejemplo,
a b [i, ) == v € R
Por cjemplo, cn la figura siguiente (— o0, 2) = 1 c R B
_4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

estan indicados los intervalos cerrados

29 23
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Conviene recordar aqui que los simbolos oo v —o0 no representan ningan
numero real. Son simplemente simbolos que nos permiten. en este caso, abre-
viar la notacion.

Por ejemplo,

x X > 7 = ()
Cylx ol (. ]
(“7: CO)
(—DCJ:, T ]]
41

es ¢l intervalo  [a, o0);

._______?.———_:_—-——-ﬂ

a
es el intervalo (1, ).
El intervalo (—oo, a] es
7
e—-———:-_m'M"! .
¥,
y el intervalo (-0, a) es
. ]
(a, o)

24
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Es muy util la representacion grafica de los intervalos para encontrar unio-
nes e intersecciones de €stos.

Por ejemplo, la interseccion de los intervalos (-1, o) y (-oo, 1] es (-1, 1]
como puede verse en la figura

-4 O

o sea, (-1, ) N (-0, 1] = (-1, 1].
En la figura

-3 -2 ~ | O ! 2 3
puede verse que
[_15 1] J (O: 2) — [ > )

" —_ —— -

La interseccion
[_3: 3) a [O:r OO) —
como puede verse en la figura

l-—-_.'l—_-l————l-—-——-—-l—_l—_—&_____.____‘_____‘__._l

-4 -3 -2 - 0 I 2 3 9
(1lustrela.)

e — . A - ——r -

-4 -3 -2 -1 O I 2 3 4

—_——— ——— e ————— —

25



DESIGUALDADES

Veremos ahora como puede expresarse la solucion de ciertas desigualdades
en forma dc intervalos.
Consideremos, por ejemplo, la desigualdad
3x —2 > v — 6.
Sumando a ambos micmbros —y - 2, obtenemos

T
e

1 -
-, resulta que

v, multiplicando por 5

X > =2
Por lo tanto. la solucion de la desigualdad cs
‘xeRix =2 =, )

2y > -4
(_'25 OO)
_ _ . | L | o

e —— o ——————————— —————rr—rnr———

;Qué conjuntoes fx € R| 2 —x>x—2yly 3> — x — 9j?

En primer lugar observemos que este conjunto ¢s igual a

YER[2—x>v—2'Nn xER|2x+3=—v—9.

|

Describamos primero - x € R | 2 — x > v -2 .. Se tiene quc si

\ I
2 — X > X — 2,
entonces, sumando —x — 2 a cada miembro se obtiene
T

L

- '1
y multipiicando por — 5 obtenemos

X<

Es decir, Jx € R{2—x > nv—2F = x, x<<2 =( ). i

26

] el —

Encontremos ahora "v € R 2y -3 > —x—9,.  Si
o2y - 3 Zx—x — 9,
sumando x —— 3 a ambos miembros. obtenemos

. l
y mulitiplicando por R resulta quc
W :
Esdecir, ' x € Ri2v -3 > —x—9 =/!x|x=-4, = . ).
3.x i — 12
—4
[—45 C’O)
47
Finalmente, en la grafica
e e _ =
-5 -4 -3 -2 -1 O | 2 3
VEMOS quc
[__ 5, 2) a ["4.'! W) = [ ’ )*
y por lo tanto ' v
XER|[2—x>x—2y2x+32-x—9, =[42) N
[_43 2)
27
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En el calculo diferencial son muy importantes las desigualdades en las que
figuran valores absolutos. '

La definicidn del valor de un namero real a, denotado por |a!, es la misma
que la de valor absoluto de un numero racional.

Es decir.
Definicion. S1 a € R entonces
a!l = asia>0
a| = 0 s1a=
a| = —a si
0
a << 0
49

Podemos juntar el caso a = 0 de la definicion anterior con cualquiera de
los otros dos casos. Asi, por ejemplo, podemos escribir '

a | = st a == 0
a | = s1 a < 0.
a
—Q
50
Por ejemplo, como 3 > 0, |3| = _ . Como -5 < 0, -5}, = — (-5) =
—al=—asi-a__ 0, esdecir,sia 0
—aq| =0s1-a 0, esdecir,sta 0O
—a| = —(-a) = st —a __ 0, es decir, sl 0.
3 5
= -
a < a >

ol

Probaremos ahora un resultado simple pero muy importante por la frecuen-
cla con que se usa.
Sia € Ry a >0, entonces
A= /x € R|
Puesto que para calcular el valor absoluto de un ntmero real x debemos
considerar dos casos: x =0 y x < 0.

Consideremos primero
A =I'xe R|x=0,|x <a..

X< a) = (-a,a).

k J
Como x =0, |x| = _, de donde,
A’:{.xeR[.,Y;O,,x<a}:{x€Ri0é <a}:[, ).
!
X
X
10, a)
52
Consideremos ahora
A7 = {x € R x <0, [x] < a}
Como x << 0, |[x! = _, de donde,
A =Ix e Rl x <0, —x < a L=
—=/x € R|x<0,x>_ | =
={x € R| —a<<_  <0v=(_,_ ) |
— X
—
b
(—CI, O)

29
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Como A = A U A",
A=10,a) U (-a,0)=(_., ),

O s¢a,

wr*\‘ c R l

N <ta; = (-u, a).

- — — — ———

o4

Un ejemplo mas. Demostraremos que sia € Ry a > 0.
A = "1, € Rl x| < a}' = |-a, al.
Analizamos de nuevo los dos casos:
. Six >0, x= |x =<a
2. Si x <2 0 —x = x| < a, de donde, multiplicando la desigualdad por -1,
obtenemos x =

Por lo tanto, en ambos casos, tenemos que x € A si 'y solo si
-a X __ 4,

—_— -

y por lo tanto el conjunto dado es ¢l intervalo cerrado |__. ].

. - _— . - e . ———— o ———

[-a, a)

4

DO

; Qué subconjunto de R es

. 1 ) -
A= x € R}| Ix| =a? (@ > 0)
ler. caso. St x = 0 x =[x a.
20. caso. Six << 0 -y = |x| == a. Multiplicando por —I, obtcnemos
X -a.

- wb———

O sea, A consta de las x € R que satisfacen la condicion x = a, o bien la
condicion x < —aq. Esto indica que A ¢s la unidn de los intervalos mfinitos
la, o)y (__, _]; es decir,

(x € Rj |x

Graficamente, A es

> a; = (- w0, adl U [a, ©).

H0

Un analisis similar al del ejemplo anterior mostraria que

B="'x € R| x| > a;
es la union de dos intervalos infinitos:

-0 O g
Es decir,
B=(_,_)u (_,_)
— 0 —a a o
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Consideremos ahora un tipo de desigualdades que aparece con mucha ftre-
cuencia. Empecemos con el siguiente ejemplo. (Qué conjunto cs
A=4{x € R! |x—2] <3
Como antes, dividimos el analisis en 2 partes:
. Supongamos primero que x — 2 > 0; es decir, que x = 2. Entonces
x—2| = y la condictdn Ix — 2| < 3 equivale ¢ x — 2 < 3, es decur,

ax << . Osea, st x =2, entonces x < 3.

2. Supongamos ahora que x — 2 << 0, es decir, que x < 2. Entonces |x —
— 2| = y la condicion jx — 2| < 3 equivale ¢ — x + 2 < 3. es
decirax > . O sea, st x < 2, entonces x > — 1.

Juntando los dos casos vemos que x € A siy solo st

— 1 < x <5,
por lo que

‘x€R| x—2/ <3 =[__]}

23

Claro esta que podemos resolver mas facilmente esta desigualdad recordan-
do que

-,

WER| i <a =weER[waTx=a.

"-\.\_\_‘l J

_‘\'.

En efecto,
— {x e R| |x—2 <3r=<x€R|—3 < x—2<3}
y, sumando 2 a los 3 miembros de la desigualdad, obtenemos que
A=+x € R <L x < =, 1

Sy = el

— 1 5
— 1 5

59

Es faci! ver que st b € R y b > 0, entonces
xE€R Ix—a <br=(a—>b, ai bh).
En efecto,
X ER|] Ix—a <b = xeER —b<x—a<h
v, sumando «a a los tres miembros de la desigualdad, resulta que este conjunto
es 1gual a

{ h

N - R‘ L<; X ii I
es decir, 1gual al intervalo abierto

(. ).

60

Graficamente, €ste es un intervalo abierto con centro en a y de longitud 25:

a-b a a+b

En forma analoga puede verse que el conjunto
{x €R |x—a <b;
es un intervalo con centro en y de longitud

e S ——— S —
a—-b a a+b

(Indiquese en la figura dicho intervalo).

cerrado a

g —b a a+b

33
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Una propiedad del orden que no se considero al hablar de los enteros es la

sigulente:
1

S1 a es un numero racional y a > 0 entonces — > 0.
Yaquea#&%# 0, Si—;-< 0, ; > 0 y entonces
( 1 )a 0. Pero
o —

(4ye=

lo cual es una contradiccion. Luego, por la ley de tricotomia

L o

q —

ol

El lector atento habra observado que para definir el orden en el campo Q
de los numeros racionales se necesita unicamente tener el subconjunto Q+ de
Q para el que se cumplen las tres propiedades basicas.

En general, si K es un campo y K contiene un subconjunto P tal que

1) Sia, b € P,entoncesa +-b € P
11) S1 a, b € P, entoncesab € P
i) Vale la ley de tricotomia; es decir, si @ € K se cumple una y
solamente una de las condiciones siguientes:
a)a € P
b) a=20
c) —a € P,
entonces se dice que K es un campo ordenado y que los elementos de P son
los elementos positivos de K.

Igual que en el caso de Q, st K es un campo ordenado se define la relacion
de orden:

a > b s1ysolamente si a — b €

32
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EL POSTULADO DE ARQUIMEDES

A continuacion demostraremos una propiedad muy importante del campo
de los numeros racionales conocida con el nombre de postulado de Arqui-
medes:

TEOREMA. Si a y b son dos numeros racionales positivos, existe un entero
positivo n tal que

na > b.

En este enunciado los numeros a y b se supone que son racionales

y €l nimero » es un

posit1vos
entero positivo

L __________________________________________________________ T RN

33

Primero demostraremos este teorema para el caso particular de que a y b
sean enteros positivos.

Se pueden presentar dos casos:

Primer caso: a > b. Entonces se puede tomar n = 1 y resulta que
1+a>0b.

Segundo caso: Supongamos ahora que g < b. Consideremos el conjunto

M=<b—ka|lke€ Nyb—ka>0}
que consta de enteros no negativos. '
El conjunto M no es vacio, pues el elemento

b—1lea=b—ac M
ya que, segun la hipotesis b —a ___ 0.

i

>
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e e

Observemos ahora que para toda k € N,
b—ka >b—{(k+1)a.

En efecto,
(b—ka)— (b —(k+1)a) =
b—ka—b-+ ka—+ a=a>

segin la hipotesis.

0

_#ij—wﬂ

85

e
Por el axioma del buen orden en los enteros, el conjunto M tiene un ele-
mento minimo, digamos
b — ma

y COmMOo
b—(m-+ 1)a b — ma

b—(m -+ 1)a ¢ M pues b-ma es el elemento minimo de M.

<

——_M——-—-—__—#——_—*—F_M

36

-
Por consiguiente

b—(m-+1)a <0
y tomando n = m + 1 obtenemos b — na < 0, de donde na __ b, con lo
que queda probado el teorema cuando a y b son enteros.

34
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La demostracidn del teorema se sigue ahora facilmente del caso particular
probado.

Sean ahora a, b racionales positivos. Por la definicion de racional positivo,
existen m, n € N tales que

ma € N
nb € N
y tambi€n, desde luego,
a = mnhna € N
b = mnb € N.

Aplicando a los enteros positivos @’ y b’ lo antes demostrado, existe ¢ € N
tal que

qga’ > b’,
de donde,
gmna > mnb
y multiplicando por %z , que es positivo, se obtiene que
qa b.
P
33

Al aplicar el postulado de Arquimedes al caso particular en que b = 1 ob-
tenemos el siguiente corolario que sera de gran utilidad en el estudio de la
estructura de los niimeros racionales y reales.

Corolario. Si a es un numero racional positivo, existe un entero positivo n
tal que

1

0 < — < a.
n

En efecto, tomando b = 1 el postulado de Arquimedes asegura la existencia
de un numero entero positivo n tal que

na >1>0
Multiplicando la desigualdad anterior por—i—, que es positivo, obtenemos el
resultado deseado:
]
0< —<a
n
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Otra consecuencia del postulado de Arquimedes es el siguiente:
Corolario 2. Si a es un numero racional positivo, existe un entero positivo m

tal que

]

0<10m<a.

Fl resultado anterior es claro, pues por el corolario 1 existe un nimero
natural » tal que

0 < < a.
Basta entonces tomar m de tal manera que n << 10™ lo cual implica
1 1
10m n’

de donde,

O<-—1~—<~—1—-<a
10m™ n

con lo que queda probado el corolario 2.

i
— <
n
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NOTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS RACIONALES

En esta seccion recordaremos como se extiende la notacion decimal de los
nuameros enteros a los niumeros racionales.

S1 A es un numero entero no negativo (en notacion decimal) y ¢ un entero
entre 0 y 9, mas precisamente, 0 < a << 9, la notacion

A.a simboliza al nimero racional A4 - 1% . O sea,
Por ejemplo
a
A-a= A 10
3.7 = -+
101.1 = +
10.0 = +
7
|
3 - 10
1
I
101 4 T
0
I —_
10 4 T 10

36
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Cuando el entero A es 0, se acostumbra abreviar la notacion escribiendo
simplemente .a en lugar de 0.a. Por ejemplo

2

2 _
10 o
1 1
— | —
: 0 1 10 10
5 p— ——l—— —=
0.9 9
D d
1 -—
0 - 10 10
92

Siguiendo la costumbre, para abreviar el lenguaje, a los enteros a tales que
0 << a <9 les llamaremos cifras.

Recordemos ahora que si 4 es un entero no negativo y by, b2, ..., by son
cifras, el simbolo A4.b1 b2 ... bt denota al nimero racional
b1 b2 br
I I I
A - TR TR T O sea,
b1 b b
A bib.. . b=Ad+5+55+ ... ot
por ejemplo
— 1 I 6 I 1
12.161 = 10 4 0 T 702 T 10
7.2945 = + -+ + -
(. SR SRR
10 104 10° ° 107

37
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-

Asi, pues, agregando a la notacion decimal de los enteros no negativos un
punto, llamado punto decimal, podemos expresar ademas de los enteros no

negativos, algunos racionales no enteros.
Al simbolo

A. a1 az ... aGn
se les llama la expresion decimal finita del nimero racional
dn
A+t
Por ejemplo, la expresion decimal de
5 9
12 L

I
10 ' 100 © 1000

S

12.159

§

94,

N
Los algoritmos (procesos) para calcular la suma y el producto de decimales
finitos son bien conocidos. Basta agregar a los algoritmos de suma y produc-
to de enteros, en notacidén decimal, las reglas para el punto decimal.
Por ejemplo

2.5 + 2.3 = :
33X = .2 =

4.8
.06

38
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Podemos verificar, en los ejemplos anteriores, la validez de los algoritmos.
En efecto,

>
2.5 =12 1 103/2.3: + :
por lo que
2.5+2.3=2{150{2—|— = 4 - = 4.

3

“ 110

3 &
10 10 4.8

96
Que .3 X .2 = .06 es igualmente facil de verificar:
3
de donde
3
3 X 2 = 10 X = _ = .,

Estos ejemplos dan una idea clara de como pueden demostrarse las “reglas
para el punto decimal” en la suma y producto de expresiones decimales.

2
10
2

6
10 100

m

_.06

39
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Es importante observar que dos decimales finitas distintas denotan nimeros
racionales distintos y reciprocamente.

Por ejemplo las decimales finitas distintas

2.137 y 2.127
denotan respectivamente a los racionales

2+ + + y 2+ + +
que son
103 7 127
10 100 1000 10 100 1000
distintos
08

Otro hecho que conviene destacar es que no todo miumero racional positivo
tiene una expresion decimal finita, como puede verse en el siguiente

TEOREMA. Sea r = - un niimero racional con Py q enteros positivos primos

q

entre si. Entonces si r tiene una expresion decimal finita, q es de la forma 2" 5°
(r, s enteros no negativos).
Es decir los Unicos posibles factores primos del denominador son 2 y 3.

Demostracion. Sea r = A. a1 a2 ... an. Entonces
p g G @ can 1004 + 10" a1 + ... + an
o 10 o102t ottt o Ton 10"

Aqui, los tnicos factores primos del denominador son 2 y 35, y al cancelar los
factores primos del numerador y denominador para expresar r como cociente
de dos enteros primos entre si, es claro que los unicos factores primos po-
sibles del denominador son y

40
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Utilicemos el teorema anterior. De los siguientes niimeros racionales
2 3 3 1 1 1

57 7°10° 147 3’ 2
no se pueden expresar como decimales finitos los siguientes:

b b

31 1

[

7 14° 3

100

El reciproco del teorema anterior es valido. Para ver esto, demostraremos
primero un resultado auxiliar,

C

Lema. Todo numero racional v de la jbrmaTO—t donde c es un entero positivo

tiene expresion decimal finita.

Demostracion. Sea
¢ = c¢n 10 4+ cpog 1021+ 0 4 ¢ 10 4+ <o

donde cada ¢; es una cifra. Entonces
r = cn 10%-t 4+~ cpog 10021 4 L0 4 e 100t 4 o 10

Ahora, si n < 1, obtenemos

r=0.00...0 chcn-1...C1Co
\ W, |

v
n-t Ceros

la cual es una expresion del namero
racional r. v

decimal finita

W

41
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Finalmente si n > ¢, entonces
r = A.Cr-1 Cr2 ... C1 Co,
de donde, 4 = ¢n 10™* + ... 4 ¢t es un entero no negativo.

En esta forma hemos probado que r puede expresarse como decimal finita
y ¢l lema queda demostrado.

Como ejemplos del lema tenemos:

2750
o= 2.75
45301
105
37 |
108 W
.45301
.0037

102

Podemos ahora enunciar y demostrar el teorema reciproco del anterior:
Teorema. Si un numero racional r es de la forma

C

I = man (c, m, n enteros no negativos)

entonces r tiene expresion decimal finita.
Demostracion. Podemos escribir

multiplicando convenientemente numerador y denominador por una potencia
de 2 o de 5, y entonces ¢l teorema es consecuencia del lema anterior.

Ejemplos.

2743 2743 X 35 13715

x5 2x%® ¢ 2hb

314521 B B

22 x 53 o o

12

52 —— — —
314521 X 2 629042 d

e = gy = 629.042

12 x 2¢ 48
22 x 52 1060 48

e ——

103

Como hemos observado, existen racionales que no se pueden expresar COmo
decimales finitas. A estos numeros les asociaremos una expresion que !lama-
remos decimal infinita.

l
B!

R

Consideremos. por ejemplo. el racional -, . Como sabemos, éste no tiene

expreston decimal finita

Para asociar a este numero una decimal infinita procederemos como sigue:
L . .

Multiplicamos el numerador por 10 y e! producto lo dividimos entre 3.

El cociente es y el residuo ¢s

3 ]

104

Multiplicamos ahora este residuo por 10 y dividimos el producto entre 3.
El cociente es y el residuo es

105

Continuando este proceso obtenemos la sucesion de cocientes
3. 3, 3, , e

l

3

y entonces al numero racional — le asociamos la decimal infinita

3333, ..

106

1

6

Multiplicamos el numerador por 10 y el producto lo dividimos entre 6.
El cociente es y el residuo es

Apliquemos el mismo algoritmo al nimero racional -
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Multiplicamos ahora este residuo por 10 y dividimos el producto entre 6.
El cociente ahora es y el residuo es

1038

Continuamos el proceso, como en el ejemplo anterior, y obtenemos un co-
ciente y un residuo |

109
Ahora se ve facilmente que la sucesion de los cocientes es:
1‘5 6! 6? ! 3 > ¢
: o . 1
y la decimal infinita asociada a & ©8°
6 6 6

.1666. . .

414

El proceso anterior es el de la “division sin residuo”™. Consideremos el nu-
. 2
mero racional —-.
| 7
Escribamos como usualmente

7|2
Como 2 es menor que siete multiplicamos 2 por 10, es decir, “agregamos
un ceio al 2” y dividimos el resultado entre 7 obteniendo un cociente y un
residuo, escribiendo el cociente precedido por un punto decimal.
Jcoclente

7 50

\

residuo

= - Am.arEm. W e o—— . =

N DD

111

Al residuo obtenido le agregamos un cero y dividimos el namero asi obte-
'nido entre 7, colocando el nuevo cociente a la derecha del anterior y el nuevo
residuo debajo del cero que sigue al residuo anterior

2
7020
60

45
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. i
Repitiendo el proceso obtenemos lo siguiente: ; De esta manera obtenemos la expresion decimal del racional - %
28 :
7120 -. ; . ,
60 '1 5 = 285714285
40 ’ S ) o
i
5
5
115

En cl ejemplo anterior, los puntos suspensivos (... ) indican que el ““pe-

113 rodo™ 285714 se repite una y otra vez. Para indicar esto se usa la notacidén
; 285714 = .285714285714285714 . . .
Repitiendo el proceso van;zs‘\f;ces. { Otros ejemplos de esta notacion son los siguientes
60 | § - 8 = .
40 2.15 = 2. )
50 : 1 ﬁ
10 ! —‘6“' — .16 =— .
0 | - — —- — N i
0 ' 33333
0 8§ 8§ 8§
R, 1 51

B 1 6 66
o e L S _ - L L e o

1 4285

3

2
6
4
5

46 47




El mismo procedimiento anterior se puede aplicar para cualquier numerador
no negativo y denominador positivo. Por ejemplo:

116

e —

2.94

17 | 50
160
070
020

48

117647058823529

03
13
11
03
12
0]
10
15
14
04
06
09
05

16
e —
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"__—-——_——————_-_-..—_.__.___._____________

El algoritmo de la “divisién sin residuo” aplicado a un racional que tenga
expresion decimal finita conduce a la misma expresion decimal finita seguida
de un ntmero infinito de ceros.

Por ejemplo, aplicando el algoritmo a %—7-%% obtenemos

14.

25| 372
122

14.8800. ..

220
200
000
00

419
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WM

Resumiendo lo anterior:

El algoritmo de la divisidn sin residuo asocia a cada racional no negativo r
una expreston decimal:

A.aiaas ...,
en donde A4 es un entero no negativo (en su expresion decimal) y las ai son
cifras. Escribiremos entonces

r=Aaaa ...

En todos los ejemplos anteriores puede observarse que esta expresion dect-
mal es periddica. Este resultado es general:

Teorema. La expresion decimal de un nitmero racional es periodica.

En efecto, st r = -—?es un nuamero racional (m, n enteros no negativos), el
namero de distintos residuos posibles que aparecen en la division sin residuo
es menor o igual que n. Por consiguiente, despuds del n-simo paso necesaria-
mente se debe repetir alguno de ellos y a partir de entonces el proceso se vuel-

ve periodico.

h e e — ke w —— m——— ————— = = m — - - ——————

119

El teorema anterior sugiere la siguiente pregunta:
Dada una decimal periodica

A.a1 a ... an blbl...bm,
;existe un nimero racional r tal que

r=A.arax...an b1 b2 ... bm?
Los dos teoremas que siguen responden esta pregunta.
Teorema. Las decimales periddicas del tipo

B,

Aara...an9
no aparecen al uplicar la division sin residuo a los niimeros racionales.
Por ejemplo, de las expresiones decimales

3.249939, 3.2429, 5.397, 9,
las del tipo mencionado en el teorema son:

uwﬂ-“ﬁM-m-.mw. R

o Bl

Sy .

120

Demostraremos unicamente que no existe ningin numero ractonal r = v

tal que

a

b
(un argumento simple permite reductr el caso generai a €ste).

— .9

{d

Observemos primero que si @ > b, entonces la expresion decimal de 5 €S de

la forma
A.alaz...an...
con A > 0.

., a
Por lo tanto. ya que la expresion de 5 CS 0.9, se debe tener que

121

De la desigualdad anterior se sigue que
—95 << — 9a
y sumando |0a obtenemos

10a — 96 < 10a — 9a = a.
Pero como 10a — 9b = ri, tenemos que

¥ qa. !

Hhi
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Ahora, por definicion,
rr < b
y multiplicando por -9 ambos lados de la desigualdad obtenemos
— 9 < — 9r1.

Sumando 10r; a los dos miembros de la desigualdad se obtiene
10r1 — 96 < 10r1 — 971 = r1.

Pero como 10r1 — 9b = r; tenemos que
2 Fi \L

<

123

Con lo anterior hemos probado que el residuo r2 que se obtiene al dividir
10ry entre b es menor que r1.

En forma analoga se prueba que el residuo r3; que se obtiene al dividir 107,
entre b es menor que rs.

En esta forma obtenemos la sucesion de residuos ri, 12, r3, ... que cum-
plen las condiciones

a>rn>rn>rn>...=0.

Ya que en esta sucesion puede haber solamente un numero finito de tér-
minos, s¢ tiene que necesariamente algin residuo rn = 0. De donde, la n + 1
a
b

males son . |

cifra decimal de — serd cero, en contra la hipotesis de que todas sus cifras deci-

52
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e

Teorema. Toda decimal periédica con periodo distinto de 9 es la expresion

decimal de un numero racional

Para abreviar haremos la demostracién tinicamente en el caso en que la

decimal sea de la forma

.bl bl...bm.

(Un argumento simple reduce el caso general a éste.)

Demostracion
Consideremos primero el entero

by 10m-1 L pp 10m2 - . .. 4+ bm

que en notacion decimal se escribe b1 b2 ... bm (recuérdese que b €s una
cifra para cada i), es decir,

b1bz.*.bm=b110m‘1+...—i—bm

Por ejemplo, si la decimal es .321, el entero que se considera s
3 x 10 4+ 2 x 10 + 1,

que en notacion decimal es

321
Wﬁ_

125

e
Demostraremos ahora que el numero racional

ro— bl « .o bmq
T 101
tiene como expresion decimal
b1 ... bm
Por ejemplo,
21321 gy
10>-1 999  °
En efecto,
999 | 3210
---0
-0
-0
321
999 | 3210
2130
1320
321
M

53
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Calcularemos ahora en general la expresién decimal del racional

bI - bm
10m—1

}-‘

para lo cual consideraremos la igualdad

[0 (b1 10™1 ++ [0 +bmt 10 + bm) = (10™ ~1) by —+ b 10™-!
by 10m=2 ++ . 4 bm 10 -+ b,

Ya que estamos suponiendo que no todas las cifras bi. . ... hm son iguales
a 9, entonces
by 10m-1 2 hn 10 L by < 9 (10m-! + 10™-> — ... + 1)

Ahora bien, usando la férmula que se vio anteriormente para la suma de
una progresion geométrica, se tiene que

|Om-! + j0m-2 L L] =

127

Substituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

by 10m°1 - by 10™2 -y 10 - by < 10M — |,
Los resultados anteriores indican que al dividir 10 X b1 ... bm entre
10m — 1, el cociente es b1 y el residuo es b2 b3 . .. bm br.

Por consiguiente, la primera cifra decimal de la expresion es b

Para calcular la segunda cifra decimal hay que multiplicar 10 por el resi-
duo anterior b2 b3 ... bm by v dividir entre 10m — |.

En forma semejante al caso anterior obtenemos que el cociente by y el resi-
duo es f

54
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Asi sucesivamente, obtenemos como cocientes
b‘},bé,...jbm,bl,b?_,...
Por consiguiente la expresion decimal de

_bl “ .. bmﬂh
10m — ]

€S ,
que es lo que se queria probar.

—_—_——— . — e i —— _———_—— - —

m e o aroma - .
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Hasta aqui hemos hablado tnicamente de la expresion decimal de un nu-
mero racional no negativo. Para completar y tener una expresion decimal

para todo numero racional daremos la expresion decimal de los racionales
negativos.

Si r es un numero racional negativo, — r es un nimero racional positivo y
tiene una expresion decimal:

—r=A.a1a: a . ..

Entonces, por definicion, la expresion decimal de r es

— A.a1 a as .

Por ejemplo, la expresion decimal de

1

5 ©S

i €S
3

55



En la Imprenta Universitaria, bajo la

direccién de Jorge Gurria Lacroix, se

terminé la impresion de Algebra II. El

campo de los numeros racionales, €l dia

31 de agosto de 1971. La composicidn

se pard de tipo Times 10:11. Se tiraron
10 000 ejemplares,



Bajo el tema genérico de Algebra los
profesores Humberto Cérdenas Trigos, Emilio
Lluis Riera, Francisco Raggi Cérdenas y
Francisco Tomds Pons, prepararon |. El anille
de los nimeros enteros, |1. El campo de los
niimeros racionales, 11. El campo de los
niimeros reales, folletos que ahora, cada uno
por separado, ofrece a los lectores la

coleccion de Textos Programados de la UNAM.
Los autores, ampliamente destacados en el

campo de los ndmeros como los podrdn demostrar

estos trabajos, son investigadores de tiempo
completo, titulares de sus respectivas
materias en la Facultad de Ciencias de la

Universidad Nacional Auténoma de México.
Con estos textos pretenden, ademds de que se
conozcan —en la aparente aridez del élgebra—
las riquezas que esta disciplina ejerce

dentro de las ciencias, establecer un nivel
intermedio a fin de que sirvan al mayor
niimero de estudiosos.

Por tanto se puede afirmar, sin lugar a
titubeos, que serdn (tiles a los estudiantes de
nivel preparatorio, a los del primer afio de

las carreras profesionales —como complemento
de sus cursos de matemadticas—, asi como a
cualquier persona interesada en temas

de esta naturaleza.

TEXTOS PROGRAMADOS

Publicados

Quimica orgdnica, José Luis Mateos Gomez (22 edicion)

Introduccion a la estadistica descriptiva | y 11, Octavio A. Rascon Ch.

Introduccion a la administracién, José Antonio Fernandez Arena (22 edicién)
Introduccion a la I6gica deductiva y teoria de los conjuntos |, Javier Salazar Resines

Introduccién a la fisiologia, Carlos Alcocer

Algebra 1, 11, lll, Emilio Lluis, Humberto Cardenas, Francisco Raggi vy Francisco Tomas
Introduccion a la Iégica deductiva y teoria de los conjuntos |1, Javier Salazar Resines

De préxima aparicion

Geometria analrtica, Guillermo Torres, Alejandro Odgers

Frsica general, Francisco Medina Nicolau

Introduccién a la teoria de las probabilidades, Octavio A. Rascén Ch.

En preparacion

Introduccion a la psicologia, Enrique Garcia

Contabilidad de costos, Miguel Tanjian
El dtomo y la molécula, Raul Cetina

La célula, Antonio Villasana y Armando Gémez Poyou
Introduccién al estudio del derecho, Fernando Flores Garcfa

Sistemas econémicos, Guillermo Ramirez
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