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Beethoven: matematico intuitivo,
a los 250 afios de su natalicio.!

Emilio Lluis-Puebla

Resumen

En este articulo, correspondiente a una conferencia presentada el 16 de diciembre de 2020 se escribe acerca de las 32
sonatas para piano de Beethoven, cdmo componia el compositor, se analiza con lenguaje matematico las modulaciones y
las variaciones en las sonatas Op. 106 y la Op. 109 respectivamente, se explora la creatividad en su composicion, se
comenta acerca de cdmo era su ejecucion pianistica y se expone la filosofia de Yoneda en la musica de Beethoven.

Este articulo lo escribiré en primera persona con el propdsito de establecer un contacto mas
cercano con el lector. Iré escribiendo pensamientos mios, asi como de otros autores que
considero muy descriptivos y apropiados para ofrecerles un brevisimo panorama de mi
pensamiento acerca de Beethoven y dar una explicacidn del por qué Beethoven trasciende
“mas alla del tiempo”, titulo de la serie de conferencias para la cual fue escrito este articulo.
Iré anotando referencias a los libros que haya consultado como una bibliografia para
quienes estén interesados en profundizar lo que aqui escribiré de manera panoramica y
muy breve por el tiempo otorgado para la presentacién en vivo. Cada tema que trate es
motivo de una conferencia o un curso sobre el mismo como podran leer. Trataré de
platicarles las delicadas formalizaciones del lenguaje matematico, con palabras comunes y
de usar los menos simbolos matematicos posibles.

Para comenzar, les diré que las 32 Sonatas para piano de Beethoven [1] constituyen el
legado a la Humanidad mas grandioso que musico alguno haya hecho. En ellas se aprecia
su genial creatividad y su evolucién en una sola linea continua desde sus primeras sonatas
opus 2 hasta las de lenguaje metafisico de otro mundo como el del opus 111. Sus sonatas
son esencialmente dramas musicales. Dicen algo en cada compas y deben de interpretarse
como si uno mismo experimentara el drama.

Beethoven puede considerarse como el primer gran pianista y compositor que rompid todas
las reglas en aras de la expresidn. En su musica, la idea es mas importante que la ejecucion.
Sus sonatas no se conciben necesariamente para el piano, sino mas bien como ideas
expresadas en forma. Sus composiciones a menudo son anti pianisticas y extremadamente
dificiles. Fue en gran parte un autodidacta. Beethoven fue musico antes que pianista. [3],

[4].

Las sonatas para piano de Beethoven pueden caracterizarse en tres etapas descritas por
Franz Liszt como la del adolescente, la del hombre y la del Dios. Los trabajos del primer
periodo fueron escritos entre los afios 1795 y 1800. Comprenden las sonatas de la 1 a la
11. Las sonatas del segundo periodo fueron escritas entre los afos 1801 y 1814 y
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comprenden las sonatas de la 12 a la 27. Y las del tercer periodo fueron escritas entre los
afios 1816 a 1822 y comprenden las sonatas de la 28 a la 32. Esta es una clasificacion
meramente técnica que sirve a algunos para estudiarlas, sin embargo, yo prefiero ver las 32
sonatas como un todo continuo. Y asi las toqué, en el ciclo completo que presenté al final
de los afios 80 del siglo pasado.

¢Como era el proceso de componer en Beethoven?

Henri Poincaré escribe a principios del siglo XX, que una demostracion matematica no es
una simple yuxtaposicidn de silogismos, sino silogismos colocados con cierto orden y que el
orden en que son colocados es mucho mas importante que los silogismos por si solos [4].
Comenta que no tiene miedo de que alguno de éstos se le olvide pues cada uno de ellos
tomara su lugar en el arreglo sin el menor esfuerzo. También describe el proceso de
creacién: primero se realiza un trabajo consciente acerca del problema, después deja
madurar esas ideas en el subconsciente, luego aparece la solucién, quizas cuando menos se
espera, y finalmente ésta se escribe. Este mismo proceso creativo es el que seguia
Beethoven.

éQué es lo que hacia Beethoven al componer?

Para que me comprendan les comento primero que la palabra gesto, en espariol, significa
movimiento de la mano u otras partes del cuerpo o rostro con que se expresan diversos
afectos del animo segun el diccionario de la RAE.

Pero hay una manera precisa de definir este concepto matematicamente como veremos un
poco mas adelante.

La ejecucién musical puede definirse como una transformacién del nivel mental de la
partitura en un conjunto de sucesos sonoros y/o fisicos.

La ejecucion musical consiste en la partitura, posiblemente su analisis, el descongelamiento
de los simbolos de la partitura a gestos o movimientos que luego son transformados en
sonidos a través del instrumento.

Este concepto excluye otros tipos de ejecucidon musical no porque no sean relevantes, sino
debido a que el tipo elegido es la perspectiva que ha sido objeto de las mas intensas y
elaboradas investigaciones cientificas.

La descongelacion de la partitura a gestos o0 movimientos que actuan sobre el instrumento
interfaz y asi generar sonidos, juega un papel importante, pero esto todavia no es un tema
relevante (desafortunadamente) de la Teoria de la Ejecucidn. Sélo la transformacién P de la
partitura a los sonidos lo es.



Observen que también existe el proceso inverso de congelacion gestual, que termina con la
notacién musical abstracta moderna.

La Teoria de Ejecucidon Musical y la practica, no se centra en P. Sin embargo, el tema central
es la investigacion y la comprension de las estructuras que estan detrds. En investigacion de
Teoria de la Ejecucion Musical, lo que hay detras se denomina “ejecucidn expresiva”. Este
concepto, un tanto ambiguo, se refiere al proceso comunicativo dando lugar a P. Como tal,
se inicia desde el lado creativo del compositor e intérprete, y se dirige a la audiencia y al
analista. Esto esta mediado por la ejecucion acustica y gestual de la musica.

Los gestos son complejos en su comprensién comun. El concepto de un gesto nunca ha sido
completamente definido a esta fecha, aunque los gestos son muy importantes en el disefio
de interfaz de humano-computadora, expresividad humana en y mas alla del lenguaje
comun, y sobre todo en las artes.

La pintura, la danza, la musica, el teatro y el cine no se entenderian sin conceptos y procesos
gestuales. Por tanto, les daré una brevisima mencion de la primera Teoria Matematica
Gestual.

Los gestos estan estrictamente relacionados con la musica. Utilizando una metafora
propuesta por Guerino Mazzola, las notas musicales son los puntos discretos en el suelo
gue toca un bailarin mientras se mueve continuamente. Estos movimientos continuos son
gestos o movimientos. Entonces, para tener una comprensién completa de una
interpretacion musical, necesitamos extender el andlisis previo (transformacion de
parametros simbdlicos de una partitura a cantidades fisicas) a los gestos.

¢Por qué los gestos son importantes en la musica? Todo musico puede leer una partitura;
sin embargo, no todos los musicos pueden tocar todos los instrumentos. Una gran parte de
la formacion de los musicos tiene que ver con el aprendizaje de gestos especificos para tocar
un instrumento seleccionado. En general, la ejecucién de una partitura combina una
coleccion de pequeiios gestos (articulaciones, escalas, staccato, legato, portato, etc.) que
se pueden pegar. Un gesto de gestos se llama hipergesto.

También hay gestos que no estan directamente relacionados con la produccién de sonido,
pero que ayudan a los musicos orquestales a seleccionar los mejores gestos especificos para
generar una idea musical general. Por ejemplo, este seria el papel de un director de
orquesta.

Llamamos gestos simbdlicos a los movimientos sugeridos por una partitura que idealmente
permiten una perfecta realizacién del contenido de la partitura. Llamamos gestos fisicos a
los movimientos reales de los artistas.

El formalismo desarrollado para este simple caso puede extenderse y aplicarse a cualquier
interpretacidon musical. Esta claro que hay una variedad infinita de gestos fisicos asociados



con un mismo gesto simbdlico. Para un mismo gesto simbdlico, de hecho, puede haber
algunas realizaciones fisicas que son mas dificiles que otras, algunos gestos fisicos que
corresponden mas o menos a la idea musical, etc.

La composicion musical requiere el proceso inverso, de la realidad fisica a la realidad
simbdlica. El compositor puede comenzar con un movimiento fisico real, como la
improvisacion de piano, o gestos fisicos "virtuales" que se imagina que son el resultado final
cuando se interpreta la musica. Partiendo de los gestos fisicos, el compositor tiene que
encontrar la aproximacion simbdélica dptima de sus ideas. Significa que él respondera a la
pregunta, ¢cuales son las indicaciones simbdlicas cuya realizacidn fisica esta mas cerca de
mi idea?

Un analisis detallado de los gestos estd mds alld del alcance de esta conferencia. Sin
embargo, debido a su importancia dramatica en la musica y el desarrollo futuro de la
musica, daré algunas definiciones matematicas y algunas referencias bibliograficas.

Los gestos son curvas en el espacio y el tiempo. Para conectar formalmente lo simbélico con
lo fisico, usamos métodos que involucran superficies. Estas superficies se inspiraron en la
Teoria de Cuerdas en la Fisica Tedrica.

Matematicamente, se define un gesto como un grafo o grafica dirigida D, llamado el
esqueleto del gesto. También se requiere de una transformacion g que asocia a cada flecha

a de D una curva continua g(a): | — X definida sobre el intervalo unitario | = [0, 1] de los
numeros reales de manera que las flechas que se correspondan vayan a dar a curvas
continuas que se correspondan. El sistema de estas curvas continuas se llama cuerpo del
gesto. Es en esta Ultima parte del gesto que el movimiento de la configuracién gestual tiene
lugar.

Intuitivamente, un gesto es un sistema de curvas en X que se conectan segun las flechas del
esqueleto.

En este ejemplo, X es el espacio de coordenadas utilizados para las posiciones de las puntas
de los dedos de la mano de un pianista en una tecla dada (altura), un nivel por encima de la
tecla (posicion), y el tiempo de este evento.

El simple gesto de un dedo es el ejemplo mas importante de un gesto elemental de la mano
de un pianista. Se utiliza en investigaciones fundamentales sobre la transformacién de
gestos simbdlicos en gestos fisicos.

El dispositivo mas poderoso en esta Teoria Matematica de Gestos es el concepto de un
hipergesto. Renate Wieland menciond la idea misteriosa de un “gesto dentro de un gesto”.
Esta construccidn es la siguiente: Se puede demostrar que el conjunto de gestos de un
esqueleto fijo D a un espacio topoldgico X es en si mismo un espacio topoldgico, denotado

con D@X. Por lo tanto, podemos considerar gestos h: F—>D@X. Estos gestos se llaman



hipergestos: es decir, gestos cuyo cuerpo es un sistema de curvas de gestos. Aunque esto
suene complicado, es bastante intuitivo. Por ejemplo, si tenemos un gesto con un lazo como
un esqueleto, y luego un hipergesto con otra vez el lazo como esqueleto, entonces el
hipergesto es un lazo de lazos, de hecho, un tubo cerrado.

Un tubo cerrado es un hipergesto, a saber, un lazo de lazos.

Tales hipergestos son muy utiles en la generacidn de interpretaciones gestuales de las
composiciones de musica de arte. Por ejemplo, la modulacién tonal que usa Beethoven de

si bemol mayor — sol mayor en el comienzo del Allegro de la Op.106, puede ser descrito
por tales hipergestos.

Por medio de diagramas, la Matematica convierte gestos en formulas. De hecho, un
diagrama es un sistema de flechas de transformacién. En tal sistema uno puede seguir
diferentes trayectorias o caminos partiendo y terminando en los mismos dos puntos. Estas
trayectorias pueden ser vistas como movimientos gestuales. Si dos tales caminos conmutan,
es decir, que producen la misma transformacion compuesta, entonces tienen exactamente
lo que se llama una formula o ecuacion: dos expresiones dan el mismo resultado. Muy
generalmente hablando, las formulas son las relaciones de conmutatividad de trayectorias
o caminos gestuales. Inversamente, la actividad musical "descongela" las féormulas y las
convierte en gestos que se pueden describir como el desarrollo de férmulas en el espacio-
tiempo.

Mazzola utiliza la categoria de digraficas de curvas en espacios topolégicos como el marco
tedrico de la Teoria Gestual. Desde un aspecto puramente tedrico, "gestos de gestos" (o
hipergestos), asi como "gestos naturales" son candénicamente definidos, como se ve al
ejemplificar el caso del gesto de un dedo de la mano de un pianista y sus generalizaciones
hipergestuales. Al igual que en el caso del desarrollo de la Teoria de Categorias y la de Topos,
como la realizé Mac Lane, la nocién de gesto como se sugiere en el trabajo de Mazzola
ofrece un buen ejemplo de la "colision" entre los métodos algebraicos y topoldgicos. [8]

Por supuesto que no se trata de hacer interpretaciones generadas por andlisis de
computadoras de las partituras a través de un MIDI o cualquier otro formato, sino que se
trata del andlisis, entendimiento, experimentacién simulada de la ejecucidon como una tarea
intelectual, la cual puede inspirar al artista a nuevos acercamientos creativos y no como una
actividad artistica genuina.

éPara quién componia Beethoven?

Beethoven le comentd a su alumno Czerny: "lo que estd en mi corazén debe salir a la
superficie, y por lo tanto tengo que escribirlo." Sabia que creaba para la eternidad. En una
ocasion se interpretd su dpera Fidelio ante un publico compuesto en su mayor parte por
oficiales del ejército napolednico. Poco preparado para apreciar semejante musica, el
publico de los militares se aburrié mortalmente decretando el fracaso de la obra. Se



presentd Unicamente durante tres veladas consecutivas y luego desapareciod de la cartelera,
lo que en aquella época constituia un fiasco total. La critica se hizo eco del entusiasmo del
publico con diversos ataques, incluso algunos de sus amigos osaron convencer al maestro
para que efectuase algunas modificaciones a la partitura, consistentes primordialmente en
cortes drasticos. Reducida a dos actos, la dpera se representd una vez mas con su antiguo
titulo de "Leonora”. Para entonces Napoledn ya se habia retirado a Francia y sin embargo
el resultado de la interpretacion fue el mismo. Beethoven, exasperado, retird su partituray
partio furioso del teatro gritandole al director Von Braun Yo no escribo para la masa,
escribo para las personas cultas!"

Beethoven trabajaba muy lentamente. Si bien Mozart necesitaba dias o semanas para
realizar una obra, Beethoven le dedicaba meses o afios. Mientras que Mozart compuso tres
de sus mas grandes sinfonias en un periodo de seis semanas, Beethoven tardé tres afios
antes de considerar que su primera obra, (tres trios para piano), mereciera ser publicada.
Meditaba mucho los temas antes de volcarlos sobre el papel y contra lo que mucha gente
piensa, a medida que se ampliaba su vision musical se intensificaba su trabajo en la
composicion. Su musica expresa los estados interiores del ser y el deseo de autoexpresion.
El desnuda su alma de manera que todos la vean. Lo que expuso fue el sentido del drama,
el conflicto y la resolucién, pero de un conflicto expresado puramente en términos
musicales. Pensaba exclusivamente con referencia al tono y a la arquitectura musical,
menospreciaba la musica de programa, y asi, el factor unificador es simplemente la logica
musical, las ideas acerca del desarrollo, el contraste y la continuidad tematica.

La Sonata Op. 106 denominada "Hammerklavier" de Beethoven es un desafio para la Teoria
de la Modulacién. Encontramos algunas modulaciones que se ejecutan muy rapido, con un
minimo de notas, aunque conectan tonalidades que se alejan entre si en términos de cuarta
distancia. Por ejemplo, en el movimiento Allegro, hay una modulacion Si bemol = Sol bemol
entre tonalidades distantes en los compases 238-239. Pero hay otras modulaciones que
tienen una anatomia enorme que es dificil de entender sin una comprensién mds profunda
del proceso modulador.

Las partes de la forma de la sonata también pueden incluir procesos armdénicos complejos,
como modulaciones tonales. Por ejemplo, el Allegro, el primer movimiento es una forma
sonata y muestra ocho modulaciones, comenzando y terminando en la tonalidad principal
Si bemol mayor de la sonata. [7]

Veamos un ejemplo de una modulacién compleja. Considere la modulacion G - E bemol
en los compases 124-129 del movimiento Allegro, [10, Figura 23.6]. Todas las modulaciones
en el movimiento Allegro se han analizado y entendido completamente usando la Teoria de
Modulacién de Mazzola. [5]

Por ejemplo, la modulacién Sol = Mi bemol en los compases 124-129 del movimiento
Allegro. Esta modulacidn es bipartita (primera parte: compases 124-127, segunda parte:
compases 128-129). Antes de encontrar los grados fundamentales VII - V - VIl en Mi bemol



en la segunda parte, de acuerdo con una tabla de modulacién que no muestro, escuchamos
la nota sol como un intervalo de octava: pedal y voz estacionaria en la primera parte. Los
tonos de la primera parte, cuando se transponen a la octava abarcada por las dos notas sol,
muestran una estructura melédica regular [10, ver Figura 23.6, parte inferior].

Esta estructura tiene dos partes: la primera en los compases 124-125 y la segunda en los
compases 126-127. Estan relacionados entre si por la inversion en re bemol, que es lo
mismo que la inversién en sol en las clases de tono. Esta primera parte de la modulacién
hace evidente la inversion lre bemol @antes de ver los grados fundamentales en la segunda
parte de la modulacién. Pero épor qué esta inversion preliminar? Es el modulador para la
modulacién en nuestro modelo, lre bemol (S0I®) = Mi bemol®). Esta estrategia es una hermosa
realizacion compositiva de lo que especifica el modelo de Mazzola. El modelo predice
grados fundamentales y lo hace sobre la base de las fuerzas de modulacion que
proporcionan las simetrias del modulador. Beethoven no solo escribe los grados
fundamentales, sino que también hace evidente el modulador en la primera parte de la
modulacion. [8]

En la Figura 28.10 de [5], el grafico muestra el plan de modulacién en el movimiento Allegro
de la Op.106 de Beethoven en el sistema de tonalidades dispuesto en el circulo de cuartas.
El inicio cambia de Si bemol a Sol. La modulacién inversa ocurre al final, y ambos siguen el
mismo procedimiento. Excepto estos movimientos iniciales y terminales, el plan de
modulacién es perfectamente simétrico alrededor del eje de simetria entre Si bemol®)/ Mi
bemol® y LaB®)/ MiB),

Este analisis no presupone que Beethoven haya realizado su construccion utilizando las
ideas de este modelo. Pero podria haberlo hecho intuitivamente; no se pueden conocer
esas capas ocultas de creatividad. Esta situacion es paralela a lo que ocurre en la Fisica.
Descubrimos leyes fisicas, pero no podemos saber si un creador divino (si esta es la hipdtesis
cosmoldgica subyacente) ha construido el universo de acuerdo con estas leyes, que son
nuestra forma de entender la naturaleza. Sin embargo, las leyes se mantienen, al igual que
el médulo de modulacidn para el sistema critico de modulaciones en la composicidn de
Beethoven.

En resumen: el aspecto armodnico se aplica a la Teoria de la Modulacién tonal como se
describe en [8] para una breve presentacion de la teoria.

La discusidon detallada de las modulaciones de Beethoven en la Op. 106, movimiento
Allegro, se expone en [5]. La Teoria de la Modulacion se basa en simetrias, inversiones o
transposiciones, que conectan tonalidades dadas. En el caso de Beethoven, resulta que las
modulaciones estan relacionadas con las simetrias internas del acorde Do#°’. Estas simetrias
dividen el conjunto de tonalidades en dos érbitas, el "mundo" de las ocho escalas diatdnicas
de Sib, Reb, Mi, Sol, La, Do, Mib, Solb y un "antimundo" de cuatro escalas diaténicas de Re,
Fa, Lab, Si. Estas dos dérbitas muestran precisamente lo que los tedricos de la musica Jiirgen
Uhde y Erwin Ratz habian llamado el “mundo” alrededor de Si mayor y el “anti-mundo”

III



alrededor de Si menor. Estas simetrias también explican todas las modulaciones en detalle.
[10]

Ahora veamos el tercer movimiento de la Sonata Op. 109 el cual ilustra la variante
matemadtica del concepto de creatividad. El ejemplo musical consiste en una sucesién de
seis variaciones sobre el tema principal de la sonata, y que se titula "Lirica, con el
sentimiento mas profundo".

Segun el brillante analisis de Jirgen Uhde, el tema se presenta mezza voce en los primeros
ocho compases antes de la primera variacion. Aparece en cuatro variantes de dos compases
cada una, siendo la primera el motivo X de cinco notas en la voz de soprano sol#, mi, fa#,
re#, si de este cuarteto de cuerdas imaginario (Uhde). Incluimos el fa# porque llena la triada
dominante fa#, re#, si, que sigue a la triada tdnica sol#, mi, si (cuyo si, aparece en la voz
alta).

Metdfora de la perspectiva de Uhde:

Las seis variaciones V1, V3, ..., Ve son variaciones de este tema, pero no son independientes
del tema (como es el caso de las variaciones Diabelli de Beethoven), ni siquiera adornos y
rellenos. Asi que Vi, Vi, ..., Ve estan todas dirigidas hacia el tema X, un hecho que
escribiriamos como si esta configuracion estuviera incrustada en una categoria, es decir,
por seis morfismos (perspectivas sobre X, tomadas de las direcciones Vi, V3, ... Ve)

fuVi=>X, f2:Vo=>X, ..., fs:Ve> X

Cada una de estas perspectivas enfatiza un aspecto particular de X, y Uhde dibuja una
hermosa imagen de esta configuracion de perspectivas variables. Cuando terminan las cinco
primeras variaciones, pregunta si todavia hay una posicion eficiente para la sexta y agrega:

éNo se ilumind el tema desde todos los lados, desde cerca y desde lejos, siguiendo el sonido
y la estructura? Las variaciones anteriores "bailaban" en torno al tema, y cada una estaba
dedicada a otra propiedad tematica.

De modo que Uhde realmente interpreta estas variaciones como perspectivas variables del
tema X. Cada perspectiva se centra en un aspecto especifico. No tenemos que entrar en los
detalles de estas variaciones y solo resumir su caracter general:

1.- Una variaciéon melddica fi: V1 > X construida sobre un entorno homofdnico con
acompainamiento de vals.

2.- Una variacion ritmica f2: V2 > X con cambios sofisticados de los tonos del tema en una
secuencia de arpegios intervalicos.



3.- Una variaciéon contrapuntistica f3: V3 = X construida sobre correspondencias por
inversiones del tema y su redistribucion en voces diferentes.

4.- Una variacién permutacional fa: V4 = X intercambiando algunas notas del tema para
captar todo el poder cantabile del tema en una interpretacion parecida a una fughetta.

5.- Esta variacidn fs: Vs - X también funciona como permutacional, pero es dedicado a
revelar el poder del tercero, que era también el intervalo inicial (sol , mi) del tema original.

En la versién matematica del proceso creativo, esta lista de perspectivas fi constituye la
apertura de los muros del concepto critico. Se inspecciona el tema X como si fuera un funtor
@Xy miramos cdmo se comporta desde una serie de perspectivas caracteristicas fi. Y como
en nuestra version matematica de la creatividad, Uhde enfatiza que estas cinco perspectivas
son "todo lo que se puede decir", son direcciones caracteristicas.

¢Por qué una sexta variacion?

Siguiendo nuestro modelo matematico, ahora tenemos que considerar el colimite colim (D)
del sistema D de estas cinco perspectivas, junto con sus relaciones mutuas, es decir,
intuitivamente el colimite es la unidén y conexién de estas 5 perspectivas. Esta perspectiva
colimite colim (D) = X presentaria una perspectiva concisa (uniendo las cinco perspectivas
individuales) que contiene todas las ideas anteriores en un solo elemento.

Es natural interpretar la sexta variacion como precisamente este colimite que requerimos
en el enfoque matematico. Por supuesto, aqui no estamos en el contexto de una categoria
matematica formalmente definida, pero podemos intentar interpretar la sexta variacion en
términos de la propiedad esencial de un colimite. Un colimite, de hecho, permite la sintesis
de varias perspectivas sobre X en una sola; todo lo que se habia dicho en las cinco
variaciones puede verse ahora en forma concentrada en la sexta variaciéon. Es fascinante
leer la interpretaciéon de Uhde de la sexta variacién. El lo ve como si fuera en si mismo un
cuerpo de seis microvariaciones, y describe este cuerpo como un "arroyo con puentes", los
puentes que conectan las seis microvariaciones. Esto es muy similar a la construccion de un
colimite, que también es esencialmente un paisaje que conecta sus componentes mediante
funciones de puente.

Mirando la sexta variacidn, de hecho, contiene una serie de reformulaciones del tema, pero
luego converge dramaticamente a un final que es una especie de sintesis de todos estos
aspectos, y Uhde describe esta explosidon final de energia que es incitada por el eje
vibratorio de la dominante con ese trino largo si — do#. Sin embargo, es fundamental que la
dominante dure mucho tiempo (compases 165-187, jcasi la mitad de la sexta variacion!) sin
resolverse a la ténica. Esperando la funcién cadencial de la dominante, el oyente se
molestaria al escuchar un anuncio tan interminable de la ténica. La funcién de este trino
debe ser diferente. Podemos hacer esta explosidon mas precisa. La vibracién de la dominante
se muestra mas concretamente como una interpretaciéon alternativa del tono dominante



por el vecino do#. Esta rotaciéon alrededor de estos dos tonos se establece primero como
un conjunto de notas explicitas, pero luego, con el aumento de la energia, converge en una
explosion final fulminante de un trino si — do#.

William Kinderman, en su descripcion del final de la Op. 109, escribe: “A través de una
especie de ruptura radiactiva, el tema explota virtualmente desde adentro, produciendo
una variedad de sonidos vibrantes y brillantes. Uno podria considerar el trino sostenido en
Si con su vecino superior Do#, que migra hacia los agudos en el pasaje antes de la repeticion
tematica, como la maxima elaboracién del pico melddico de la sarabanda en estas dos
notas".

Este emparejamiento de trinos no solo es un efecto emocional agradable de la energia de
rotacidn, jsino que tiene una interpretacion muy sustancial en términos de una cadencia de
la tonalidad subyacente! De hecho, el movimiento inverso lsydo# alrededor de si — do# es
idéntico a la inversion lgo en do o su tritono fa# ([7] véase Figura 26.4). Como do no estd en
la escala de Mi, la inversién de sus vecinos si — do# hace el trabajo. En otras palabras, el
trino caracteriza o cadencia la tonalidad basica Mi mayor a través de su inversién de simetria
interna Unica en fa#.

También se trata de una funcion cadencial que normalmente no se utiliza en armonia, pero
se ha demostrado en otros analisis de la obra de Beethoven que esta vision es una realidad
en sus estructuras compositivas. Con frecuencia, el trino en una funcién cadencial se usa
con el segundo y tercer grados de la escala, preparando la ténica, como se muestra en [7]
Figura 26.3 para la sonata de Mozart KV 545. Y la Figura 26.5 de [7] muestra que Beethoven
si organizo la secuencia de arpegios de intervalo en los compases 173-174 en una fuerte
correspondencia con la simetria de mi mayor.

No nos asombremos si este hecho fuera también un componente consciente del enfoque
de Beethoven sobre la tonalidad, pero no lo sabemos. Sin embargo, las estructuras
confirman esta hipdtesis. Resumiendo, la variacion colimite seis muestra una explosién del
tema que se disuelve en una rotacidén ardiente de ese trino, que expresa la tonalidad basica
por su simetria interior inversa Unica.

En términos de creatividad, hemos interpretado la sexta variacion como un objetivo
creativo surgido de las caracteristicas de las primeras cinco variaciones del tema critico X.
Pero también aprendimos que la variacidén puede significar cosas muy diferentes en la
musica. Mientras que el enfoque de Mozart en "Ah, vous dirai-je Maman" es una visién
desde fuera, extensiva sélo en el sentido de que el tema a ser variado se da por sentado y
luego sirve como un modelo de esqueleto que se viste con una seleccion de "ropa", el
enfoque intensivo de Beethoven: examina la "anatomia" del tema y busca su sustancia. [8]

y [7].

Muchos estudiosos han explorado la creatividad. Buscamos definir el proceso de creatividad
como algo que se puede lograr universalmente. Cuando creamos hay un proceso general



gue se propone que sea seguido universalmente por todos los artistas. Cabe destacar que
este proceso se invierte para los consumidores y los criticos de arte.

Los artistas comienzan con gestos. El trazo de un boligrafo o un pincel, una pirueta, el
movimiento de los dedos ... Todos estos son gestos. No son primitivos ni sin sentido.

Los gestos se ajustan a algun tipo de proceso. El intérprete solo experimentara los hechos
[9]. Su mision es tratar de comprender los procesos, los gestos y como constituyen el
producto y mensaje final.

Esto significa que es importante mirar algo a través de todas sus evoluciones. Aqui esta la
declaracion de Kinderman:

“Un escrutinio microscépico de los bocetos de acuerdo con una técnica analitica particular
suele ser demasiado limitado para proporcionar mucha informacién sobre el proceso
creativo; un enfoque mas prometedor prestaria atencion a las relaciones entre versiones
sucesivas, ya que la comparacién a veces revela una red de cambios compositivos.”

En términos de creatividad, la sexta variacién es un objetivo creativo surgido de las
caracteristicas extensiones de la pared o muro de las primeras cinco variaciones del tema
critico del movimiento. El enfoque de Beethoven es intensivo. Busca en la "anatomia" del
tema y busca su sustancia [9, Figura 20.2].

Las seis variaciones no son independientes del tema. Estan dirigidos hacia el tema. Cada
variaciéon enfatiza un aspecto particular del tema. De esta forma, podemos ver que
Beethoven no solo estaba interesado en establecer una pregunta abierta y dar contexto (el
tema) sino que exhibia, suavizaba y ampliaba las fronteras con cada variacion. [9].

Surgen preguntas como ésta: “éBeethoven usé el tipo de reflexiones como las descritas en
el modelo de modulaciéon para interpretar las modulaciones en la partitura de la Op.106)?"
Aun considerando los legados histéricos secretos desconocidos y altamente improbables,
la respuesta es claramente “iNo!”. Pero este definitivamente no es el discurso de nuestra
labor. No estamos hablando de estrategias compositivas conscientes. Mds bien nos
enfrentamos al resultado de los esfuerzos compositivos: la partitura (el denotador) con los
modelos de modulacion actuales. Estamos, por asi decirlo, en la posicion del fisico para
investigar las leyes de la naturaleza sin saber nunca si, qué y cémo un ser divino o no pudo
haber construido la naturaleza.

La realidad no es solo un conjunto de fendmenos, sino la totalidad de agentes que
configuran la dindmica histérica del sistema. Son precisamente los estratos invisibles y
contraintuitivos de un sistema los que suelen ser los responsables de su desarrollo. La
ausencia de rastros conscientes de las construcciones modulatorias de Beethoven no
explica estas modulaciones y, a fortiori, no explica la arquitectura global de estas
modulaciones en el desarrollo de una gran pieza, como la Op. 106. Ademas, la increible



organizacién y el proceso de tales obras maestras no pueden explicarse por factores
biograficos, estas cosas son de una naturaleza mucho mads fina que los hechos burdos de la
vida de un compositor. E incluso si el compositor hubiera hecho declaraciones sobre su
actividad creativa, esta seria solo una perspectiva sobre los datos neutrales (objetivos) de
la obra. No hay garantia de que esta perspectiva deba ser la mejor posible. Es muy probable
que las fuerzas intuitivas e ingeniosas cubran una gran mayoria de los casos caracteristicos
y destacados de la obra.

Recuerdo con emocidn la conferencia de Guerino Mazzola en Atlanta, Georgia el afio 2012
cuando ejemplifiqué interpretando en vivo estas maravillosas variaciones y él iba
comentando al respecto. Por la noche ofreci un concierto interpretando las dos sonatas con
variaciones, la Op. 26 y la Op. 109.

La palabra “performance” significa, en espafiol, actuacién, ejecucién, interpretacion,
realizacion, representacion, ejecucion musical o desempeno. Voy a convenir que “Musical
performance” sea traducido como “Ejecucién Musical” donde una de las acepciones de la
palabra “ejecutar” es la de “tocar una pieza musical”.

Asi que les diré que la Ejecucion Musical es probablemente la mas compleja rama de la
Musica. Se requiere del entrelazamiento de variados aspectos de la musica. Esto para que
el intérprete preparado no solamente ejecute la musica con rectitud técnica y de estilo, sino
gue también sepa de las razones de su ejecucion y qué es lo que realmente esta haciendo,
asi como el por qué y para qué lo hace. De lo que se trata es de hacer del campo de la
Ejecucion Musical un campo cientifico, no del arte de la ejecucion sino el del conocimiento
de esta.

Recordemos que no se trata de hacer interpretaciones generadas por anadlisis de
computadoras de las partituras a través de un MIDI o cualquier otro formato, sino que se
trata del andlisis, entendimiento, experimentacién simulada de la ejecucién, como una
tarea intelectual, la cual puede inspirar al artista a nuevos acercamientos creativos y no
como una actividad artistica genuina.

La ejecucidon musical trata en general de la transformacién de una partitura en una entidad
fisica compuesta de sucesos acusticos junto con la concepcién de los simbolos por parte del
musico.

Sabemos algo del marco ontoldgico de la ejecucién musical.

Hay que saber acerca de la Teoria de la Estructura de la Ejecucion Musical la cual explica
qué es el micro tiempo o agogica. Es el primer pilar de la Ejecucién Musical. Nos describe
qué clase de estructura es la Ejecucidn. Nos describe qué es la agdgica, es decir, el
transporte o movimiento o el conjunto de las ligeras modificaciones de tiempo, no escritas
en la partitura, requeridas en la ejecucion de una obra.



El segundo pilar de la Ejecucién Musical es la Teoria de la Expresién Musical la cual investiga
las razones analiticas, gestuales y emocionales para darle forma a una especifica agogica de
cierto pasaje de una partitura.

Hay muchisimos temas en la Ejecucidn Musical, en particular el de la Ejecucidn Inversa, el
cual trata con la dificil cuestion de la variedad de razones que dan lugar a una ejecucion. La
Critica Musical es de hecho una instancia de la ejecucion inversa puesto que busca entender
y validar una ejecucion de un recital o de una grabacién como una expresion de muchos
antecedentes analiticos, gestuales y emocionales.

Hay muchos temas muy interesantes con respecto a la Ejecucion Musical. Invito a ustedes
a deleitarse con el libro Musical Performance [6] de Guerino Mazzola.

¢Cémo tocaba Beethoven?

Algunos consideran a Beethoven como el que rompid todas las reglas en aras de la
"expresion" (palabra que vino a sustituir a la palabra "gusto" en el siglo XIX) y el que pensaba
orquestalmente y logrd efectos orquestales en el piano. La idea importaba mas que su
ejecucién. Sus sonatas no estan concebidas en términos pianisticos, pero mas bien en
términos de ideas expresadas en forma. Algunos de sus escritos pianisticos pueden ser
alarmantemente dificiles, pero no son pianisticos. Beethoven fue un autodidacta. Primero
era musico y después pianista.

Beethoven rompié mas pianos que nadie en Viena. Czerny, quien comentaba de su
ejecucion titanica, excusa su actitud diciendo que demandaba demasiado de los pianos que
entonces se hacian, lo cual es cierto y que también es una forma cortés de decir que sacaba
a los demonios del piano a golpes.

Anton Schindler (bidgrafo de Beethoven) admitié que sus interpretaciones dejaban mucho
que desear vistas como interpretaciones puras. Sin embargo, agrega, que toda la musica
que él tocaba parecia una nueva creacion. Estos efectos maravillosos, en gran parte, eran
producidos por su legato uniforme, la cual era una de sus mas notables peculiaridades al
tocar. A nadie le importaba su pureza técnica excepto a Moscheles (1794-1870) el cual se
quejaba de su carencia de precision y claridad, aunque lo escuché cuando ya estaba sordo
en 1814. Sin embargo, hay mucha evidencia de cdmo tocaba hasta 1805 cuando la sordera
lo obligd a cortar el niUmero de apariciones concertisticas. Al principio tenia una excelente
técnica. Czerny dice que nadie lo igualaba en la velocidad de sus escalas, trinos dobles, etc.,
ni aun Hummel (1778-1837). Czerny, en 1803, decia que Beethoven mantenia el pedal
derecho sostenido a lo largo de todo el movimiento lento del Concierto en do menor.
Téngase en cuenta que entonces Beethoven utilizaba un piano vienés ligero, en el cual los
sonidos emitidos rapidamente se disipaban. Sabemos que él utilizaba mucho el pedal a
propdsito como lo escribe en la Sonata Claro de Luna y la Tempestad. Asimismo, Czerny lo
atestigua.



Su maestro Neefe lo inicid con el Clave Temperado de Bach en lugar de con estudios
técnicos, es decir, lo inicié con la obra mas importante hasta ese tiempo. Beethoven fue un
gran improvisador y lector a primera vista. En 1782 ya era, a los 12 afios, cembalista y
violinista de orquesta. Demandaba mas de lo que podian dar los instrumentos de su época.
Seguramente hubiera sido muy feliz con un piano de nuestro tiempo. Los instrumentos de
su época poseian teclas mas angostas que las actuales con un mecanismo mas ligero y con
menos octavas. Czerny, su alumno, describe las manos de su maestro como estrechas,
densamente cubiertas de vello, cuyos dedos, y en especial su tercera falange eran muy
anchos, y que, con dificultad alcanzaba una décima de aquellos pianos. Su manera de tocar
era bastante descuidada aun antes de su sordera. Tocaba como compositor.

Ferdinand Ries, otro de sus alumnos, describe la manera de tocar el piano de su maestro.
Dice que, en general, tocaba sus propias composiciones en una forma muy caprichosa, pero
qgue, sin embargo, mantenia un estricto tempo y que muy rara vez lo aceleraba. Cuando
habia un pasaje en crescendo introducia un pequeiio ritardando produciendo un efecto
hermoso e impactante. Rara vez introducia notas u ornamentos no escritos en una
composicion.

Sin embargo, Beethoven les pedia a sus alumnos que hicieran lo que él decia, no lo que él
hacia. "Cologuen sus manos sobre el teclado en tal posicién que los dedos no se levanten
mas de lo necesario, este es el Unico método para producir un buen sonido". Insistia en un
toque legato, finalizando con ello el viejo estilo mozartiano. Todo el tiempo tenia particular
atencidn acerca de la posicion correcta de las manos. Continua diciendo que "cuando un
verdadero virtuoso toca, lo que se escucha es algo integro, algo completo. Uno puede
considerarlo como un trabajo escrito con buena continuidad, eso es realmente tocar el
piano, el resto no es nada". Asi hablaba Beethoven. [11], [2], [4].

Les comento que la Filosofia de Yoneda, en palabras dice que, para comprender un objeto,
de vueltas alrededor de él. Esto quiere decir, entendimiento mediante el cambio de
perspectivas. En Matematica, el Lema de Yoneda tiene importantes aplicaciones en el
Algebra Homoldgica, en la Topologia Algebraica, en la Geometria Algebraica y
recientemente en la Teoria Matematica de la Musica, solamente para mencionar algunas.
Dice que un objeto matematico puede clasificarse salvo isomorfismo por su funtor. En
Musica, la partitura es solamente su primera vista y junto con todas sus interpretaciones
constituyen su identidad. jQué maravilloso punto de vista para ambos intérprete y
audiencia! Deja de lado la estéril competencia fuera del arte y la ciencia, como si éstas
fueran juegos olimpicos. Esto nos dice que la Sonata Op. 109 es el conjunto de notas
impresas en el papel junto con todas las interpretaciones de los pianistas de esta obra. Les
dejo meditar sobre esto.

Les comento que trabajé desde los afios setenta del siglo pasado en la Teoria de la
Homotopia, la Teoria de la Cohomologia, la Topologia Algebraica, el Algebra Homoldgica,
entre otros campos de la matematica. En la década de los setenta, estas fueron
consideradas como Matemadtica Pura. Sin embargo, treinta y nueve afios después, estas



maravillosas piezas de matematica se convierten en Matemadtica Aplicada y Tecnologia y
miren en donde: en mi otro campo de pasion, la Musica. Pero “0jo”, no sdlo es aplicar la
Matematica, es también, el crear nueva matematica dentro de la Teoria Matematica de la
Musica o Musicologia Matematica.

Espero haber dado un brevisimo panorama sobre este tema, y dejado el dénde profundizar
acerca de él para quien esté interesado. Les comento también que uno festeja su
cumpleafios a partir de cuando ya se cumple el afio (el hacerlo antes no implica que vaya
uno a cumplir el afio), de manera que espero que el 2021 podamos festejarlo como el “Afo
Beethoven”, sila pandemia, el virus y la responsabilidad e higiene de las personas nos dejan.
Deseo finalizar esta presentacidn estableciendo una vez mas, que la Matematica es una de
las "Bellas Artes", la mas pura de ellas, que tiene el don de ser la mas precisa y la precisién
de las Ciencias.
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